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мости песобственных интегралов (140). 4.9-4. Признаки равномерной схо- 
димости несобственных интегралов (142). 

Разложение функций в бесконечный ряд и представление их интегралом. 
Степенные ряды и ряд Тейлора... еее we 

4.10-1. Разложение функций в бесконечный ряд и представление их интегра- 
лом (142). 4.10-2. Степенные ряды (143). 4.19-3. Теоремы Абеля и Таубера 
(145). 4.10-4. Ряд Тейлора (145). 4. 10-5. Кратный ряд Тейлора (146). 

Ряды Фурье и интегралы Фурье... еее 

4.11-Ё. Вводные замечания (146). 4.11-2. Ряды Фурье (146). 4.11-3. Интеграл 
Фурье и преобразование Фурье (148). 4.11-4. Функции, разложимые в ряд 
Фурье и представимые иитегралом Фурье. Гармопический анализ (149). 
4.11-5. Нскоторые свойства коэффициентов Фурье и преобразования Фурье 
(156). 4.11-6. Интегралы Дирихле и Фейера (157). 4.11-7. Суммирование 
средлими арифметичсскими (160). 4.11-8. Кратные ряды и интегралы Фурье 

ГЛАВАБ 
ВЕКТОРНЫЙ АНАЛИЗ 

Векторы в евклидовом пространстве. . . . - э.оофоофо фо фо ово хо 

Векторная алгебра .„........ еее ооо ово. 
5.2-1. Сложение векторов и умножение вектора на (действительный) скаляр 
(162). 5.2-2. Разложение векторов по базисным векторам (163). 5.2-3. Декар- 
товы прямоугольные координаты вектора (163). 5.2-4. Векторы и физиче- 
ские размерпости (163). 5.2-5. Модуль (норма, абсолютная величина, длина) 
всктора (164). 5.2-6. Скалярное (внутрениее) произведение двух. векторов 
(164). 5.2-7. Векторное произведение двух векторов (164). 5.2-8. Смешанное 
(векторно-скалярное) произзедение (165). 5.2-9. Другие произведения, 
содержащие более двух векторов (166). 5.2-10. Разложение вектора а по па- 
правлению единичного вектора и и ему перпендикулярному (166). 5.2.11. 
Решение уравнений (166). 

Векториые функции скалярного аргумента .. ооо о 

5.3-1. Векторные функции и их пределы (166). 5.3-2. Дифференцирование 
(166). 5.3-3. Интегрирование и обыкновенные дифференциальные уравнения . 
(167). 

Скалярные и векториые поля „..... еее юн а 

5.4-1. Вводные замечания (168). 5.4-2. Скалярные поля (168). 5.4-3. Вектор* 
ные поля (168). 5.4-4. Векторный элемент линни и длина дуги (163). 5.4-5. 
Криволинейные (линейные) интегралы (169). 5-4-6. Поверхностные инте- 
гралы (169). 5.4-7. Объемные интегралы (170). 

Диффереициальные операторы ..... еее еее 

5.5-1. Градиент, дивергенция и ротор; ннвариантные определения (170). 
5.5-2. Оператор У (171). 5.5-3. Полный дифференциал, полная производная н 
производная по направлению (172). 5.5-4. Производные высших порядков 
по направлению. Ряд Тейлора (173). 5.5-5. Оператор Лапласа (173). 5.5`6. 
Операции второго порядка (173). 5.5-7. Операции над простейшими функ- 
циями от г (174). 5.5-8. Функции от двух и более радиусов-векторов (174). 

Iluterpasibiibie TeOpeMbI ....... +212. eee еее. . 

3.6-[. Теорема о дивергенции и связанные с ней теоремы (175). 5.6-2. Теорема 
о роторе н связапные с ней теоремы (176). 5.6-3. Поля с разрывами на по- 
верхностях (176). 
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6.7 

6.1. 

6.2. 

6.3. 

6.4. 

7.1. 

7.2. 

7.3. 

7.4. 

7.5. 

7.6. 

7.7. 

. Аналитическое продолжение . 26. ee ew ew ee es 

ОГЛАВЛЕНИВ 

Отыскание векторного поля по его ротору н днвергенцим „о... 

5.7-1. Безвихревое векторное поле (176). 5.7-2. Соленоидальные (трубча- 
тые) векторные поля (177). 5.7-3. Отыскание векторного поля по его ротору 
и дивергенции (177). 

ГЛАВАб 

СИСТЕМЫ КРИВОЛИНЕЙНЫХ КООРДИНАТ 

Рводные замечания eeee#e#eee #e¢«¢?e#%* ® оф оо ооо фо фофоФфоофее 

Системы криволинейных координат... уе ооо " 

6.2-1. Криволинейные координаты (179). 6.2-2. Координатные поверхности 
и координатные линии (179). 6.2-3. Элементы длнны дуги и объема (179). 

Криволинейные координаты вектора... ......... ое 

6.3-1. Координаты вектора и локальный (местный) базис `(180). 6.3-2. ` фи- 
зические координаты вектора (182). 6.3-3. Контравариантные и коварнант- 
ные координаты вектора (182). 6.3-4. Запись векторных соотношений в крни- 
волинейных координатах (183). 

Системы ортогональных координат. Векторные соотношения в ортогопаль- 
ных координатах оф . «ee . . © .” о о о @ о Фо ` eee ee € e oe 

6.4-1. Ортогональные координаты (183). 6.4-2. Векторные соотношения 
(184). 6.4-3. Криволинейный ивтеграл, поверхностный интеграл и объем. 
ный интеграл (185). 

Формулы для специальных систем ортогональных координат ‚аа. о 

ГЛАВА? 

ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

e . ® ® e Вводные замечания . e ° ооо хе ® . e . e e ооо о e e 

Функции комплексного переменного. Области в комплексной плоскости 
7.2-1. Функции комплексного переменного (197). 7.2-2. г-плоскость и ш-пло- 
скость. Окрестности. Бесконсчно удаленные точки (197). 7.2-3 Кривые и 
контуры (200). 7.2-4. Граиицы и области (200). 7.2-5. Комплексные контур- 
ные интегралы (200). 

Аналитические (регулярные, голоморфные) функции ........... . 

7.3-1. Производная функция (201). 7.3-2. Уравнения Коши — Римана (201). 
7.3-3. Аналитнческие функции (202). 7.3-4. Свойства аналитических фунчк- 
ций (202). 7.3-5. Теорема о максимуме модуля (203). 

Многозначные функции... еее еее 

7.4-1. Встви (203). 7.4-2. Точки разветвления и разрезы (203) т. 4-3. Рима- 
новы поверхности (204). 

Интегральные теоремы и разложения в ряды ... еее неее. 

7.5-1. Интегральные теоремы (205). 7.5-2. Разложение в ряд Тейлора (206).. 
7.5-3. Разложение в ряд Лорана (206). 

Нули и изолированные особые точки.... . . ... 
7.6-1. Нули (207). 7.6-2. Особые точки (207). 7. 6 3. Нули. и особенности В 
бесконечности (209). 7.6-4. Теоремы Вейерштрасса и Пикара (209). 7.6-5. 
Целые функции (209). 7.6-6. Разложение целой функции в произведение 
(210). 7.6-7. Мероморфиые фуикции (216). 7.6-8. Разложение мероморфных 
функций на простейшие дроби (211). 7.6-9. Чули и полюсы мероморфиых 
функций (211). 

Вычеты и контурные интегралы .. еее сени 
7.7-1. Вычеты (211). 7.7-2. Теорема о вычетах (212). 7.7-3. Вычисление опре- 
пеленных интегралов (212). 7.7-4. Применепие вычетов к суммированию 
рядов 

e e e 6 e ° e e e 

7.8-1. Аналитическое продолжепие и моногенпые аналитические функции 
(214). 7.8-2. Методы аналитического продолжения (214 

. Конформиое отображение... .., ое 
7.9-1. Конформное отображение (215) 7.9-2. Дробно- -линейное отобра- 

жение (преобразование) (216). 7.9-3. Отобразкение “=. (2 +z) (217). 
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6.1. 

8.2. 

8.3. 

6.4. 

8.5. 

8.6. 

8.7. 

9.1. 

9.3. 

ОГЛАВЛЕНИЕ 

7.9.4. Интеграл Шварца — Кристоффеля (217). .7.9-5. Таблица отображений | 
(218). 7.9-6. Функции. отображающие специальные области на единичный 
круг (227). 

ГЛАВА 8 

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСЛ И ДРУГИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

Вводные замечания ооо офо фо фо оо оо ооо оо ооо 6 & 

Преобразование Лапласа ‚еее ооо воно * 

8.2-1. Определение (228). 8.2-2. Абсолютная сходимость (228). 8.2-3. Область 
определения (229). 8.2-4. Достаточные условия существования преобразо- 
вания Лапласа (229). 8.2-5. Обратное преобразование Лапласа (229). 8.2-6. 
Теорема обращения (229). 8.2-7. Существование обратного преобразования 
апласа (2. 0). 8.2-8. Единственность преобразования Лапласа и его обра- 
щения . 

Соответствие между операциями над оригиналами и изображениями ... 
8.3-1. Таблица соответствия операций (230). 8.3-2. Преобразования Лапласа 
периодических функций и произведений оригиналов на синус или косинус 
(230). 8.3-3. Преобразование произведения (теорема о свертке) (233). 8.3-4. 
Предельные теоремы (233). 

Таблицы преобразования Лапласа и вычисление обратных преобразований 

Лапласа „еее еее еее. ооо 
8.4-1. Таблицы преобразования Лапласа (234). 8.4-2. Вычисление обратных 
преобразований Лапласа (234). 8.4-3. Применение контурного интегрирова- 
ния (234). 8.4-4. Обратное преобразование Лапласа для рациональных 
алгебраических функций: разложение Хевисайда (234). 8.4-5. Обратное 
преобразование Лапласа для рациональных алгебраических функций; 
разложение на простеймие дроби (252). 8.4-6. Разложения в ряды (252). 
8.4-7. Разложения по степеням # (253). 8.4-8. Разложения по миогочленам 

_Jlareppa (253). 8.4-9. Разложения в асимптотические ряды (254). 

Формальное преобразованис Лапласа нмпульсных функций ........ 

Некоторые другие функциональные преобразования... .... ..... 

8.6-1. Вводные замечания (256). 8.6-2. Двустороннее преобразование Ла- 
пяаса (256). 8.6-3. Преобразование Лапласа в форме иптеграла Стилтьеса 
(256). 8.6-4. Преобразования Ганкеля и Фурье — Бесселя (258). 

Конечные интегральные преобразования, производящие функции и 2-пре- 
образование ............ оон 
8.7-1. Ряды как функциональные преобразования. Конечные преобразо- 
вания Фурье и Ганкеля (260). 8.7-2. Производящие функции (265). 8.7-3. 
=-преобразование. Определенне и формула обращения (263). 

rAABA 9 

ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

5 ооо о e e e e e Введение ....... еее ... 

9.1-1. Вводные замечания (265). 9.1-2. Обыкновенные дифференциальные` 
уравнения (265). 9.1-3. Системы дифференциальных уравнений (266). 9.1-4. 

. Существование решений (266). 9.1-5..Общие указания (266). 

9.2. Уравнения первого порядка ...... беоне ce see 

9.2-1. Существование и единственность рещений (266). 9.2-2. Геометри- 
ческое толкование. Особые интегралы (267). 9.2-3. Преобразование пере- 
менных (268). 9.2-4. Решение специальных. типов, уравнений первого по- 
рядка (268). 9.2-5. Общие методы интегрирования” (270). , 

Линейные дифференциальные уравнения . 2... ee ee we ee te we te tes . 

9.3-1. Лннейные дифференциальные уравнения. Принцип наложения (271). 
9.3-2. Линейная пезависимость и фундаментальные системы решений (271). 
9.3-3. Решение методом варнацни постоянных. Функции Грина (272). 9.3-4. 
Приведение двухточечных краевых задач к задачам Моши (275). 9.3.5. 
Ливейные дифференциальные уравнения в комплексной области. Тейлоров- 
скне разложения ‘'решения.и влияние особенностей (275). 9.3-6. Решение 
однородных уравнений путем: разложения в ряд в окрестностн правильной 
особой точки (276). 9.3-7. Методы интегральных преобразований (277). 
9.3-8. Линейные уравнення второго порядка (278). 9.3-9, Гипергеометри- 
ческое дифференциальное уравнение Гаусса и Р-уравнение Римана (279). 
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9.4. 

9.5. 

9.6. 

10.1. 

10.3. 

10.4. 

11.1. 

ОГЛАВЛЕНИЕ 

9.3-10. Вырожденные гипергеометрические функции (282). 9.3-11. Обобщен- 
ные. гипергеометрические ряды (283). 

Линейные дифференциальные уравнения с постоянными коэффициентами 
9.4-1. Однородные линейные уравнения с постоянными коэффициентами 
(283). 9.4-2. Неоднородные уравнения (285). 9.4-3. Свертки и функции Грина 
(286). 9.4-4. Устойчивость (287). 9.4.5. Операторный метод решения (288). 
9.4-6. Периодические внешние нагрузки и решения (289). 9.4.7. Передаточ- 
ные функции и частотные характеристики (290). 9.4-8. Нормальные коор- 
динаты и. собственные колебания (291). , 

Нелинейные уравнения второго порядка... 2 2 eee ee eee ee wees 
9.5.1. Вводные замечания (292). 9:5-2. Представление на фазовой плоскости. 
Графический метод решения (292). 9.5-3. Особые точки и предельные циклы 
(293). 9.5-4. Устойчивость решений по Ляпунову (294). 9.5-5. Приближенный 
метод Крылова и Боголюбова (296). 9.5-6. Интеграл живых сил (297). . 

Дифференциальные уравнения Пфаффа.......... еее. . 
9.6-1. Дифференциальные уравнения Пфаффа (298). 9.6-2. Вполне интегри- 
руемый случай (298). " 

ГЛАВА 10 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 

Введение и обзор ............ ооо не 

10.1-1. Вводные замечания (299). 10.1-2. Дифференциальные уравнения 
с частными производными (299). 10.1-3. Решение дифференциальных урав- 
нений с частными производными; разделение переменных (300). 

. Дифференциальные уравнения с частными производными первого. порядка 
10.2-1. Уравнения с двумя независимыми переменными. Геометрическая 
интерпретация (301). 10.2-2. Задача с начальными условиями (задача Коши) 
(302). 10.2-3. Полные интегралы. Общие, частные, особые интегралы; реше- 
ния характеристических уравнений (303). 10.2-4. Уравнения с п независи- 
мыми переменными (304). 10.2-5. Преобразования соприкосновения (306). 
10.2-6. Канонические уравнения и канонические преобразования (307). 
(310) Уравнение Гамильтона — Якоби. Решение канонических уравнений 

Гиперболические, параболические и эллиптические дифференциальные 
уравнения с частными производными. Характеристики... ......... 

10.3-1. Квазилинейные уравнения с частными производными второго порядка 
с двумя независимыми переменными. Характеристики (312). 10.3-2. Решение 
гиперболических уравнений методом характеристик (313). 10.3-3. Преобра- 
зование гиперболических, параболических и эллиптических уравпений к 
каноническому виду, (314). 10.3-4. Гипичные красвые задачи для уравнений 
второго порядка (315). 10.3-5. Одномерное волновое ‘уравнение (316). 10.3-6. 
Метод Римана — Вольтерра для линейных гиперболических уравнений 
(317). 10.3-7. Уравнения с тремя.и более пезависимыми переменными (318). 

Линейные уравнения математической физики. Частные решения....... 

10.4-1. Физические основы и обзор (319). 10.4-2. Линейные краевые задачи 
(321). 10.4-3. Частные решения уравнения Лапласа: трехмерный случай 
(322). 10.4-4. Частные решення для трехмерного уравнения Гельмгольца 
(324). 10.4-5. Частные решения двумерных задач (325). 10.4-6. Уравнение 
Шредингсра (326). 10.4-7. Частные решения для уравнения теплопровод- 
ности и диффузии (326). 10.4-8. Частныс решения для волнового уравнения. 
Синусоидальные волны (326). 10.4-9. Решение краевой задачи разложением 
в ортогональные ряды. Примеры (328). 

.5. Метод интегральных преобразований... еее еее 

10.5-1. Общая теория (329). 10.5-2. Преобразование Лапласа по временной 
переменной (330). 10.5-3. Решение краевых задач методом интегральных 
преобразований. Примеры (331). 10.5-4. Формулы Дюамеля (332). 

ГЛАВА 11 

МАКСИМУМЫ И МИНИМУМЫ 

Вводные замечания еее ооо ооо 

11.2. Экстремумы функций одного действительного переменного .....,... 

11.2-1. Локальные максимумы и миннмумы (333). 11.2-2. Условия сущест- 
вовазия внутренних максимумов и минимумов (333). . 

283 

292 

298 

299 

301 

312 

319 

329 

333 

333
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11.3. 

12.1 

12.2. 

12.4. 

ОГЛАВЛЕНИЕ 

Экстремумы функций двух и большего числа действительных переменных 
11.3-1. Локальные максимумы и минимумы (334). 11.3-2. Формула Тейлора 
для приращения функции (334). 11.3-3. Условия существования внутренних 
максимумов и минимумов (334). 11.3-4. Условиые экстремумы. Метод 
множителей Лагранжа (335). 11.3-5. Численные методы (336). 

Линейное программирование, игры и смежные вопросы ........... 
11.4-1. Задача линейного программирования (336). 11.4-2. Симплекс-метод 
(339). 11.4-3. Нелинейное программирование. Теорема Куна — Такера (342). 
11.4-4. Введение в конечные игры двух партнеров с нулевой суммой (342). 

. Вариационное исчисление. Максимумы и минимумы определенных инте- 

гралов. e e ® ® ® . ® e о ооо e e e $ © e ° ° e e ` ® e ® e ° ° e ® e ° e 

11.5-1. Варнации (344). 11.5-2. Максимумы и миннмумы определенных 
интегралов (345). 11.5-3. Решение вариационных задач (346). 

.б. Экстремали как решения дифференциальных уравнений: классическая 
теория e e $ e ee e . e e 9 e e . ° e ° e ° ° e ° ° e e ° e e ee ° e e e e e e e e e 

11.6-1. Необходимые условия максимумов и минимумов (346). 11.6-2. Услов- 
пые экстремумы. Метод множителей Лаграпжа (348). 11.6-3. Изопериметри- 
ческие задачи (349). 11.6-4. Решение вариационных задач в случае, когда 
подыитегральная функция содержит производные высших порядков (350). 
11.6-5. Вариационные задачи с неизвестными граничными значениями и 
неизвестными пределами интегрирования (350). 11.6-6. Задачи Больца 
и Майера (351). 11.6-7. Ломаные экстремали. Отражение, преломление и 
односторонние экстремумы (352). 11.6-8. Канонические уравнения и урав- 
пение Гамильтона — Якоби (353). 11.6-9. Вариационные задачи в случае 
нескольких независимых пергменных: максимумы и минимумы кратных 
интегралов (354). 11.6-10. Достаточные условия для максимума и мини- 
мума в простейшей задаче (355). 

Решение вариационных задач прямыми методами 2... 2 © ew ow ew we ww ew 

11.7-1. Прямые методы (356). 11.7-2. Merox Penen — Putua (357). 11.7-3. 
Приближение и (х) полигональными функциями (357). 

. Задачи управления и принцип максимума. .... еее 

11.8-1. Постановка задачи (357). 11.8-2. Принцип максимума Понтрягина 
(360). 11.8-3. Примеры (362). 11.8-4. Матричные обозначения в задачах упра- 
вления (364). 11.8-5. Ограничения-неравенства для переменных состояния. 
Угловые условия (365). 11.8-6. Метод динамического программирования (366). 

. Шаговые задачи управления и динамическое программирование ...... 
(6h Постановка задачи (366). 11.9-2. Приицип оптимальности Беллмана 

ГЛАВА 12 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ: СОВРЕМЕННАЯ 
(АБСТРАКТНАЯ) АЛГЕБРА И АБСТРАКТНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

Введение e e e o e e e e . e ee e e e e ° e ° e e e e e e e ° e e ° e e e e e e ee e 

12.1-1; Математичсские модели (368). 12.1-2. Обзор (369). 12.1-3. «Равенство» 
и отношения эквивалентности (369). 12.1-4. Преобразования, функции, опе- 
рации (369). 12.1-5. Инвариантность (370). 12.1-6. Представление одной мо- 
дели другой: гомоморфизмы и изоморфизмы (370). 

Алгебра модедей с одной определяющей операцией: группы........-- 

12.2-1. Определепцие и основные свойства группы (371). 12.2-2. Подгруппы 
(371). 12.2-3. Циклические группы. Порядок элемента группы (372). 12.2-4. 
Произведения подмножеств. Смежные классы (372). 12.2-5. Сопряженные 
элементы и подгруппы. Нормальные делители. Фактор-группы (372). 12.2-6. 
Нормальный ряд. Композиционный ряд (372). 12.2-7: Центр. Нормализа- 
торы (373). 12.2-8. Группы преобразований или операторов (373). 12.2-9. 
Гомоморфизмы и изоморфизмы групп. Представление групп (373). 12.2-10. 
Аддитивные группы. Классы вычетов н сравнимость (374). 

. Алгобра моделей с двумя определяющими операциями: кольца, поля и 
обл асти целостности a e ° ° a e e e e e e e e e e e e ° e e e ee e . e ee e ° e e 

12.3-1. Определения и основные теоремы (374). 12.3-2. Подкольца и под- 
поля. Идеалы (375). 12.3-3. Расширения (375). 

Модели, включающие в себя более одного класса математических объек- 
топ: лицейные векторные пространства и линейные алгебры......... 
TO Линейные векторные пространства (375). 12.4-2. Линейные алгебры 

(376). 

334 

336 

344 

346 

356 

357 

366 

363 

371 

374



13.1. 

13.2. 

13.3. 

13.4. 

13.5. 

13.6. 

. Булевы алгебры........... 

ОГЛАВЛЕНИЕ 

‚ Модели, допускающие определение предельных процессов. топологизеские 

пространства ` e ° ` » ооо @ о о ® e e e ° ® e e ° ов e ° . e ° e ° e 

12.5-1. Топологические пространства (377). 12.5-2. Метрические пространства 
(378). 12.5-3. Топология, окрестностн и сходимость в метрическом простран- 
стве (378). 12.5-4. Метрические пространства со специальными свойствами. 
Теория точечных множеств (379). 12.5-5. Примеры: пространства числовых 
последовательностей и функций (380). 12.5-6. Теорема Банаха о сжатых ото- 
бражениях и последовательные приближения (382). 

. Порядок e e e e e e e e ee ° e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e ° e e 9 

12.6-1. Частично упорядоченные множества (382). 12.6-2. Линейно упоря-. 
доченные множества (382). 12.6-3. Упорядоченные поля (383). 

. Комбинации модслей: прямое произведение, топологическое произведение 

| прямая сумма ° * e e e e e e e e e e e e e e ° e ee e®* je* о оо 

12.7-1 Декартово произведение (383). 12.7-2. Прямое произведение групп 
(383). 12.7-3. Прямое произведение действительных векторных пространств 
(383). 12.7-4. Топологическое произведение (384). 12.7-5. Прямая сумма (384). 

12.8-1. Булевы алгебры (384). 12.8-2. Булевы функции. Приведение к кано- 
ническому виду (385). 12.8-3. Отношение включения (386). 12.8-4. Алгебра 
классов (386). 12.8-5. Изоморфизм булевых алгебр. Диаграммы Венна (386). 
12.8-6. Алгебры событий и символическая логика (387). 12.8-7. Представле- 
ние булевых функций истинпостными таблицами. Карты Карно (389). 
12.8-8. Полная аддативность. Алгебры меры (389). 

ГЛАВА 13 

МАТРИЦЫ, КВАДРАТИЧНЫЕ И ЭРМИТОВЫ ФОРМЫ 

Вводные замечания ... еее ние соооо о 

Алгебра матриц и матричное исчисление... еее. . 

13.2-1. Прямоугольные матрицы (390). 13.2-2. Основные операции (392). 
13.2-3. Нулевая н единичная матрицы; обратные матрицы (393). 13.2-4. 
Целочисленные степени квадратных матриц (393). 13.2-5. Матрицы как строи- 
тезъиые блоки математических моделей (393). 13.2-6. Умиожение на мат- 
рицы специального вида. Матрицы перестановки (394). 13.2-7. Раиг, след . 
и определитель матрицы (394). 13.2-8. Разбиение матриц (394). 13.2-9. Кле- 
точные матрицы. Прямые суммы (395). 13.2-10. Прямое (виешиес) произвс- 
дение матриц (395). 13.2-11. Сходимость и дифферепцированнс (395). 13.2-12, 
Функции матриц (395). . 

Матрицы со специальными свойствами симметрин . 2... ee ee ee we 
13.3-1. Траиспонированная и эрмитсво сопряжеиная матрица (396). 13.3-2. 
Матрицы со специальными свойствами симметрии (396). 13.3-3. Правила 
комоннирования (396). 13.3-4. Теоремы о разложении. Нормальные матрицы 
( . 

Эквивалентные матрицы, собственные значеплия, приведение к диагональ- 
ному виду И смежные вопросы e ° ® ® ° ° ° e ® e $ ‘о ° . e ° e ® о ооо @ 

13.4-1. Эквивалентные и подобные матрицы (398), 13.4-2. Собствепные зна- 
чения и спектры квадратных матриц (398). 13.4-3. Приведение квадратной 
матрицы к треугольному виду. Алгебраическая кратность собственного 
значения (399). 13.4-4. Приведение матриц к диагональному виду (399). 
13.4-5. Собственные значения и характеристическое уравнение матрицы 
(400). 13.4-6. `Собственные значения клеточных матриц (прямых) сумм 
(401). 13.4-7. Теорема Кэли — Гамильтона и смежиые вопросы (401). 

Квадратичные и эрмитовы формы... еее te ee 
13.5-1. Билинейные формы (401). 13.5-2. Квадратичные формы (401), 13.5-3. 
Эрмитовы формы (402). 13.5-4. Преобразование квадратичлых и‘эрмитовых 
форм. Приведение к сумме квадратов (402). 13.5-5. Одновременное привс- 
дение двух квадратичных или эрмитовых форм к сумме квадратов (404). 
‘13.5-6. Признаки положительной определенности. неотрицатсльности 
ит.д. (404). 

Матричные обозначення для систем дифференциальных уравнений (дина- 
мических систем). Возмущения и тесрия устойчивости Ляпунова ..... 

13.6-1. Системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Матричные 
обозпачения (405). 13.6-2. Линейные дифференциальные уравнения с посто- 
янными коэффициентами (406). 13.6-3. Линейные системы с переменными 
коэффициентами (407). 13.6-4. Методы возмущений и уравнения в вариациях 
(408). 13.6-5. Устойчивость решений: определения (409). 13.6-6. Функции 
Ляпунова и устойчивость (410). 13.6-7. Приложения и примеры (411). 

I 

377 

382 

383 

384 

390 

390 

396 

401 

405
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14.1. 

14.2. 

14.3. 

14.4. 

14.5. 

ОГЛАВЛЕНИЕ 

ГЛАВА 14 | 
ЛИНЕЙНЫЕ ВЕКТОРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА И ЛИНЕЙНЫЕ 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ (ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ). ПРЕДСТАВЛЕНИЕ. 
МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ МАТРИЦАМИ (о. 

Введение. Системы отсчета и преобразования координат.......... 
14.1-1.. Вводъые замечания (414). 14.1-2. Числовое описание математических 
моделей: системы отсчета (414). 14.1-3. Преобразования координат (414). 
14.1-4. Ипвариантность (415). 14.1-5. Системы мер (415). , 

Линейные векторные пространства. . „еее еее ее 
`14.2-1. Определяющие свойства (415).. 14.2-2. Линейные многообразия и 
подпространства в. (416). 14.2-3. Линейно независимые и линейно зависи- 
мые векторы (416). 14.2-4. Размерность линейного многообразия или вектор- 
ного пространства. Базисы и снстемы координат (системы отсчета) (116). . 
14.2-5. Нормированные векторные пространства (417). 14.2-6. Унитарные 
векторные пространства (417). 14.2-7. Норма, метрика и сходимость в уни- 
тарных векторных пространствах. Гильбертовы пространства (418). 14.2-8. 
Теорема о проекцни (419). .. 

Линейные преобразования (линейные операторы) . еее еее 

14.3-1. Линейные преобразования векторных пространств. Линейные опе- 
раторы (419). 14.3-2. Множество значений, ядро и ранг линейного преобра- 
зования (оператора) (419). 14.3-3. Сложение и умножение на скаляры. 
Нулевое преобразование (420). 14.3-4. Произведение двух линейных пре- 
образований (операторов). Тождественное преобразование (420). 14.3-5. 
Невырожденпые линейные преобразования (операторы). Обратные пре- 
образования (операторы) (420). 14.3-6. Целые степени операторов (420). 

Линейные операторы в нормированном или гильбертовом пространстве. 
Эрмитовы и унитарные операторы........... ооо 

14.4-1. Ограниченные линейные преобразования (421). 14.4-2. Ограничен- 
ные линейные операторы в нормированном векторном пространстве (421). 
14.4-3. Сопряженный оператор (421). 14.4-4. Эрмптовы операторы (422). 
14.4-5. Унитарные операторы (422). 14.4-6. Симметрические, кососиммет- 
рические и ортогональные операторы в действительных унитарных век- 
торных пространствах (422). 14.4-7. Правила: комбинирования (423). 14.4-8. 
Теоремы о разложении. Нормальные операторы (423). 14.4-9. Сопряжепные 
векторные пространства. Более общее определение сопряженных операто- 
ров (424). 14.4-10. Бесконечно малые линейные преобразования (424). 

Матричное представление векторов и линейных преобразований (операто- 
ров) e e oe ee ¢ ee 6 @ # @& © e e 

14.5-1. Преобразование базисных векторов и координат векторов: «актив- 

о фо © © * e@ © © фо оо ооо фо г @ 

- ная» точка зрения (425). 14.5-2. Матричное представление векторов и линей- 

14.6. 

ных преобразований (операторов) (426). 14.5-3. Матричные обозначения для 
систем линейных уравиений (426). 14.5-4. Днадическое представленне линей- 
ных операторов (427)... уе ооо 

Замена системы координат .......- еее оное 

14.6-1; Преобразование базисных векторов и координат векторов: «пассив- 
пая» точка зрения (427). 14.6-2. Представление линейного оператора в раз- 
a) базисах (428). 14.6-3. Последовательно: применение операторов 

(428). 

Представление скалярного произведения. Ортонормированные базисы ...` 
14.7-1. Представление скалярного произведения (429). 14.7-2. Замена си- 
стемы координат (430). 14.7-3. Ортогональные векторы и ортонормирован- 
ные системы векторов (430). 14.7-4. Ортонормированные базисы (полные 
ортонормированные системы) (430). 14.7-5. Матрицы соответствующие 
сопряженным операторам (431). 14.7-6. Взаимные базисы (432). 14.7-7. Срав- 
нение обозначений (433). 

Собственные векторы и собственные значения линейных операторов ... 

14.8-1. Вводные замечания (453). 14.8-2. Инвариантные многообразия. 
Разложимые линейные преобразования (линейные операторы) и матрицы 
(433). 14.8-3. Собственные векторы, собствепные значения и спектр (434). 
14.8-4. Собственные векторы и собственные значения нормальных и эрми- 
товых операторов (435). 14.8-5. Определение собственных значений и соб- 
ственных ‘векторов: конечномерный случай (436). 14.8-6, Приведение и 
диагонализация ‘матриц. Преобразование к главным осям (437). 14.8-7. 
«Обобщенная» задача о собственных значениях (439). 14.8-8. Задачи о соб- 
ствеиных вначениях как задачи о стационарных значениях (439). 14.8-9. 
Границы для собственных значений линейных операторов (441). 14.8-10. 
Исоднородные линейные векторные уравнения (442). 

414 

415 

419 

421 

425 

427 

429 

433



ОГЛАВЛЕНИЕ 

14.9. Представления групп и смежные вопросы ‚. сео. ооо ооо 

14.10. 

15.4 

14.9-1. Представления групп (443). 14.9-2. Приведение представлений (443). 
14.9-3. Неприводимые представления группы (444). 14.9-4. Характер пред- 
ставления (445). 14.9-5. Соотношения ортогональности (445). 14.9-6. Прямые” 
произведения представлений (446). 14.9-7. Представления колец, полей и 
линейных алгебр (446). 

Математическое описание вращений ... еее оное 
14.10-1. Вращения в трехмерном евклидовом векторном пространстве (446). 
14.10-2. Угол поворота. Ось вращения (447). 14.10-3. Параметры Эйлера и 
вектор Гиббса (448). 14.10-4. Представление векторов и вращений спиновыми 
матрицами и кватернионами. Параметры Кэли — Клейна (448). 14.10-5. 
Вращения вокруг осей координат (449). 14.10-6. Углы Эйлера (450). 14.10-7. 
Бесконечно малые вращения, непрерывное вращение и угловая скорость 
(452). 14.10-8. Группа трехмерных вращений и ее представления (454). 

ГЛАВА 15 

ЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ 
И ЗАДАЧИ О СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЯХ 

.1. Введение. Функциональный анализ ‚уе еее ооо во 
15.1-1. Вводные замечания (456). 16.1-2. Обозначения (456). | 

Функции как векторы. Разложения по ортогональпым функциям ..... 

15.2-1. Квадратично интегрируемые функции как векторы. Скалярное про- 
изведение и нормирование (457). 15. Метрика и сходимость в Ё.›. Сходи- 
мость в среднем (458). 15.2-3. Ортогональные функцин и ортонормированные 
последовательности функций (459). 15.2-4. Полные ортонормированные 
последовательностн функций. Ортонормированные базисы (459). 15.2-5. 
Ортоговализация н нормирование последовательности функций (460). 
15.2-6. Аппроксимации и разложения в ряды по ортогональным. функциям 
(460). 15.2-7. Линейпые опсрации над функциями (460). 

. Лннейные интегральные преобразования и линейные интегральные урав- 
нения e a e e e .® ® e eo e 8 e e e e 9 e e e e e e ° ee ъ e e ee e ee e ee e e e e e e e 

15.3-1. Линейные интегральные преобразования (461). 15.3-2. Линейные 
ннтегральные уравиения. Обзор (462). 15.3-3. Однородное интегральное 
уравнение Фредгольма второго рода. Собственные фупкции н собственные 
значения -(463). 15.3-4. Теоремы’ разложения (463). 15.3-5. Итернрованиые 
ядра (464). 15.3-6. Эрмитовы интегральные формы. Задача о собственных . 
значениях как вариационная задача (465). 15.3-7. Неоднородное уравпениа 
Фредгольма второго рода (465). 15.3-8. Решепие линейного интегрального 
Уравнения (16) (467). 15.3-9. Решение линейного иитегрального уравпения 
‘Фредгольма первого рода (468). 15.3-10. Интегральные уравиения Воль- 
терра (469). 

Линейные краевые задачи и задачи © собственных значениях для дифферен- 
циальных уравнений oo ee ¢ . о оо ф о з о e e ee ® eee ® e Фо e e . 

15.4-1. Линейные краевые задачи. Постановка задачи и обозначения (470). 
15.4-2. Дополнительное диффереициальное уравнение и краевые условия 
для линейной краевой задачи. Теоремы о суперпозиции (470). 15.4-3. Эрми- 
тово сопряженные и сопряженные краевые задачи. Эрмитовы операторы 
(471). 15.4-4. Теорема Фредгольма об альтернативе (473). 15.4-5. Задачи о 
собственных значениях для линейных дифференциальных уравнений (473). 
15.4-6. Собственные значепия и собственные функции эрмитовой задачи 
о собственных значениях. Полные ортонормированные множества собст- 
венных функций (474). 15.4-7. Эрмитова задача о собственных значениях 
как вариационная задача (475). 15.4.8. Одномерная задача Штурма — 
Лиувилля о собственных значениях (476). 15.4-9. Задача Штурма — Лиу- 
вилля для уравнений с частными производными второго порядка (477). 
16.4-10. Теоремы сравнения (477). 15.4-11. Решение дискретных задач 
о собственных значениях методами возмущений (478). 15.4-12. Решение 
краевых задач посредством разложений в ряды по соботвенным. функциям 

. (479). 
. Функции Грина. Связь краевых задач и задач о соботвенных значениях 

с интегральными уравнениями ® ® e ® e ° e e e @ e ®. e ° e e @ e e e e e e e e 

15.5-1. Функции Грина для краевой задачи в однородными краевыми усло- 
виями (480). 15.5-2. Связь краевых задач и задач о собственных значениях 
с интегральными уравнениями. Резольвента Грина (481). 15.5-3. Прило- 
жение метода функций Грина к задаче с начальными условиями: обоб- 
щенное уравнение диффузни (482). 15.5-4. Метод фупкций Грина для не- 
однородных краевых условий (483). 
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15.6. 

16.1. 

16.2. 

16.3. 

16.4. 

16.5. 

16.6. 

16.7. 

16.8. 

16.10. 

ОГЛАВЛЕНИЕ | 

Теория потенциала ‚„........ ууу ооо оное 

15.6-1. Введение. Дифференциальные уравнення Лапласа ‹и Пуассона 
(484). 15.6-2. Трехмерная теория потенциала. Классические краевые условия 
вадачи (484). 15.6-3. Теорема Кельвина об инверсии (485). 15.6-4. Свойства 
гармонических функций (485). 15.6:5. Решения уравнений Лапласа и Пуас- 
сона как потенциалы (486). 15.6-6. Решение трехмерных краевых задач 
посредством функций Грина (488). 15.6-7. Двумерная теория потенциала. 
Логарифмический потенциал (490). 15.6-8. Двумерная теория потенциала; 
сопряженные гармонические фупкции (490). 15.6-9. Решение двумерных 
краевых задач. Функции Грина и конформные отображения (492). 15.6-10. 
`Распространение теории на более общие дифференциальные уравнения. 
Запаздывающне и опережающие потенциалы (493). 

ГЛАВА 16 

ПРЕДСТАВЛЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ. ТЕНЗОРНАЯ 
АЛГЕБРА И ТЕНЗОРНЫЙ АНАЛИЗ 

Введение ‚......... ууу еее ооо ооо 

16.1-1. Вводные замечания (494). 16.1-2. Системы координат и допустимые 
преобразования (494). 16.1-3. Компоненты объектов. Индексные обозначе- 
ния (494). 16.1-4. Системы отсчета и индуцированные преобразования. Гео- 
метрические объекты (495). 

Абсолютные (истинные) тензоры и относительные тензоры (псевдотензоры) 

16.2-1. Определение абсолютных и относительных тензоров, основанное на 
законе преобразования их компонент (496). 16.2-2. Инфинитезимальное 
перемещение. Градиент скалярного поля (498). 

Тензорная алгебра: определение основных операций „........... 

16.3-1. Равенство тензоров (499). 16.3-2. Нуль-тензор (499). 16.3-3. Сложе- 
ние тензоров (499). 16.3-4. Умножение тензара на абсолютный скаляр (499). 
16.3-5. Свертывание смешанного тензора (499). 16.3-6. Произведение (внеш- 
нее) двух тензороз (500). 16.3-7. Внутреннее произведение (500). 16.3-8. При- 
зиак тензора (500). 

Тензорная алгебра. Инварнантность тензорных уравнений „о. ь о» з › . 

16.4-1. Инвариантиость тензорных уравнений (501). 

Симметричные и антисимметричные тензоры ..........ооонеоо90о 

16.5-1. Симметричные и антисимметричные объекты (502). 16.5-2. Символы 
Кронскера (502). 16.5-3. е-объекты (символы Леви-Чивита) (503). 16.5-4. Аль- 
тернированное произведение двух векторов (503). , 

Локальная система базисных векторов (локальный базис) ......... 
16.6-1. Выражение векторов и тензоров через векторы локального базиса 
(504). 16.6-2. Преобразование локального базиса при преобразовании ко- 
ординат (504). 

Тензоры в римановых пространствах. Ассоциированные тензоры...... 
16.7-1. Риманово пространство и фундаментальные тензоры (505). 16.7-2. Ас- 
социнрованные тензоры. Подиятие и опускание индексов (506). 16.7-3. Экви- 
валентиость ассоциированных тензоров (506). 16.7-4. Операции пад тензо- 
рами в римановых пространствах (507). 

Скалярное произведение векторов и связанные с ним понятия ....... 

16.8-1. Скалярное (внутреннее) произведение двух векторов в римановом 
пространстве (507). 16.8-2. Скалярные произведения локальных базисных 
векторов. Ортогональная система координат (507). 16.8-3. Физические 
компоненты тензора (508). 16.8-4. Векторное произведение и смешаниое про- 
изведение (508). 

. Тензоры ранга 2 в римановом пространстве ..... еее 

16.9-1. Диадные произведения (509). 16.9-2. Умножение тензоров ранга 2 
и векторов и связанная с ним система обозначений (510). 16.9-3. Собственные 
векторы и собственные значения (510). 

Абсолютное дифференциальное исчисление. 'Ковариантное дифференциро- 
вапшие e e ° ® e ® e e e e e e a . ® a e . ° e ° e e ® ® e . e . e ° . e e e ® . ® 

16.10-1. Абсолютные дифференциалы (510). 16.10-2. Абсолютный дифферен- 
циал относительного тензора (512}. 16.10-3. Символы Кристоффеля (512). 
16.10-4. Коварнантное дифференцирование (513). 16.10-5. Правила ковари- 
антпого дифференцирования (514). 16.10-6 Ковариантные производные выс- 
ших лорядков (514). 16.10-7. Дифференциальные операторы и дифферен- 
цнальные инварианты (515). 16.10-8. Абсолютные (внутренние) производ- 

484 

494 

496 

499 

501 

502 

504 
oO <>
. 

or
 

507 

509



17.2. 

17.3. 

. Одномерные распределения вероятностей ......... .... 

ОГЛАВЛЕНИВ 

‘ные и производные по направлению (515). 16.10-9. Тензоры, постоянные 
вдоль кривой Уравнения параллелизма (517). 16.10-10. Интегрирование 
тензорных величин. Элемент объема (517). 16.10-11. Дифференциальные 
ипварианты теизоров ранга 2; интегральные теоремы (517). ' 

ГЛАВА 17 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

. Кривые на евклидовой плоскости... еее ооо ноо 

17.1.1. Касательная к плоской кривой (518). 17.1-2. Нормаль к плоской 
кривой (518). 17.1-3. Особые точки (519). 17.1-4. Кривизна плоской кривой 
(519). 17.1-5. Порядок касания плоских кривых (520). 17.1-6. Асимптоты 
(520). 17.1-7. Огнибающая семейства плоских кривых (520). 17.1-8. Изого- 
нальные траектории (520). 

Кривые в трехмерном евклидовом пространстве... и... . 
17.2-1. Вводные замечания (521). 17.2-2. Подвижной трехграниик (521). 
17.2-3. Формулы Фроне — Серре. Кривизна и кручение пространственной 
кривой (522). 17.2-4. Уравнения касательной, нормали и бннормали; урав- 
нения соприкасающейся. нормальной и спрямляющей плоскостей (523). 
17.2-5. Дополнительные замечания (523). 17.2-6. Порядок касания (524). 

Поверхности в трехмерном евклидовом пространстве... еее о 
17.3-]. Вводные замечания (524). 17.3-2. Касательная плоскость и пормаль 
к поверхности (524). 17.3-3. Первая основная квадратичная форма поверх- 
ности. Дифференциал длины дуги и элемент площади (525). 17.3-4. Геодези- 
ческая и нормальная кривизна кривой на поверхности. Теорема Менье (526). 
17.3-5. Вторая основная квадратичная форма. Главные кривизны, гауссова 
кривизна и средняя кривнзна (527). 17.3-6. Некоторые направления и кривые 
на поверхности. Мипимальные поверхности (528). 17.3-7. Поверхности 
как римановы пространства. Трехиндексные символы Кристоффеля и пара- 
метры Бельтрами (529). 17.3-8. Уравнепия с частными производными. связы- 
вающие коэффициенты основных квадратичных форм. ТНсогета Евтерит 
Гаусса (530). 17.3-9. Определение поверхности коэффициентами ес осиовных 
квадратичных форм (530). 17.3-10. Отображения (530). 17.3-11. Огибаю- 
щие (531). 17.3-12. Геодезические линии поверхиости (531). 17.3-13. Гсо- 
дезические нормальные координаты. Геометрия на поверхности (532). 
17.3-14. Тсорема Гаусса — Bone (533) 

. Пространства с кривизной...... соо ооо оон ео 

17.4-1. Вводные замечания (533). 17.4-2. Кривые, длины и направления 
в римановом пространстве (533). 17.4-3. Геодезические линии в римано- 
вом пространстве (534). 17.4-4. Римановы простраиства с неопределенной 
метрикой. Изотронные направления и геодезические нулевой длины (535). 
17.4-5. Теизор кривизны риманова пространства (535). 17.4-6. Геометриче- 
ское истолкование тензора кривизны. Плоские пространства и евклидовы 
пространства (536). 17.4-7.Специальные координатные системы (537). 

ГЛАВА 18 

ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ 

Введение..... ее бое ооо нова 

18.1-1. Вводные замечания (539). 

Определение и представление .вероятностных моделей......... eee 

18.2-1. Алгобра событий, связанных с данным испытанием (539). 18.2-2. Опре- . 
деление вероятности. Условные вероятности (540). 18.2-3. Независимость 
случайных событий (540). 18.2-4. Сложные испытания. Независимые испы- 
Tana WH повторные независимые испытания (540). 18.2-5. Правила сочетаний 
(541). 18.2-6. Теоремы Байеса (542). 18.2-7. Представление событий как 
множеств в пространстве выборок (542). 18.2-8. Случайные величины (542). 
18.2-9. Описание вероятностных моделей на языке случайных величин и их 
функций распределения (542). 

18.3-1. Дискретные одномерные распределения вероятностей (543). 18.3:2. 
.Непрерывные одномерные распределения вероятностей (543}. 18.3-3. Мате- 
матическое ожидание и дисперсия. Числовые характеристики одномерного 
распределения вероятностей (544). 18.3-4. Нормирование (546). 18.3-5. Не- 
равенство Чебышева и связанные с пим формулы (546). 18.3-6. Единое опи- 
сание распределений зероятностей с помощыо интеграла Стилтьеса (546). 
18.3-7. Моменты одномерного распределения въроятност. й (547). 18.3-8. Ха- 
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18.4 

18.5. 

18.9. 

18.10. 

18.11. 

~
 

ОГЛАВЛЕНИЕ 

рактеристические и производящие функции (548). 18.3-9. Семиинварнанты 
(549). 18.3-10. Вычисление моментов и семиинвариантов через Хх (4), М „. (5) 

wv, (5). Соотношения между моментамн и семиинвариантами (549).. 

Многомерные распределения вероятностей eo › e e ® eee e 8 6 eo ¢ ° ® ® ® 

18.4-1. Многомерные случайные. величины (550). 18.4-2. Двумерные распре- 
деления вероятностей. Распределения координат случайной величины 
(550). 18.4-3. Дискретные и непрерывные двумерные распределения веро- 
ятностей (550). 18.4-4. Математическое ожидание, моменты, ковариация 
и коэффициент корреляции (551). 18.4-5. Условные распределения вероят- 
ностей, связанные с двумя случайными величинами (552). 18.4-6. Регрес- 
спи (553). 18.4-7. п-мерные распределення вероятностей (553). 18.4-8. Ма- 
тематические ожидания и моменты (555). 18.4-9. Регрессия. Коэффициенты 
корреляции (556). 18.4-10. Характеристические функции (557). 18.4-11. Не- 
зависимость случайных величин (557). 18.4-12. Энтропия распределения 
вероятностей (558). , 

Функции от случайных величин. Замена переменных ....;....... 
18.5-1. Вводные замечания (559). 18.5-2. Функции (или преобразования) 
одномерной случайной величины (559). 18.5-3. Линейные преобразования 
одномерпой случайной величины (560). 18.5-4. Функции (или преобразова- 
ния) многомерных случайных величин (561): 18.5-5. Линейные преобразова- 
ния (562). 18.5-6. Математическое ожидание и дисперсия суммы случайных 
целичин: (562). 18.5-7. Суммы независимых случайных величин (563). 18.5-8. 
Распределение суммы случайного количества случайных величин (564). 

Сходимость по вероятности и предельные теоремы... ее. - 
18.6-1. Последовательность ‘распределений вероятиостей. Сходимость по 
вероятности (564). 18.6-2. Пределы функций распределения, характеристи- 
ческих и производящих функций. Тсоремы непрерывности (564). 18.6-3. Схо- 
димость в среднем (565). 18.6-4. Асимптотически нормальные распределения . 
вероятностей (565). 18.6-5. Предельные теоремы (565). 

. Специальные методы решения вероятностных задач... ......... 

18.7-1. Вводные замечання (566). 18.7-2. Задачи с дискретным распределе- 
нием вероятностей: подсчет событий и комбинаторный анализ (567). 18.7-3. 
Применение производящих функций. Теорема Пойа (569). 18.7-4. Задачи 
с дискретным распределением вероятностей: успехи и неудачи в составля- 
ющих испытаниях (57!). 

.8. Специальные распределения вероятностей. „еее 
18.8-1. Дискретные одномерные распределения вероятностей (571). 18.8-2. 
Дискретные многомерные распределения вероятностей (573). 18.8-3. Не- 
прерывные распределения вероятностей: нормальное распределение (Гаусса) 
(575). 18.8-4. Нормальные случайные величины: ‚распределение отклонений 
от центра (576). 18.8-5. Различные непрерывные одномерные распределения 
вероятностей (582). 18.8-6. Двумерные пормальные распределения (582). 
18.8-7. Круговое нормальное распределение (583). 18.8-8. п-мерные пор- 
мальные распределения (583). 18.8-9. Теоремы сложения для слециаль- 
ных’ распределений (583). 

Теория случайных. процессов... .....’ ооо вене 

 }8.9-1. Случайные процессы (584), 18.9-2. Описание случайных процессов 
(584). 18.9-3. Средние по множеству иаблюдений. Корреляционные функ- 
ции (585). 18.9-4. Интегрирование и дифференцирование случайных функ- 
ций (586). 18.9-5. Процессы, определяемые случайными параметрами (588). 
18.9-6..Разложение по ортонормированной системе (588). 

Стационарные случайные процессы. Корреляциониые функции и спект- 
ральные плотности e e ° e e ® ° ® ® ° ° ° e ° ° о ооо e ° e e e e e e ° 

}8.10-1. Стационарные случайные процессы (589). 18.10-2. Корреляционные 
функции по множеству наблюдений (589). 18.10-3. Спектральная плотность 
по множеству наблюдений (590). 18.10-4. Корреляционные функции и спектры 
действительных процессов (590). 18.1:0-5. Спектральное разложение средпей 
«мощности» действительвых процессов (590). 18.10-6. Другне виды спект- 
ральной плотности по множеству наблюдений (591). 18.10-7. Средние по 
времени и эргодические процессы (591). 18.10-8. Корреляционные функ-. 
ции и спектральные плотности по времени’ (592). 18.10-9. Фуакции с перио- 
дичсскими компонентами (593), 18.10-10. Обобщенные преобразования Фурье 
It спектральные функции (595). 

Типы случайных процессов. Примеры........ еее вене 

18.11-1. Процессы с постоянными и периодическими реализациями (596). . 
18.11-2. Процессы с ограниченным спектром. Теорема Котельникопа (598). 
18.11-3. Гаусс. вские случайные процессы (599), 18.11-4. Марковские про- 
цессы и процесс Пуассона (599). 18.11-5. Некоторые случайные процессы, 
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порождаемые процессом Пуассона (601). 18,11-6. Случайные процсссы. 
порождаемые псриодической выборкой (602). (о 

Действия над случайными процессами „еее. 

18.12-1. Корреляционные функции и спектры сумм (603). 18.12-2. Соотно- 
шения между входным и выходным сигцалами для линейных систем (604). 
18.12-3. Стационарный случай (604). 18.12-4. Соотношения для корреляцион- 
ных функций и спектров по времени: (605). 18.12-5. Нелинейные операции 
(605). 18.12-6. Нелинейные операции над гауссовскими процебсами (606). 

ГЛАВА 19 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА 

19.1. Введение в статистические методы...... . Ske ee ee tw ee te tes 

19.1-1. Статистики (607). 19.1-2. Классическая вероятностная модель: 
статистики случайной выборки. Понятие о генеральной совокупности (607). 
19.1-3. Связь вероятностной модели с опытом: оценка и проверка (608). 

19.2. Статистическое описание. Определение и вычисление статистик случайной 

19.3. 

19.5. 

выборки . 1. ww ew ee ete a 

19.2-1. Относительные частоты (609). 19.2-2. Распределение выборки. Груп- 
пированные данные (609). 19..2-3. Быборочные средние (610). 19.2-4. Выбо- 
рочные дисперсии и моменты (611). 19.2-5. Упрощенное вычисление выбо- 
рочных средних и дисперсий. Поправка на группировку (612). 19.2-6. Раз- 
мах выборки (613). 

Типовые распределения вероятностей 2.0. eee eee eee ee ees oes 

19.3-1. Вводные замечания (613). 19.3-2. Класс распределений Кэптейна 
(613). 19.3-3. Ряды Грама — Шарлье и Эджворта (614). 19.3-4. Усеченные 
нормальные ‘распределения и распределение Парето (614). 19.3-5. Типы рас- 
пределений Пирсона (615). , 

. Оценки параметров . oeeee @ oeeee¢e.e#e8®¢e e ® @® « © @® @ @» @e #® фо © © #© @ 

19.4-1. Свойства оценок (615). 19.4-2. Некоторые свойства статистик, при- 
меняемых в качестве оцепок (616). 19.4-3. Нахождение оценок. Метод мо- 
ментов (617). 19.4-4. Метод наибольшего правдоподобия (617). 19.4-5. Дру- 
гие методы нахождения оцепок (618). - 

Выборочные распределения....... еее еее oe ee 

19.5-1. Вводные замечания (618). 19.5-2. Асимптотически нормальные. выбо- 
рочные распределения (618). 19.5-3. Выборки из нормальной совокупности. 
Распределения 92, [из? (619). 19.5-4. Распределение размаха выборки (619). 
19.5-5. Выборочный метод для конечной совохупности (620). 

. Проверка статистических гипотез... 1 ew ew tt ен 

19.6-1. Статистические гипотезы (630). 19.6-2. Критерии с фиксированной 
выборкой; определеиня (630) 19.6-3. Уровень значимости. Правило Ней- 
мана — Пирсона отбора критериев для простых гипотез (630). 19.6-4. Кри- 
терии значимости (632). 19.6-5. Доверительная область (632). 19.6=6. Кри- 
терии сравнения нормальных совокупностей. Дисперсионный анализ (634). 
19.6-7. Критерий согласия 92 (637). 19.6-8. Непараметрическое сравнение 
двух совокупностей: критерий знаков (638). 19.6-9. Обобщения (638). 

. Некоторые статистики, выборочные распредсления и критерии для много- - 
мерных распределений ...... бен cee ew oe ee et 

19.7-1. Вводные замечаиия (638); 19.7-2. Статистики. получаемые на оспове 
многомерных выборок (638). 19.7-3. Оценки параметров (639). 19.7-4. Вы- 
борочные распределения в случае нормальной совокупности (640). 19.7-5. 
Выборочная средияя квадратическая сопряженность признаков. Критерий 
независимости двух случайных величин, основанный на таблице сопряжен- 
ности призиаков (642). 19.7-6. Порядковая корреляция по Спирмену. Не- 
параметрический критерий независимости (642). 

19.8 Статистики и измерения случайного процесса... 2... eee eee . 

19.9. 

19.8-1. Средние по конечному промежутку времени (643). 19.8-2. Усред- 
gone фильтры (644). 19.8-3. Примеры (645). 19.8-4. Выборочные среднне 

Проверка и оценка в задачах со случайнымн параметрами... ...... 

19.9-1. Постановка задачи (647). 19.9-2. Оценка и проверка’с помощью фор- 
мул Байеса (648). 19.9-3. Случай двух состояннй, проверка гипотез (648). 
19.9-4. Оценки по методу наименьших квадратов (650). . 
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20.1. Введение....... 

20.2. 

20.3. 

20.6 

20.7. 
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| ГЛАВА 20 | | 
ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ И КОНЕЧНЫЕ РАЗНОСТИ 

о e¢ © © © © © © © © © ®& © © © © © © @# @ © @ © © @ © @ @ @ @ 

20.1-1. Вводные замечания (652). 20.1-2. Ошибки (652). 

Численное решение уравнений... . уу ооо 
20.2-1. Вводные замечания (652). 20.2-2. Итерационные методы (653). 20.2-3. 
Вычисление значений многочлепа (655). 20.2-4. Численное решепие алгебраи- 
ческих уравнений. Итерациониные методы (655). 20.2-5. Специальные методы 
решения алгебраических уравпений (656). 20.2-6. Системы уравнений и 
экстремальные задачи (659). 20.2-7. Градиентные методы (660). 20.2-8. Ме- 
тод Ныотона и теорема Канторовича (661). 

Системы линейных уравнений и обращение матриц. Собственные значе- 
ния и собственные векторы. матриц „еее еее, = 

20.3-1. Методы исключения (662). 20.3-2. Итерационные методы (663). 20.3-3. 
‘Обращение матриц (665). 20.3-4. Решение системы линейных уравнений и 
обращение матриц при помощи разбиения на клетки (666). 20.3-5. Собствен- 
ные значения и собственные векторы матриц (667). 

Конечные разности ин разностиые уравнения... ........,. 

20.4-1. Конечные разностя и центральные средние (668). 20.4-2. Оператор- 
ные обозначения (669). 20.4-3. Разностные уравнения (670).. 20.4-4. Линей- 
ные обыкповенные разностные уравнения (671). .20.4-5. Линейные обыкно- 
венные разностные уравнения с постоянными коэффициезтами (672). 20.4-6. 
‚Методы преобразований для линейных разностных уравнепий с постояи- 
вымн коэффициентами (672). 20.4-7. Системы обыкновенных разностных 
уравнепий. Матричная запись (674). 20.4-8. Устойчивость (675). 

Интерполяция функций . „еее еее еее еее 

20.5-1. Вводные замечания (675). 20.5-2. Общие формулы параболической 
интерполяции (значения аргумента могут быть и неравноотстоящими)’ 
(675). 20.5-3. Интерполяциопиые формулы для равноотстоящих значений 
аргумента. Ромбовидные диаграммы (677). 20.5-4. Обратная интерполяция 
(677). 20.5-5. Интерполяцня с оптимальным выбором узлов (682). 20.5-6. 
Интерполяция функций нескольких переменных (682). 20.5-7. Обратные 
разности и ннтерполяция рациональными дробями (683). 

Аппроксимация функций ортогональными многочленами, отрезками ряда 
Фурье н другими методами... . уе ни .... 

20.6-1. Вводные замечания (683). 20.6-2. Приближения функций много- 
членами по методу нанменьших квадратов на интервале (683). 20.6-3. Прн- 
ближения функций многочленами по методу нанменьших квадратов на 
дискретном множестве точек (684). 20.6-4. Равномерные приближения (686). 
20.6-5. Экономизация степенных рядов (686). 20.6-6. Численный гармониче- 
ский анализ и тригопомстрическая интерполяция (687). 20.6-7. Разные при- 
ближения {693). 

Численное дифференцирование и интегрирование .. 2... ew ew ee eee 
20.7-1. Численное дифференцироваине (695). 20.7-2. Численное интегриро- 
вание для равноотстоящих узлов (696). 20.7-3. Квадратурные формулы 
Гаусса и Чебышева (698). 20.7-4. Построение и сравнсние квадратурных 
формул (700). 20,7-5. Вычисление кратпых интегралов (700). 

. Численное интегрирование обыкновенных дифференциальных уравнений 

20.8-1. Вводные замечания (701). 20.8-2. Одношаговые методы решения 
задачи Коши. Методы Эйлера и Рунге — Кутта (701). 20.8-3. Многошаго- 
вые методы решения задачи Коши (703). 20.8-4. Улучшенные многошаговые 
методы (704). 20.8-5. Сравнение различпых методов решевия. Контроль ве- 
лнчины шага и устойчивость (794). 20.3-6. Обыкновенные дифференциаль- 
пые уравнения высших порядков и системы дифференциальных уравнений 

- (706). 20.8-7. Специальные формулы для уравнений второго порядка (707). 
20.8-8. Анализ частотных характеристик (708). 

Численное интегрирование уравнений с частными производными, краевыс 
задаци; интегральные уравнения во $ ee @ . . eo'e 9 a `’ о . . a e ew 5 . . . 

20.9-1. Вводные замечания (709). 20.9-2. Двухточечная краевая задача для 
обыкновенных дифференциальных уравнений (709). 20.9-3. Обобщенный 
метод Ньютона (квазилицеаризация) (710). 20.9-4. Разностные методы чис- 
лениого решения уравнений с частными производными для случая двух 
ислапиеимых переменных (710). 20.9-5. Двумерные разпостпые операторы 
(711). 20.9-6. Представление краевых условий (711). 20.9-7. Задачи, содер- 
экащие более двух исзависимых переменных (714). 20.9-8. Пригодность раз- 
постных схем. Условия устойчивости (714). 20.9-9. Методы аппроксими“ 
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рующих функций для численного решення краевых задач (715). 20.9-10. Чис- 
ленное решение интегральных уравнений (716). 

Методы Монте-Карло еее ве 

20.10-1. Методы Монте-Карло (717). 20.10-2. Два метода уменьшения дис- 
персии оценки (718). 20.10-3. Использование предварительной информации. 
Метод значимой выборки (719). 20.10-4. Некоторые методы геверирования 
случайных чисел. Проверка случайности (719). 

ГЛАВА 21 

СПЕЦИАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ 

. Введение „у... .... ооо ооо ооо ооо оо 

21.1-1.’ Вводные замечания (720). 

Элементарные трансцендентные функции .„. 6 ee wee eee ee ee ewes 
21.2-1. Тоигонометрические функцни (720). 21.2-2. Соотношения между трн- 
‚гонометрическими функциями (722). 21.2-3. Теоремы сложения и формулы 
для кратных углов (723). 21.2-4. Обратные тригонометрические функции 
(724). 21.2-5. Гиперболические функции (725). 21.2-6. Соотношения между 
‚гиперболическими функциями (726). 21.2-7. Формулы сложения для гипер- 
болических функций (726). 21.2-8. Обратные гиперболические функции - 
(727). 21.2-9. Соотношения между показательной, тригонометрическими н 
гиперболическими функцнямн (728). 31.2-10. Определение логарифма (728). 
21.2-11. Соотношения между обратными тригонометрическими, обратными 
гиперболическими и логарифмической фупкциями (729). 21.2-12. Разло- 
жения в степенные ряды (729). 21.2-13. Разложения в бесконечные произ- 
ведения (730). 21.2-14. Некоторые полезные неравенства (730). 

. Некоторые интегральные функции „ее... . ооо ооо о 

21.3-1. Интегральные синус, косинус, логарифм и показательная функ- 
ция (730). 21.3-2. Интегралы Френеля и иитеграл вероятностей (738). 

. Гамма-функция и связанные с ней функции ., еее . 

21.4-1. Гамма-функция (739). 21.4-2. Асимптотическое разложение Стирлипга 
для Г (2) и п! (743). 21.4-3. Логарифмическая производная гамма-функции 
van: 21.4-4. Бета-функция (743). 21.4-5. Неполные гамма- и бета-функции 

Биномпальные коэффициенты и факториальные миогочлены. Многочлены 
и числа Бернулли...... ооо нь кое see ae 

21.5-1. Биномиальные коэффициенты и факториальные многочлены (744). 
21.5-2. Многочлены и числа Бернулли (746). 21.5-3. Формулы, связываю- 
щие многочлены Бернулли вн факториальные многочлены (747). 21.5-4. 

Приближенные формулы для (№) (747). 

. Эллиптические функции, эллиптически: интегралы и связанные о ними 

функции ......... ооо ооо 

21.6-1. Эллиптические функции; общие свойства (748). 21.6-2. Ю-функция 
Вейерштрасса (748). 21.6-3. &- и б-функции Вейерштрасса (750). 21.6-4. Эл- 
липтические интегралы (751). 21.6-5. Приведение эллиптических интегралов 
(751). 21.6-6. Нормальные эллиптические интегралы Лежандра (753). 21.6-7. 
Эллиптические функции Якоби (761). 21.6-8. Тэта-функцини Якоби (765). 
21.6-9. Соотношения между эллиптическими функциями Якоби, Вейерш- 
трасса и тэта-функциями (767). 

. Ортогональные многочлены ‚ „еее еее. 

21.7-1. Введенис (767). 21.7-2. Действительные нули ортогональных много- 
членов (768). 21.7-3. Функции Лежандра (768). 21.7-4. Многочлены Чебы- 
шева первого н второго рода (768). 21.7-5. Обобщенные многочлены и при- 
‚соединенные функции Лагерра (7 74). 21.7-6. Функции Эрмита (775). 21.7-7. 
Некоторые интегральные формулы (776). 21.7-8. Многочлены Якоби и 
Гегенбауэра (776). 

Цилиндрические функции, присоздиненпые функции Лежандра и сфери- 
ческие гармоники ......% 

21.8-1. Функции Бесселя и другие цилиндрические функции (777). 21.8-2. 
Интегральные формулы (779). 21.8-3. Нули цилиндрических функций 
(780). 21.8-4. Функции Бесселя целого порядка (781). 21.8-5. Решение диф- 
ференциальных. уравнений при помощи функций Бесселя и связанных 
с ними фупкций (782). 21.8-6. Модифицированные функции Бесселя и Ган- 

_ Kenn (782). 21.8-7. byHkynn ber,,z, bei,,z, her,,z, Ве и,=. Кегиг, Ке! тг (783). 

21.8-8. Сферические функции Бесселя (784). 21.8-9. Асимптотические раз- 
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ложения цилиндрических функций и сферических функдий. Бесселя для 
больших значений |2| (785). 21.8-10. Присоединенные функции и много- 
члены Лежандра (785). 21.8-11. Интегральные свойства присоединенных 
функций Лежандра (787). 21.8-12. Сферические гармоники. Ортогональ- 
ность (787). 21.8-13. Теоремы сложения (789). 

Ступенчатые функции и символические импульсные фупкции ....... 
21.9-1. Ступенчатые функции (799). 21.9-2. Символическая дельта-функция 
Дирака (792). 21.9-3. Производные ступенчатых и импульсных функций 
(793). 21.9-4. Аппроксимация импульсных функций (794). 21.9-5. Пред- 
ставления интегралом Фурье (795), 21.9-6. Асимметринные импульсные 
функции (795). 21.9-7. Многомерные дельта-функции (795). 
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Глава 1 

Правильные многоугольники „ое оое 
-2' Тела вращения у. еее ине еее 

. Пять правильных многогранников „уе еее . 
Решение плоских треугольников ‚еее ne ооо 

. Решепвие сферических треугольников ое ров 

Глава 2 

..Классификация кривых второго порядка, . у. ъ еее 
Касательные, нормали. поляры и полюсы кривых второго порядка .., 
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формулы e e e e e e e @ e e e Ф eo oe e e e e e e e e e e eo e e e e e e e ° e e e e 

Глава 3 

. Классификация поверхностей второго порядка с. 

. Стандартные (канонические) уравнения и основные свойства невырож- 
денных поверхностей второго NOPARKA . « 6 6 © © ew ооо фо 

Глава 4 

. Производпые часто встречающихся функций ооо ооо оо во вое 

. Правила дифференцирования ..... еее еее ce 
. Свойства интегралов ......26 2.4. ee et Cee ew 
. Некоторые часто встречающиеся пределы. ое еее .. 
. Суммы некоторых числовых рядов и... ео еее еее .. 
. Действия со степенными рядами ... еее 
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функций (еее ее. о ооо ооо . 

. Свойства преобразования Фурье соо ноя еее но . 

. Преобразования Фурье..... еее еее ооо 

. Косийус-преобразованйя Фурье. еее еее ее . 

. CuHyc-mpeo6pa30panun, Pypbe ... 2... +e ee eee cn er we ee roe 

Глава 5 

. Свойства скалярного произведения ... ооо ооо 
. Свойства векторного произведения .. еее 
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. Операции над скалярными функциями еее еее ооо 
. Операции над векторными функциями... еее. о. де 

Главаб 

Соотношения между базисными векторами и координатами векторов в раз- 
личных локальных системах отсчета „еее еее оо 
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Глава?7 

Действительная и мпимая части, нули и особенности для наиболее часто 
встречающихся функций | (2) = и ng y) + tu (x, y) KOMNNEKCHOrO NepeMer- 
ного с = x +1 ty e e . e ® e . > e > e 6 e e e ® e e e e ® e e e e e e e % 

‚- Свойства отображения w= z+ a er rr 

Примеры ‘конформных тображьний . . соевое 
Конформиые отображения некоторых областей р на “единичный круг . + г 

Глава 8 

. Теоремы соответствия операций над оригииалами ‘и изображениями... 
Таблица преобразований Лапласа... еее. 
Таблица преобразований Лапласа для рациональных изображений `Е 6) = 
== 1 {$ $) сео ое ее 

Некоторые линейные интегральные преобразования, ‘связанные с преоб- 
разованием Лапласа ........-..- еее. . - 
Преобразования Ганкеля, .. 2... ee eee ee oe 
Некоторые конечные интегральпые преобразования . ... 
Соответствие операций при 2-преобразовании ...... 

e Cf oe e Ad ° e ° e 

ооо о ee 

oee#e @ «© ¢ @ 

ооо e ee 

Глава 9 

Функции Грина для линейных краевых задач..... ооо 
Дополнительные формулы для гипергеометрических функций .. 

. Дополнительные формулы для вырожденных гнпергеометрических ‘фупк- 
. ций. e e e e ¢ e eo e e e e e Ф e e e e e e e e e « e e e e e e ry e e e e ° e e e e 

13.2-1. 

14,7-1, 

16.2-1. 

Глава 10 

. Полные интегралы для некоторых специальных типов уравиепий с част- 
ными производными первого порядка ...... ооо ео 

‚ ажнейшие липейные дифференциальные уравнения математической 
HSEKH . 2 © © « © © © © о «© e e e ee @ ооо @© © e ee © @ © @ © © @ @ © @ @© @ @ 

Глава 12 

. Некоторые пространства числовых последовательностей . оное 
. Некоторые пространства функций х (В, и (0... еее... ее 
. Истинностная таблица для булевой функции еее еее . 

` 

Глава 13 

Некоторые пормы матриц .„... еее ооо оон 

Глава 14 

Сравнение различных обозначений скаляров, векторов и линейных опе- 
раторов e e e e e e . e e e e e e e e © ооо оо о ee e8«© хо @® о о ооо у 

Глава. 16 

Определеция тензорных величип наиболее распространенного типа, основан- 
ные на законе преобразования их компонент... еее еее. 

16.10-1. Дифференциальные ннварианты, определенные в. римановых простран- 

18.2-1. 
18.3-1. 

ствах ... ооо ооо © @ eo ef ee © © e e@ @ eo ee 

Глава 18 

Вероятности логически связанных событий ... 1... ee ee oe 
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. Перестановки и разбиения. „ео... о. 18.7-1 eeeeeee eee © ооо фо @ 

\8.7-2. Сочетания и выборки. . . еее оон 
18.7-3. Размещения в ячейках или расположения... еее 
18.8-1. Вырожденное (причинное) распределение ооо oo ee eee 
18.8-2. Гипергеометрическое распределение... ee ew et ee we et tt te es 
18.8-3. Биномиальное распределение „еее we ee we 
18.8-4. Распределение Пуассона... еее ое 
]8.8-5. Геометрическое распределение... .. еее вое 
18.8-6. Распределение Паскаля .. еее еее oe ewe 
18.8-7. Распределение Пойа ..... оон 
18.8-8. Плотность нормального распределения (стандартизованного). ооо 
18.8-9. Интеграл вероятностей... еее. еее. ооо 
18.8.10. Функция ошибок „еее еее ое ние 
18.8-11. Нспрерывные одномерные ‘распределения вероятностей о... есь оо 

Глава 19 

19.5-1. Х?-раслределение с т степенями свободы ... 1 ew we ee te ew we twee 
19.5-2. {-распределение Стьюдента с т степенями свободы еее se eee 
19.5-3. Распределение отношехня дисперсий (9*-распределение) и связанные. с ним 

распределения. ........... ооо ооо 
19.5-4. Х2-распределение ооо Cr ee фо 

19.5-5. {-распределение Стьюдента. ее. ооо ооо ооо 
19.5-6. Е-распределение (распределение v2)... еее 
19.6-1. Некоторыс критерин значимости, относящиеся: к параметрам Ё, 0? нормаль- 

ной совокупности. , еее еее бое 
19.6-2. Доверительные границы для нормальпой совокупности..... ee eee 
19.6-3. Критерии значимости для сравнения пормальных совокупностей . ee eee 
19.8-1. Усредняющие фильтры .. оо ec we © 8 oe ee © © © © © © © © © © © © Ye ee © 

Глава 20 

20.2-1. Таблица алгоритма разделенных разностей... еее еее. 
20.4-1. Краткая таблица 2-иреобразований и преобразований Лапласа от сту- 

пепцатых функдий „еее еее еее оо 
20.5-1. Интерполяционные формулы с центральными разностями ......... 
20.5-2. Коэффициенты интерполяционных формул ....... coe et ee ee 
20.6-1. Многозлены Чебышева и степени х......... о йена oe 
20.6-2. Приближепия некоторых функдий многочлепами . еее 
20.6-3. Некоторые приближения цилиндрических фупкций . 1 ww ee ew 
20.6-4. Приближения мпогочленами Чебышева. ......-. ооо еее 
20.6-5. Схема гармонического анализа на 12 ординат. „еее еее . 
20.6-6. Разные приближения. . еее, еее 
20.7-1. Квадратурные формулы Ньютона — Котсса, замкнутый тип........ 
20.7-2. Абсциссы и веса для квадратурных формул... еее. 
20.8-1. Цекоторые методы Рупге — Кутта для обыкновеных дифференциаль- 

ных уравленнй и систем таких уравнепий. . еее 
20.8-2. Некохорые методы четвертого порядка типа «предсказание — коррек- 

ЦИЯ» съ ооо ооо ооо ооо о ооо ° 7-6 «© © © © © © © © © © 

Глава 21 

21.2-1. Специальные значения TPHrOHOMCTPHUCCKHX (YUKMM 2... we we ee 
21.2-2. Соотношения между тригонометрическими функциями различиых аргу- 

ментов „еее еее ое 
21.3-1. Интегральный синус 51 (x)... eee ооо сое 
21.3-2. 5, (х) и внтегральный косинус С1 (х). .ъъь еее ооо вно 
21.3-3. Интегральная показательная функция „еее еее . 
21.4-1. Гамма-функция Г (ж) еее еее ee фо ое оне 
21.5-1. Определение и свойства биномиальных коэффицнентов .... .. . 
21.6-1. Преобразование к пормальной форме Лежандра ооо 
21.6-2. Преобразования эллиптических иптегралов ..... ео 
21.6-3. Преобразования полных эллиптических интегралов . . 6 6 ee ee ewe 
21.6-4. Полные эллиптические интегралы КиЕ ....... еее ее . 
21.6-5. Периоды, нули, полюсы и вычеты эллнптических функций Якоби ине. 
21.6-6. Специальные значения эллиптических функций Якоби „еее... 
21.6-7. Изменение переменной на четверть и половину периода ..... ее 
21 6-8. Преобразования первого порядка эллиптических функций Якоби..... 
21.7-1. Ортогональные многочлены Лежапдра, Чебышева, Лагерра и Эрмита ... 
21.7-2. Псрвые ортогональные многочлены „озу оо ьоме оно
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Книгу Г. Корна и Т. Корн «Справочник по математике (для научных работ- 
ников и инженеров)» отличает весьма широкий охват материала. В ней освещаются 
почти все вопросы как общего курса математики, так и большинства специальных 
разделов, изучаемых во втузах с повышенной программой по математике (век- 
торный и тензорный анализ, криволинейные координаты, уравнения математи- 
ческой физики, функции комплексного переменного и операционное исчисление, 
вариационное исчисление, линейная алгебра, теория вероятностей и математн- 
ческая статистика и т. д.). Кроме того, в книгу включены главы, посвященные 
современной алгебре, теории интегралов Лебега и Стилтьеса, римановой геомет- 
рии, интегральным уравнениям, специальным функциям, а также целому ряду 
других вопросов, далеко выходящих за рамки математической подготовки инже- 
неров, но постепенно становящихся необходимым орудием для научных работни- 
ков и инженеров-исследователей, работающих в самых разных областях. Много 
пнимания уделено связи рассматриваемых математических проблем с приклад- 
ными дисциплинами (методы расчета и синтеза электрических цепей, линейные 
и нелинейные колебания и др.). 

В новом издании книга подверглась весьма существенной переработке. За- 
ново написаны главы 11 и 20 и значительная часть глав 13 и 18; и без того общир- 
ный материал книги пополнился новыми разделами: дискретное преобразование 
Лапласа (г-преобразование), конечные интегральные преобразования, матричные 
методы решения систем дифференциальных уравнений, теория устойчивости 
Ляпунова, математическое программирование, принцип максимума Понтрягина, 
шаговые задачи управления и динамическое программирование — вот далеко не 
полный перечень того, что добавлено авторами. Кроме того, из дополнений в книгу 
включены справочные сведения по геометрии и сферической тригонометрии. 

Конечно, можно иметь различные точки зрения на то, какой материал следует 
включать в такого рода справочник; кроме того, в одной книге невозможно изло- 
жить все разделы с одинаковой степенью полноты. Однако, как нам кажется, 
ответы на вопросы, не нашедшие отражения в книге, следует искать уже либо 
в монографиях, либо в специализированных справочных руководствах (типа 
отдельных выпусков серии «Справочная математическая библиотека», выпуска- 
емой Главной редакцией физико-математической литературы издательства 
«Наука»). 

В книге принята следующая рубрикация: глава, параграф, пункт; названия 
всех пунктов указаны в оглавлении. Сплошная нумерация формул (и таблиц) 
ведется в пределах одного параграфа; соответственно этому, если в тексте нужно 
сослаться на формулу этого же параграфа, то указывается только ее номер. При 
перекрестных ссылках указывается полностью номер главы, параграфа и пункта. 
В конце книги приводится подробный предметный указатель, а также указатель 
важнейших обозначений; во всех случаях читатель отсылается к соответствующему 
пункту. 

В процессе перевода был обнаружен ряд дефектов и неточностей; кроме того, 
в некоторых случаях изложение не соответствовало принятому в нашей отече- 
ственной литературе. Переводчики учитывали справочный характер книги, и для 
удобства читателя большинство исправлений, замен и дополнений вносилось прямо 
в текст. Принадлежащие переводчикам дополнения и подстрочные примечания
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отмечены звездочками. Пункты, подвергшиеся значительной переработке, также 
отмечены звездочками. 

Нам пришлось в значительной. мере заменить цитируемую литературу; 
во многих случаях ссылки делались на’ неизвестные нашему читателю учебные 
руководства. Приведенный в конце книги список литературы (ссылки на него 
помещены в квадратные скобки) меньше всего претендует хотя бы на относитель- 
ную полноту; в него лишь включены наиболее известные издания (при этом мы 
сочли возможным не указывать обычные втузовские курсы математики). 

Значительной переработке подверглись дополнения в книге, включающие 
разного рода таблицы. Ради уменьшения объема книги некоторые широко рас- 
пространенные таблицы были изъяты, а остальные помещены в соответствующие 
разделы «Справочника». Перечень всех имеющихся в книге таблиц приведен после 
оглавления на стр. 20—22. 

Мы признательны всем читателям, обратившим наше внимание на те или иные 
недочеты книги, и будем рады дальнейшим откликам на новое издание.



ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ АВТОРОВ 

КО ВТОРОМУ АМЕРИКАНСКОМУ ИЗДАНИЮ 

Новое издание «Справочника по математике» существенно расширено и допол- 
нено оригинальным материалом. Включены новые разделы, посвященные 2-преоб- 
разованию, матричным методам решения систем дифференциальных иравнений, 
теории устойчивости. представлению вращений, математическому программиро- 
ванию, теории оптимального управления, случайным процессам и т. д. Глава 
о численных методах почти целиком написана заново. Добавлены многие примеры 
и таблицы. 

Эту книгу можно рассматривать, во-первых, как достаточно полное собрание 
математических определений, теорем и формул для научных работников, инже- 
неров и студентов. Ею могут пользоваться читатели, стоящие па разных уровнях 
математического развития. Отсутствие доказательств и сжатость табличного пред- 
ставления родственных формул сделали возможным объединение весьма большого 
по объему справочного материала в одном томе. 

Книга, однако, предназначена не только для наведения справок; в ней мы 
пытались дать связное обозрение математических методов, применяемых в различ- 
ных приложениях. Каждая глава озаглавлена так, чтобы читатель мог быстро 
ориентироваться в данном разделе математики. Такое изложение делает текст 
удобным для пользования благодаря отсутствию доказательств; многочисленные 
ссылки открывают доступ к более детальному изучению материала кпиги. 

Особое внимание уделяется выявлению взаимосвязи различных разделов 
и их роли в научных и инженерных приложениях; это достигается при помощи 
соответствующих вводных замечаний и перекрестных: ссылок. 

Авторы пытались удовлетворить запросы разных кругов читателей, разделив 
материал книги на три группы: 

1]. Наиболее важные определения и формулы, специально выделенные для 
наиболее быстрого их обозрения. 

2. Основной текст, состоящий из сжатого и связного обзора основных резуль- 
татов. 

3. Более детальное обсуждение дополнительных вопросов, выделенное мел- 
ким шрифтом. При таком построении включение этого материала не нарушает 
структуры основного изложения. 

Главы с.1 по 5 дают обзор основного курса колледжа *) по алгебре, аналити- 
ческой геометрии и анализи; глава 4 содержит также изложение интегралов Лебега 
и Стилтьеса и рядов и интегралов Фурье, а глава 5 — векторный анализ. 

Главы 6, Ти 8 посвящены криволинейным координатам, функциям комплекс: 
ного переменного и преобразованиям „Тапласа. Добавлен новый материал по конеч- 
ным интегральным преобразованиям и г-преобразованию. 

В главах 9 и 10 излагаются обыкновенные дифференциальные уравнения и урав: 
нения с частными производными, включая методы интегральных преобразований, 
метод характеристик и теорию потенциала; проблемы собственных значений 
трактуются в главе 15. --- 

Глава 11 существенно изменилась; в дополнении к обычной теории экстремума 
и классического вариационного исчисления здесь добавлены разделы по линейчому 
  

*) Зто примерно соответствует общему курсу математики, изучаемому в ваших вту- 
зах. (Прим. ped.)
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и нелинейному программированию, теории игр, теории оптимального управления. 
принципу максимума и динамическоми программированию. 

В главе [2 вводятся элементы современного абстрактного языка и описывается 
конструкция математических моделей, таких, как группы, кольца, поля, векторные 
пространства, булевы алгебры и метрические пространства. Изучение фучкцио- 
нальных пространств, продолженное в 14-й главе, позволяет расширить приме- 
нение методов функционального анализа к краевым задачам и проблемам собствен- 
ных значений в главе 15. 

Разделы, имеющие дело с более специальными темами, не претендуют на пол- 
ноту; их цель заключается в том, чтобы познакомить читателя с сущностью 
определений и побудить его к чтению современной специальной литературы. 

В главе 13 рассмотрены матрицы; здесь добавлены новые пункты по матрич- 
ным методам решения систем обыкновенных линейных дифференииальных уравн=- 
ний и по теории устойчивости Ляпунова. В главе 14 рассмотрены линейные 
векторные пространства, линейные преобразования’ (линейные операторы), задачи 
о собственных вначениях и описывается применение матриц для представления 
математических моделей. Дополнен материал по представлению вращений, 
в связи с его важностью для физики. 

Глава 15 содержит изложение разделов, связанных с проблемой собственных 
вначений, включая задачу Штиурма — Лиувилля, краевые задачи для двумерных 
и трехмерных областей и линейные интегральные уравнения. 

Главы 16и 17 соответственно касаются тензорного анализа и дифференциаль- 
ной геометрии и включают описание плоских и пространственных линий, поверх- 
ностей и кривизны пространства. 

В связи с возрастающей ролью статистических методов глава 18 представляет 
довольно детальное изложение теории вероятностей и включает заново написан- 
ное введение в теорию случайных процессов, корреляционных функций и спектров. 
Глава 19 касается важнейших методов математической статистики и включает 
подробные таблицы формул, описывающих специальные выборочные распреде- 
ления. 

В новой главе 20 рассмотрены конечно-разностные методы и разностные ирав- 
нения и изложены осповные методы численного анализа. Глава 2] представляет 
по существу собрание формул, описывающих свойства высших трансцендент- 
ных функций. 

Авторы надеются и верят, что эта книга даст читателю удобный повод детально 
познакомиться с математическими методами и таким образом расширить свой 
кругозор и взглянуть на свои специальные знания с более общей точки зрения.



ГЛАВА 1 

ЭЛЕМЕНТАРНАЯ АЛГЕБРА, ГЕОМЕТРИЯ 
И ТРИГОНОМЕТРИЯ (ПЛОСКАЯ И СФЕРИЧЕСКАЯ) 

1.1. ВВЕДЕНИЕ. СИСТЕМА ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ ЧИСЕЛ 

1.1-1. ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ. Эта глава посвящена алгебре 1) действи- 
тельных и комплексных чисел, т. е. изучению тех соотношений между дейст- 
вительными и комплексными числами, в которые входит конечное число сло- 
жений и умножений. Уравнения, основанные на таких соотношениях, рассмат- 
риваются здесь даже и в том случае, если при фактическом их точном число- 
вом решении нельзя обойтись конечным числом сложений и/или умножений*). 
Определения и соотношения, изложенные в этой главе, служат основным ору- 
дием во многих более общих математических моделях (см. также п. 12.1-1). 

1.1-2. Действительные числа. Сложение и умножение действительных чи- 
сел обладают слсдующими свойствами. 

4 

Если а‘и р— действительные числа (алгебраические, рацио- 
нальные, целые, положительные целые), то таковыми же являются 
а--фи ар (замкнутость), 

| a-+-b=b--a, ab=ba (Kommymamuexocmd), 

a+ (b--c)=(a-+0)-+-c=a+b-+e, 
a (bc) = (ab) c=abe 

а.1=а (единица), 

a(b-+-c)=ab--ac (QucmpubymucHocms), 

43 a--c=6-+¢ clenyeT a=bJ, 

43 cas=cb, cs£0, = cnenhyeT a=b (сокращение). 

\ (ассоциативность), `(1.1-1) 

  
Действительное число 0 (нуль) обладает свойствами 

а--0=—а, 9 о | (1.1-2) 

для каждого действительного числа а. 
(Единственное) противоположное число —а и (единственное) обратное 

число 9`1=1/а для действительного числа а определяются соответственно так: 

a-+(—a)=a—a=0, а49\1=1 (а=2 0). (1.1-3) 

Делить на нуль нельзя. 
Помимо «алгебраических» свойств (1), класс положительных пелых, или натураль- 

ных, чиссл 1,2,... обладает свойством упорядоченности’ (п. 12.6-2; п «больше, чем» т, 
или п>пь если п=т--х, где х — некоторое натуральное число) и полной упорядо- 
ченности (каждое испустое множество натуральных чисел имеет наименьший элемент). 
М ноэкество натуральных чисел, содержащее число | и для каждого из своих элементов п 
следующий за ним элемент п--1, содержит все натуральные числа (принцип пол- 
ной индукции). 

Свойства натуральных чисел могут быть выведены из пяти аксиом Пеано: 1) | есть 
натуральное число; 2) для каждого натурального числа № существует единственное сле- 
дующее за ‘ним натуральное число 5$(п); 3) $(п)51; 4) из $(п) = $5(т) следует и =т 
и 5) имеет место принцип полной индукции. (При его формулировке элемент, следующий 
  

1) См. также подстрочное примечание к п. 12.1-2. 
*) Термин «А и/или В» (по английски «ап4/ог») означает, что имеет место или A, 

или В, или Аи В вместе. Этот термин применяется в дальнейшем очень часто.
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за п, обозначается через $5(п).) Сложение: и умножение, подчиняющиеся правилам (1.1-1), . 
определяются «рекуррентными» соотношениями 

n-+-1= S(n), 
n-+ S(m) = S(n+ m), 

nel=n 
п. $ (т) =п.т- п. 

Целыми числами называются чнсла вида п,—п и 0, где п — натуральное число, 
а рациональными — числа вида р/4, гдерн 9 — целые зисла и 9520. 

Действительные числа можно ввести, исходя из множества рациональных чисел, 
< помощью предельного процесса (см., например, [4.2]). Действительные числа, не являю- 
щиеся рациональными, называются пррациональными. 

`Действительными алгебраическими числами называются действительные корни алгеб- 
раических уравнений с целочисленными коэффициентами (п. 1.6-3), а действительными 
транецендептными числами — остальные действительные числа. 

Классе всех рациональных чисел содержит корни всех линейных уравнений (п; 1.8-1) 
с рациональными коэффициентами и включает в себя все‘целые числа. Класс всех дейст- 
вительных алгебраических чисел содержит действительные корни всех алгебраических 
уравнений (п. 1.6-3) © алгебраическими коэффициентами и включает в себя все рацио- 
нальные числа, 

1.1-3. Отношение равенства (см. также п. 12.1-3). Из а==ь следует В=а 
(симметрия отношения равенства), а--с=6--с и ас=бс (вообще } (а) ={ (5), 
если f(a) обозначает некоторую операцию, приводящую к единственному 
результату). Из а=В и 6==с следует а==с: (пранзитивность отношения равен- 
ства). Из аб 520 cnenyet a0 u 640. | 

1.1-4. Отношение тождества. Вообще говоря. уравнение относительно какой-дибо 
величины х или нескольких величин Хи, Х2,... будет удовлетворяться только при неко- 
торых специальных значениях х или специальных мпожествах значений х\,х,,... (см. 
также п. 1.6-2). Если хотят подчеркнуть тот факт, что какое-нибудь уравнение удовлет- 
воряется при всех значениях х или х..х.,... в известных представляющих интерес 

пределах, то вместо символа — иногда пользуются еимволом тождества = (пример: 
(x —~ 1) (¥-+ =л? — 1), а пределы изменения рассматриваемых переменных иногда ука- 
зывают справа от уравнения. Символ а = 6 употребляется также в смысле: «а по опре- 
делению равно д». 

1.1-5. Неравенства (см. также пп. 12.6-2 и 12.6-3). Действительное: 
число а может быть положительно (а > 0), отрицательно (а < 0) или равно 
нулю (а==0). Сумма и произведение положительных чисел положительны. 

Действительное число а больше действительного числа b (a>b, b<a), 
если а=б--х, где х — некоторое действительное положительное число. 
M3 a>b cnenyeT a+e>b-+c, ac>be, ecnu c>O0, u ac< be, ecnn c<0 
(в частносги, —а< — 6), lla<1/b, ecnn ab>0 u lfa>1/b, ecnu ab <0. 

M3 aS=b Вс следует а=с. Иза= А ииф= В следует а-+-6 < А-- В. 
1.1-6. Абсолютные величины (см. также пп. 1.3-2 и 14.2-5). Абсолютная 

величина |а| действительного числа а по определению есть число, равное а, 
если а ==0, и равное —а, если а< 0. Отметим: 

| а | 0; из |а|==0 следует а=0, 
la|—|b||<la+b/<lal-+/ 6}, (1.1-4) 
|а | -- 16|] =|а—6 |= |а]|--|6 |; 

Jab|=|a| 6), |= 6520). | (1.1-5) 

    

Из |а| = Аи |6 |< В следует |а--6 |< А-В и |а6 | = АВ.  (1.1-6) 

1.2. СТЕПЕНИ, КОРНИ, ЛОГАРИФМЫ И ФАКТОРИАЛЫ. 

ОБОЗНАЧЕНИЯ СУММ И ПРОИЗВЕДЕНИЙ 

1.2-1. Степени и корни. В случае, когда показатель степени п есть нату- 
ральное число, п-я степень произвольного действительного числа а (основания 
степени) есть произведение п множителей, равных а. При а520 по определе- 
нию 2—1. Если а>0и п — любое натуральное число, то арифметический 
корень п-й степени из а есть единственное положительное решение уравнения
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х7—а; он обозначается символом а” == =a При а=0, 0/1 =У/0 =0. 
Если же а<0, то корень п-й степени из а опрепеляется лишь при нечетном п. 

Именно, а!/" = У аесть в этом случае единственное действительное (на самом 
деле ‘отрицательное) решение уравнения х”==а. Пусть теперь а—=0. Если 
p=nim, где п ит — натуральные числа, то по определению 

ав —= (ат) — (ап)ит и апр = 1/aP (a 540). 
При. любых патуральных пит 

rf 

п=у м = Wa)’, у as ‘Va, . 
. в /- a 4 (1.2-1) 

п ap— ro Va-Vays, =k = (040), 

Степени с иррациональными показателями могут быть введены с помощыо 
некоторого предельного процесса (см. также п. 21.2-12). Соотношения 

aP.a%—=aP*?, (aP)%=aP? (а>0), (1.2-2) 

верные для рациональных показателей, остаются справедливыми и для любых 
действительных ри 4. Далее, для любых действительных рид (а >0иё >> 0) 

р 
q7P = j= = а279, 

а?’ а (1.2-3) 

(ab)P =aPbP, (= yi = 
а -— 

Замечание. a (квадратный корень из числа а —=0) обычно обозна- 

чается символом Иа . О степенях комплексных чисел и корвях из них см. п. 1.3-3. 

1.2-2. Формулы для уничтожения иррациональности в знаменателе дроби. 

  

  

аа а а п, -4) 

— ays | м ИУ === (5 +2), ут = VERO — 4.25 
— С 

  priya te VPayeryay ass 
1.2-3. Логарифмы. Логарифм х=105;а числа a>O при основании с> 0 

(с 1) можно определить как решение уравнения 

ct =a. (2-7) 

В табл. 7.2-1 и в п. 21.2-10 приведены некоторые более общие сведения 
о логарифмах.. 108: а может быть трансцендентным числом (п. 1.1-2). Отметим: 

сей =а, 109 С==1, 109с СР ==р, log, 1=0, | } 

log, (ab) = log, a-+-log, b (ocHosxoe céoticmeo логарифмов), в 

(1.2-8) 
log, (+) = log, a— log, b, 

log, aP = p log, a, log, (Va)— — log, a; 

I 
Tora (замена основания). (1.2-9) 

с 

log.. a= log. a-log .c= 109 ес == 
log, a 

log, on
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Особый интерес представляют десятичные логарифмы с основанием 10 и 
натуральные (неперовы) логарифмы с основанием 

e= lim (1-4 =)" = 2718281828...  (1.2-10) 
nao 

е—трансцендентное ‘число. Логарифм log,a обозначается символом ina, 

а 105, ‚а— символом 16 а. Отметим: 

In “ge In 10- Ig a= (2,30259...) ва, | 
| (1.2-11) 

Ig a=——— =lg e-Ina=(0, 43429...) In a. 
= 10 

|. 2-4. Факториалы. Факториал п! произвольного целого числа п —=0 опре- 
деляется формулами: 

п 

011, a= Ури=1.2.3...(и— 1) (п > 0). (1.2-12) 
к =1 

В п. 21.4-2 приведены приближенные формулы для вычисления факториа- 
лов п! при больших пл. 

1.2-5. Обозначения сумм и произведений. Для любых двух 1 целых чисел (по- 
ложительных, отри цательных или равных нулю) пи т=п 

Урала ани +. Нан _ аш (т — п--1 слагаемых), (1.2-13) 
№ = п 

Пари аи _ т (п—п-21 множителей). (1.2-14) 

Отметим: 

т т’ т’ т 

a У а, = > у аз, И Tl an= TE LL on (1.2-15) 
t=nk=n' kRo=ni=n = р == п’ В = п’[ == 

Бесконечные ряды см. в ГЛ, 4. 
1.2-6. Арифметическая прогрессия. Если а, — первый член, а 4— постоян- 

ная разность между следующим и предыдущим членами, называемая разностью 
прогрессии, то 

a;=a,-+jd (1=0, 1, 2,...), 

    

п 

го 

1.2-7. Геометрическая прогрессия. Если а, — первый член, ах == 1] — постоян- 

ное отношение следующего члена к предыдущему, называемое знаменателем 
‘прогрессии, то 

aj= apr! (j=0, 1, 2,...), 

pared а, —а п г 
>; а, => 0 п
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О бесконечной геометрической прогрессии см. п. 4.10-2. 
1.2-8. Некоторые числовые суммы (см. также [4.6]). 

п п 

x в — er У (2Е— =, 

+ 1) Фа - С (4пз — 1) a(n ) (2a 1) __ п(4пз — 1). gare, У) (Ш 
k=} =1 

n n 

вии, У (2k —1)8 = n2(2n?— 1) 
k=] k=! 

п 

(общую формулу для сумм У! ЁМ см. в п. 4.8-5, 4). 
k=1 

n 

нанят утят k (ke ren ae п-т’, 

n 
1 1 

DF тетреты= хер ars |: 
— 
— 

Бесконечные ряды см. в 4.8. 

1.3. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 

1.3-1. Вводные замечания (см. также п. 7.1-1). Комплексные числа (ино- 
гда называемые мнимыми числами) не являются числами в элементарном 
смысле слова, применяемыми при подсчетах и измерениях. Они составляют 
новый класс математических объектов, определяемый описанными ниже свой- 
ствами (см. также п. 12.1-1). 

Каждому комплексному числу с можно поставить в соответствие единст- 
венную пару (а, 6) действительных чисел аи фи обратно. Сумма и произведе- 
ние двух комплексных чисел су --+ (ал, 61) и сз = (а›, 6.) определяются соот- 
ветственно следующим образом: с1-- со - (а -Н а», В-НЬ5) и сле — (41а — 
— 6:6, а16. -- а561). Действительные числа а содержатся в классе комплексных 
чисел в качестве пар (а,0). Мнимая единица $, определяемая условием 
# — (0,1), удовлетворяет соотношению 

@—=—1. (1.31) 

Каждое комплексное число с->»(аб,) может быть записано в виде суммы 
с =а-- {0 действительного числа а (а,0) и чисто мнимого числа {$ - (9,6). 
Действительные числа а== Ве си b= Пис соответственно называются действи- 
тельной частью и мнимой частью комплексного числа с. Два комплексных 

числа с = а-- фис=а — 15, имеющие одинаковые действительные и противо- 
положные мнимые части, называются сопряженными комплексными числами. 

Два комплексных числа ст ==а1-- #1 и с =а. -- №. равны в том и только 
в том случае, если соответственно равны их действительные и мнимые части, 
Т, е. Cy = Cg, лишь если а1 =аз и в: = 6, Изс =а-- # =0 следует а = =0.
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Сложение и умножение комплексных чисел удовлетворяют правилам пп. 
1.1-2 и 1.2-1, причем 

2%#=—1, 8=— i, @=—1, | | 

ПТ — $, 712 — — ], jants— 7, (47 = | (n=0, 1, 2,...); } (1.3-2) 

  

  

с + са (а + а) +1 (by += В), 
CyCo = (а1@8 — 6162) -|-# (а16з-[ а26), 

` с: _ а: -- й: _ (а1а» -- 61:6») -- Е (а26: — Arb») 
с Ay iby аз - 55 (Co == 0), р. (1.3-3) 

се =, -Н ев, Cg Cy Cg, (суса) == сиб» (5-0), с==с, 
_ _¢+ с —_ _ с— с 
а=Кес=—— , o=Imc= a   

Класс всех комплексных чисел содержит корни всех алгебраических уравнений 
с комплексными коэффициентами и вклюочает в себя действительные числа. ‘ 

1.3-2. Изображение комплексных чисел точками или радиусами-векторамн. 
Тригонометрическая форма комплексного числа (см. также п. 7.2-2). Комплекс- 
ное число 2 =х-|- ий, удобно изображать точкой (2)==(х, у) или соответствующим 
радиусом-вектором (пп. 2.1-2 и 3.1-5) на комплексной плоскости (рис. 1.3-1). 
Оси Ох и Оу (в прямоугольной декартовой системе координат) называются 
соответственио действительной и миимой осью. Абсцисса и ордината каждой 

точки (2) изображают соответственно действитель- 
ную часть х и мнимую часть у числа г. Соответст-. 
вующие полярные координаты (п. 2.1-8)` 

г==| zj=Vety=V 22=|2|, 

—: p=Argz, tgp=t (550) 

us
 

—
—
 

     \M
HU
MQ
R 

OC
b 

y= arg, tg pat (1.3-4) 
.. av 

Leucmbuncnoyan och 

<> 

, называются модулем и аргументом комплексного 
Вис. \.3-\. — Изображение ду pry 
комплексных чисел точками числа г. Отметим: 
или  радиусами-векторами. 

> 

Оси Ох н Оу называются =rcosg, y=r sin @, - 
соответственно действитель- , . (1.3-5) 

ной и мнимой осью. а=х-Нй/==Г (с03 ф--Е 5 Ф). 

Модули комплексных чисел удовлетворяют соотно- 
шениям (11-4) —(1.1-6). Если = — действительное число, то его модуль |2! ра- 

вен его абсолютной величине (п. 1.1-6). 
* Аргумент комплексного числа г определяется с точностью до слагаемого 

ЭЕп, где к — любое целое число. 
В качестве главного значения Агб2 обычно выбирают значение, опреде- 

ленное неравенствами — Л < Агв 2 = п. Главное значение аргумента 2 обозна- 

чают через аге 2. При принятом условии агё 2 == — агр 2. * 
Для любых двух множеств (действительных или) комплексных чисел ой, 

о, ..., Ян И Вл» Вэ, +-.› Вп 

п 2 п. п 

> abil < >) lal? У, | В (неравенство Коши — Буняковского)  (1.3-6) 
1 =1| i= ==] 

(см. также пп. 14.2-6 и 14.2-6, а). . 
1.3-3. Представление суммы, произведения и частного. Степени и корни. 

Сумме комплексных чисел соответствует сумма соответствующих радиусов- 

векторов (см. также п. п. 3.1-5 и 5.2-2). Если даны 2: == и, (с0$ фу -- {51 фз)
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и. 2; ==74 (0$ ф› -- $1 фз), то 

2123 == Иго [С0$ (Ф1 -- Фа) НР 9 (ф: -- Фа), 
R1 г . oe e . = =" [cos (py — qa) Fé sin (gi —qe)| (220) 13-7 
2%== r" (cosp-+i sin g)" =r" (cos ng-+i sin nq) 

(п — целое число) (формула Муавра). 

| Случай, когда показатели степени комплексны, см. в п. 21.2-9. 

Если п— натуральное число и с— комплексное число, то УЕ (корень 
п-й степени из с) есть решение уравнения г? =с. При с==0 существует ровно п 
различных корней п-й степени из с. Они определяются формулами 

Ус =УГ] (cos OAT sin CET ="), 

где У! — арифметический корень из положительного числа |с| (п. 1.2-1), 
@=arge n &=0, 1,2, ..., п 1. 

Отметим, что 

УГ= со ил. --isin : za 
(1.3-8) 

СУТ = со EVE i gig CRED T 
п. n , 

. (n==1, 2, ...3 &=0, 1, ..., 2—1). 
В. частности, | 

Viexl, УИ-!=+ь | (1.3-9) 

Qn pa 2k IVS 
cos -+-i sin 73> 

| 
с —_ 1. ; Га . , . 

| cos i sin le 
| . у (1.3-10) 

—1, 

    

  
д 1-03 

Ут! соя лы НЫ, = 3 2 

л _ 1-13 
| cos —i sin 3 > 5 . 

1.4. РАЗЛИЧНЫЕ ФОРМУЛЫ 

1.4-1. Бином Ньютона и родственные формулы. Если а, $ и с— действнтель- 
ные или комплексные числа, то о 

(a & b)* =a? + Qab+ 62, 
(a +: 6)8 =a + 3a7b+-3ab? + 3, 

(a + b)t=a' + 4286 -- 64263 + 4ab3-+ 4A, 

n nish 
$ (1.4-1) 

(a +5)" = У Ста lb (n= 1, 2, ...)у . 

1—0 

где 

С == (т) = г (j =0, 1, os n=), }, ‚2, .. .). 

_2 Г, Кора а Т, Коры 
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(Бином Ньютона для целочисленных показателей п; см. также п. 21.2-12.) 
Биномиальные коэффициенты С! подробно рассматриваются в п. _21, 5-1 

(a-+-b-+c)? = a?-+ 6% +c? + 2ab + 2ac + 2be; (1.4-2) 

  

  

  

a® — 6? =(a-+-b) (a—b), 

a? 6?=(a-+Lib) (a—ib). (1.4-3) 

Если п— любое натуральное число, то 

п т (а— 6) (211 ай --...-- а6"-8-- 7—1), (1.4-4) 
Если п-—четное положительное число, то 

| at — b% = (a+b) (a1 — ap +, --ab2-2 — pn-t), (1.4-5) 

Если п— нечетное положительное число, то 

ап +5? = (а--Ь) (а 1 — а" +. —ab™-2 + pl), 

Отметим также: , 

а? -|- аз -- 54 = (a? +- ab +- b*) (a? — ab 4+-b?), ~ (1.4-6) 

1.4-2. Mponopusn. H3 a: b=c:d usu a/b=c/d следует: 

aaa min (производные пропорции). — (1.4-7) 

В частности, +h 4d nb ced 

io "a afb etd (1,4-8) 

1.4-3. Многочлены. Симметрические функции. 
(а) Многочлен (целая рациональная функция) относительно ху, ха, ..., ху 

Ry ky Rn 
есть сумма ‘конечного числа членов вида ах, 1х2 ...Хп”, Где каждое R, есть 

неотрицательное целое число. Наибольшее значение суммы #,-|- № --...-- Ап, 
встречающееся в каком-либо из членов, называется степенью многочлена. 
Многочлен называется однородным, если все его члены имеют одну и ту же 
стелень (см. также п. 4.5-5). 

(5) Многочлев относительно Ху, Хо, ..., Хп Называется симметрическим, если для любо- 

го мпожества зиачений Kar Lar coos + *n Hauente этого многочлена не изменяется при какой 

угодно перестановке х,, х., ..., п (это определение распространяется и на любые функ- 

ции отх,, Хо, -.., хп). Я емент выми симметрическими функциями от х., Ха, +, Ап 

называются многочлены 51 ‚5 gr stes Зи, определяемые следующим образом: 

Зах! Нда... Ни, За мах Нмж-..., 
ЗЕ Хао хз -Ё хаХоха --..., Зв ХиХа Ал» | (4-9) 

nl 

~ (a к)! Е! 
сомножителей х, с несовпадающими индексами. Каждый симметрический многочлен 

относительно Хи. Хз, ..., Хи, может быть единственыям образом записан как многочлен 

относительно Sy За. .... ®„; Коэффициенты этого нового ‘многочлена являются алге- 

где $,—есть сумма всех ch произзедений, каждое из которых содержит А 

п’ 

браическими суммами целочисленных кратных заданных коэффициентов. 
Каждый самметрический многочлен относительно хи, Хз, „.. в хи может также 

быть выражен как многочлен относительно конечного числа симметрических функция 

x. $ 
р 2 

1 $ 

> 
— 
— 50 = 1, $1 = 

é ИМ
 =

 п 
XP, wee „= Х, a oe (1.4-10) 

l
M
a
 

|
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Симметрические функции (9) и (10) связаны eee Holomoua 

5—5 _ it Sp re Sp И 1)” RS , =0 (k <n); 
(1. 4-11) 

-Sp—Sp_y54t Spo gree t(—D" Sp is, =0 (k>n) 
(см. также п. 1.6-4). Заметим. что в соотношения (11) в явном виде пе входит п. 

1.5. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 

1.5-1. Определение. Определитель (детерминант) 

Я 11 Qo eco Qin 

D=det [а = Я21 @25 eee. Gan (1.5-1) 

Qni Ang +e» Ann 

квадратной таблицы (матрицы, п. 13.2-1) с п? (действительными пли комплекс- 
ными) числами (элементами) а; есть сумма п! членов (— 1)” аль, @а2ь.... @пьи, 

каждый из которых соответствует одному из и! различных упорядочениых 
множеств А:, А., ..., Р», полученных г попарными перестановками (Tpalic- 
позициями) элементов из множества |, 2, ..., п. Число п есть порядок опре- 
делителя (1). 

Фактическое ‹ вычисление определителя по его элементам упрощается с помощью 
ип. 1.5. 2 и 1.5-5,а. Отметим, что 

12 == Il x | ip |? {неравенство Адамара). . (1.5-2) 

1.5-2. Миноры и обивки дополнения. Разложение определителя 
по строке или по столбцу. (Дополнительный) минор В;» элемента а;» в опре- 
делителе и-го порядка (1) есть определитель (п—1)-го ̀ порядка, получа- 
ющийся из определителя (1), если из него вычеркнуть {-ю строку и #-й стол- 
бец. Алгебраическое дополнение Д;» элемента а;„ есть коэффициент при аз» 
в разложении определителя 0, или 

| др Aip=(— 1)**# Dy, = 3 — (1.5-3) 
Tips 

Определитель 2) можно следующим образом выразить через элементы произ- 
вольной его строки или столбца и их алгебраические дополнения: 

‘ n 

D=det [ajp] = Say w= 2 арАрь (1.5-4) 
i=] 

(1=1,2,..., п) (разложение по  полбщу или по строке). 

Отмети м также, что 

п п 

У аиАи = Ур авАь=0 (150. _ (1.5-5) 
i=] k=1 

1.5-3. Примеры. Определители второго и третьего порядказ 

@11 Qs 
а: а — Чиз@за — @ла@з1, (1.5-6) 

    

Qin 1g Ass [ 
411 @23 Aas 

Gat Gan @3з3 

— AyyQea2e1 = @11 (@23@аз— @зз@зз) — @21 (а1:@з;— @1зазз) - @з1 (@1:@; — а15аза) = 

— 11 (@:203з— 42:93*) — @1з (@21@;3 — @13@31) - @лз (@з1@з: — @::4:1) ит. д, (1.6.7) 

  

— @11@:2@зз — @11зз@зг -|- @12азаз1 — Aye Agi Bag - @154.1@48 — 

  

Q«
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1.5-4. Дополнительные миноры. Разложение Лапласа. Определитель т-го порядка М, 
получающийся из определителя п-го порядка О (т=п), если из него вычеркнуть какие- 
либо п т строк и какие-либо п-—-т столбцов. называется минором т-го порядка опре- 
делителя 0. Минор т-го порядка Ми минор (п—т)-го порядка М' определителя D, 
получающийся, если из О вычеркнуть строки и столбцы, сохранившиеся в. М, называются 
дополнительными минорами: в частном случае т = п, '’=1. Алгебраическое дополнение. 

М” минора М в Д по определению равно (—1) и. .. Р-Р thy > .. “Timm re 
11.15; ... И т — номера строк, а Р, poses en — номера столбцов, '. входящих в М. Пусть 

заданы любые т строк (или столбцов) определителя О. Тогда О раеен сумме произве- 
дений ММ” всевозможных миноров т-го порядка М, расположенных в зтих строках (или 
столбиах), на'их алгебраические: дополнения М” (разложение Лапласа по нескольким 
строкам или столбцам). 

Определитель п-го порядка. имеет С" главных миноров 7-го. порядка, 

диагональные элементы которых являются и диагональными элементами D, 
1.5-5. Различные теоремы. 
(а) Величина Г определителя (1) не меняется при любой из следующих 

операций: 
’ 1) замене ‘строк столбцами и столбцов строками (перемене мес- 
тами индексов ф и Ё в равенстве (1)); 

2) четном числе перемен местами. любых двух строк или любых 
двух столбцов; | 

3) прибавлении к элементам любой строки (или столбца) соответ- 
` ствующих элементов какой-либо другой строки (или соответственно 
столбца), умноженных на одно и то же число %. . 

Пример: 

11 Я ... Ayn (11 21: eee Any 411 + “ата @15 eee @тп 

Any 22 oe @2п |=| 418 Ang cee Ano |=} Ao] + dog 20 eee оп |. (1.5-8) 

Qn1 @пз +. Ann @1п Gan ++» Ann Ant баз Ang «+ Onn 

(5) Нечетное число перемен местами любых двух строк или любых двух 
столбцов равносильно умножению определителя на —1. 

(с) Умножение всех элементов какой-либо строки или столбца на множи- 
тель % равносильно умножению определителя на ‹. -` 

(4) Если элементы ]-й строки (или столбца) определителя п-го порядка О 
т т т 

представлены в виде сумм У, Cris У Субььь > У, с,п, то определитель О ра- 
r=] r=1 T=] . 

т . 

вен сумме У О, определителей п-го порядка. Все элементы каждого из опре- 
r=! ‚ 

делителей D,, Kpome saemenmoe ]-й строки (столбца), совпадают с соответ- 
ствующими элементами определителя О, а в |-й строке определителя О стоят 
влемениы Cris Cra» eee y Crn- 

Пример. 

AiO Aye Ojg we Gin Pin 
421 gq Aon ‚ |= 

пл | Axe .... Ann 

@1 Ag wee Ain [Oyy Dig... Bin . 
= Qo1 оо ... Aon + @1 Qgg +e Aon 1 (1.5-9) 

рр Ang ees Anni. {Aqy Ang eee Ann
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(е) Определитель равен нулю, если 
1) все элементы какой-либо его строки или столбца равны нулю, 
2) соответствующие элементы каких-либо двух его строк или 

столбиов равны или же пропорциональны. 
1.5-6. Умножение определителей (см. также п..13.2-2). Произведение двух 

определителей n-ro порядка det [ajz] u det Lue) ‚равно 

det aie] det [bin] = det у ауте = 4её | Таль = 

j=! 1-21 

“adel Davee — Че! а в|° (1.5-10) 
1 = 1=1. 

1.5-7. Изменение порядка определителей. Данный определитель можно следующим 
образом записать в виде определителя более высокого порядка: 

Ay %GQ +s Ay Ayy MQ ee Ay Oy 

[1 [99 +++ Fan Ча ба 22° %n OQ 
oe «© © © © © © & = oe @ © © @ @ © оо оф ‘|? ‘ (1,5-11) 

пт Ч... пп. Ani @пь +++ Fag 
0 о... о 1 

где числа a; произвольны, Этот процесс можно повторять сколько угодно раз. 

Норядок данного определителя иногда можно понизить с помощью соотнощения 

a a ... 2 и a u 

    

Ч Bo вос Qon Qo, Go» -ee Com 

Ont n2 hee Onn Gat бо до пт == 

0 eee 0 61 O15 see im 

0 0 eee 0 Boy Yoo eee 3m 

0 0 eee 0 Ь тт 213 ... О тт 

Cn 419 8: Un] | г Pe tee т 
= а ° _ee 21 “ag ce * Gon Boy Ong Yom |. (1.5 +12) 

Чт а +... бя та ба *° ит 

$ 1.6. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ: ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ 

1.6-1. Вводные замечания. Решение алгебранческих уравненнй имеег особо важное 
значение в связи с тем, что к этому виду относятся характеристические уравнения сис- 
тем линейных дифференциальных уравнений (cM. также пп. 9.4-1. 9.4-4 и 14.8-5). Общая 
задача отделения корней {возникающая, например. при исследоваини устойчивости) может 
быть изучена методами п. 1.6-6 и/или п. 7. 6-9. Приближенное решение уравнений рас- 
сматривается в сп. 20.2-1 — 20.2-5. 

1.6-2. Решение уравнения. Корни. Решить. уравнение (см. также п. 1.1-4) 

о  Н)=9 `` (1.6-1) 
с неизвестным х — значит найти значения х (корни уравнения (1), нули функ- 
ции f (x)), удовлетворяющие этому уравнению. Решение можно проверить 
подстановкой. 

1.6-3. Алгебраические уравнения. Уравнение (1) вида 

f (x) Saget + ayx lf... p ag 1x aq =0 _ (ав >= 0), (1.6-2) 

где коэффициенты а;— действительные или комплексные числа, пазывает- 
ся алгебраическим уравнением степени п с нэизвестиым х; [ (х) — многочлен
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степени й относительно х (целая рациональная функция; CM. также пп. 4. 2- 2, 4 

и 7.6-5). Коэффициент а, — свободный член многочлена (2). 
Значение Хх—х1 есть корень кратности (порядка) т (кратный корень, если 

т_> 1) уравнения (2) (нуль порядка т функции }(х); см. также п. 7.6-1) если 
# (х) =8(х) (х—ж)”, где в (х) — многочлен“и g (x4) 52 0. Алгебраическое уравне- 
ние степени п имеет равно п корней, если корень кратности т считать т 

раз (основная теорема алгебры многочленов). Полное решение уравнепия (2) 
указывает все корни вместе с их кратностями. 

Числа, являющнеся корнями алгебраических уравнений с целочисленными коэффи- 
циентами, называются алгебраическими числами (вообще говоря, комплексными); если 
коэффициенты — алгебраические числа. то корни все еще остаются алгебраическими (см. 
также п. 1.1-2). Общие формулы, выражающие корни алгебраических уравнений через 
HX коэффициеиты и содержащие только конечное число сложений, вычитаний, умноже- 
ний, Делений и извлечений корня. существуют только для уравнений следующих степе- 
пей: первой (линейные уравнения, п. 1.8-1), второй (квадратные уравнения, п. 1.8-2), 
третьей, (кубичные уравнения, пп. 1.8-З и 1.8-4) и четвертой (уравнения четвертой сте- 
пени. 1.8-5 и 1.8-6). 

1. 6. -4. Соотношения между корнями и коэффициентами. Симметрические функции Sp 

и 5р (п. 1.4-3) корней хи, ха, ..., хп алгебраического уравнения (2) связаны с его коэффи- 

цнентами 4, 41, ..., ад следующим образом: 

а 
= = ( — 1) RS», (Е = 1, 2, eves п), ‹1.6-3) 

0 

hap tap — 181 + Ok — 952+ oe. + asp = 0 (e= 1, 2,..., п). (1.6-4) 

Равенства (1.6-4) представляют собой другой вариант формул Ньютона (1. 4-11). Отмегим 
пакже 

$1 1 0 e e coe , 0 

Ь Sq $1 . 2 0 e ooo 0 

1% = ( — о 53 Sg 51 3 0 eee 0 

a, kl : > 
oee @ Фф & ее 

Sp Sp—1 © «0 © eo 

at ag 0 o e eee 0 

2a, ay ao 0 e ose 0 

Spas (- =) За аз аа & 0... 0 в =12, ... п). = (1.6-5) 
0 . 

ооооофоофооф бое 

вар : ap —.1 e e e aeo ° ay 

1.6-5. Дискриминант алгебраического уравнения. Дискриминант А алгебраического 

уравнения (2) есть произведение а п —- и квадратов всех разностей (1 — Xp) (i >) 

корней xX, уравпения (квадратные корни порядка т рассматриваются как т равных кор- 

ней ‹ разными индексами): 

Ад = ап —2 I (Xj; — Xp)2= ап — 2 [У (х:, XQ, v0 Xn) = 
0 i>k 

So $1 Sg eee Sn — | 

n(n —l) 

on— $1 52 $3 ... Sy l ; ="? =(-) ° «ВР, —(.6-6) 
о фрооофоооффооФфо 

5п —1 5" бп +1 ... S2n—2 

где 

1 2... xt) Х1 x xy 

1 Xs 2 ove xf —1 
2 X29 2 — ПЦ (Xj —*,) 

oo e © 8 Be 6 5 gp {А 

1 x, x2 . on п 

W (*1 Xo, pers Xn) — 

ace хп —. |
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(этот определитель называется определителем Вандермонда). Sp — суммы #-х степеней 

корней многочлена } (и) (So =n) uh R (#, Г) — результант (п. 1.7-3) многочлеиа $ (х) и его 
производной (п. 4.5-1) Г (х). Дискриминант А есть симметрическая функция корней х.. 
хо. ..., Хп, Обращающаяся в нуль в том и только в том случае. если [(х) имеет по край- 

ней мере один кратный корень (необходимо являющийся общим корнем # (х) и [ (х)}; см. 
также п. 1.6-6, в). 

1.6-6. Действительные алгебраические уравнения и их корни. Алгебраи- 
ческое уравнение (2} называется действительным, если все его коэффициенты 
а; — действительные числа. Соответствующий действительный многочлен f (2) 
при всех действительных значениях х принимает действительные значення. 
Для отделения корней (действие, которое предшествует приближеиному ре- 
шению уравнений, п. 20.2-1) полезны нижеследующие теоремы. В теоремах 
(5) — ({) корень кратности т рассматривается как т корней. 

(а) Комплексные корни. Комплексные корни действительного алес- 
браического уравнения появляются парами комплексных ‘сопряженных чисел 
(п.1.3-1). Действительное алгебраическое уравнение нечетной степени всегди 
имеет хотя бы один действительный корень. 

«Все корни уравнения (2) по модулю не превосходят числа №=1- = 
. * .- ole 

где A-—~Han6onpuree 43 ducer | a,|,]a2},...,|,@, |} 9TO правило справедливо 
и для уравнений с комплексными коэффициентами.» : 

(5) Теорема Рауса — Гурвица. Число корней с положительной дей- 
ствительной частью действительного алгебраического. уравнения (2) равно числч 
перемен знака в любой из последовательностей (в предположении, ‘что 1; 
отличны от нуля) 

  

Vo Tit, 8. т | | 
или Г: T Ty’ (1.6-7) 

Го, Ty, T1T 2, Г.Г, ..., Гп—› Тп-1, Gn 
где 

То = @ > 0, Ty = 4, То = ay 10 |, 
. a3 Qo 

    

a a 0 O 

a % 0 дааа _ |@3 @2 Ay ao . Тз=|аз а› аи, Та= jes (1.6-8) 
Qa Ag ag Ag 

Qe а4 Qs 
Qy Ag Qs 14 

(элементы а;, отсутствующие в уравнении (2), полагаем равными пулю). 
Если среди Т; есть равные нулю, то подсчет усложняется (см. [1.2]). 
Критерий Рауса— Гурвица. Для того чтобы все корни действи- 

тельного уравнения (2) имели отрицательные действительные части, необхо- 
димо и достатачно, чтобы выполнялись неравенства 

Т. > 0, Т,>0, Т,>0.... Т.>0. 

Из положительности всех Т; следует положительность всех коэффициеп- 
тов а; уравнения (2). 

Альтернативная формулировка. Все корни действительного 
уразнения (2) п-й степени имеют отрицательную действительную часть 
в том и только в том случае, если это верно для уравнения (п—1)-й степени 

ахаха" з--а:хп“--... Е 

—_ _ , a _ | а - 
== Ax" 1+-(ag——2 as| x3 - Agx" 3 +( ад — a as) a" 4 -... == 0. 

Эта теорема может применяться повторно и дает простую рекуррентную 
схему, полезную, например, при исследованни устойчивости, Если один из 

коэффициентов а( равен нулю, то метод усложняется.
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+ Критерий Льенара — Шипара. Для действительного уравнения (2) 
с положительными \эффициентамй все корни имеют отрицательную дейст- 
вительную часть, если положительны или все Т; с четными индексами, или 
все Т; с нечетными индексами. 

(Более общая ‘формулировка этого критерия приведена в [1.2].) * 
(с) Отделение действительных корней: правило знаков 

Декарта. Число положительных корней действительного алгебраического ypas- 
нения (2) либо равно числу М перемен знака в последовательности Ay, Ay .+., An 
коэффициентов, причем коэффициенты, равные. нулю, не учитываются, либо 
меньше числа М на четное число. 

Если перемен знака нет, то уравнение (2) положительных корней не имеет: 
если есть одна перемена знака, то имеется в точности один положительный 
корень. Применяя эту теорему к }{(—х), получаем аналогичную теорему для 
отрицательных корней. 

(4) Отделение действительных корней: верхняя гра- 
ница действительных корней (пп. 4.3-3). 1) Если первые Ё козф- 
фициентов а, @1,...‚ав_л действительного алгебраического уравнения (2) не- 
отрицательны (а, — первый отрицательный коэффициент), то все 'положитель- 

ные корни уравнения (2) (если они есть) меньше, чем pai G/dy. 20e g—Hau- 
большая из абсолютиых` величин отрицательных коэффициентов. 

Применяя эту теорему к {(—х), можно таким же образом получить ниж- 
нюю границу отрицательных. корней. 

* 2) Если при x=c многочлен |(х) и его производные } (х), |” (х),... 
..., [КП (х) (п. 4.5-1) принимают положительные значения, то с является верхней 
границей действительных корней уравнения (2). * 

(е) Отделение действительных корней: теорема Ролля 
(см. также п. 4.7-10). Производная (п. 4.5-1) р (x) действительного многочлена 
}(х) имеет нечетное число действительных корней нежду двумя соседними дей- 
ствительными корнями многочлена f (x). 

Пусть аи 6 — два соседних действительных корня ‘уравнення Ё’ (х) =—=0и пусть f(a) 40 
и [{ (6) 20. Уравнение } (х) =0 между а и В либо вовсе не имеет действительых корней, 
либо имеет один действительный корень в зависимости от того, будут ли числа } (a) 
и f(b) иметь одинаковые или противоположные знаки. Лишь один действительный 
корень уравнения }{ (х) ==0 может оказаться больше наибольшего корня нли меньше 
наименьшего корня уравнения f* (x) = 

(7) Отделение действительных корней: теорема Бюдана-—- 
Фурье. Пусть М (х) — число перемен знака в последовательности значений 
f(x), f (x), Po ),...5 ЕР” (х) для любого действительного алгебраического урав- 
нения (2). Тогда число действительных корней уравнения {2), заключенных между 
двумя действительными числами ви > а, не являющимися корнями уравнения 
(2), либо равно М (а) —М (6), либо меньше М (а) — М (5) на четное число. При 
подсчете N(a) члены последовательности, равные нулю, вычеркиваются. Если 
при подсчете М (6) окажется, что }® (5) =0 для Е--1 < =1—1 а} и) 70 
и НР (6) == 0, то РГБ) заменяются на (— 1)? son fi (6). 

Число действительных корней уравнения (2), заключенных между аи 6, нечетно 
или четно в зависимости от того, будут ли [{ (а) н # (5) иметь противоположные ‚или 
одинаковые знаки. 

(6) Отделение действительных корней: метод Штурма. 
Пусть для данного’ действительного алгебраического уравнения (2) без кратных 
корней (п. 1.6-2) М (х) есть число перемен знака в последовательности значе- 
ний многочленов (члены, обращающиеся в нуль, не учитываются): 

fo (x) = f (*) = Bo (x) fr (x) —fs (x), | (x) =f’ = (x) fo(x) — ~ a 6:9) 
fo{x) = = 82 (x) is (x) — fa (X) 0055 ~~ 

еде при i> 1 каждый многочлен Н(х) есть взятый с коэффициентом —1 оста- 
ток (п, 1.7-2), получаемый при делении р (х) на 1 (х); многочлен |, (х) 520
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есть постоянная. Тогда число действительных корней уравнения (2), заключен- 
ных между двумя действительными числами а иф>>а, не являющимися кор- 
нями уравнения (2), равно М (а) —М(6). 

Метод Штурма применим и в том случае, если для удобства вычислений какой- “либо 
из многочленов #;(х) в описанном выше процессе заменить многочленом Р’) (х) = f(x) /k (x), 

где # (х) — положительная постоянная или многочлен относительно х, положительный 
прн а < х =, а оставшиеся многочлены получить, исходя из Fy (x); a ne us f; (x), 

Подобную же операцию можно вновь проделать над любым из многочленов Р) (х) ит.д. 

Если уравнение { (х) =0`имеет к ратн ыекорни, то { (х) и Р(х) имект общий делитель 
(п, 1.7-3). В этом. случае многочлен Р1(х) не является постоянной, и №(а). — М (5) есть 

чнсло корней между а и 6, причем каждый кратный корень считается только ‚один раз. 

1.7. РАЗЛОЖЕНИЕ МНОГОЧЛЕНОВ НА МНОЖИТЕЛИ 
И ДЕЛЕНИЕ МНОГОЧЛЕНОВ. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ДРОБИ 

1.7-1. Разложение многочленов на множители (см. также п. 7.6-6). Если 
миогочлен Г (х) может быть представлен в виде произведения многочленов /[ (х), 
[, (х),..-› [5 (х), то эти многочлены называются множителями (делителями) мно- 
гочлена К (х). Если х=х, — корень кратности т произвольного множителя {; (х), 
чо он является и корием кратиости М == т многочлена Р (х). Каждый (дейст- 
нинельный или комплексный) многочлен F(x) степени п относительно х может 
быть единспшенным способом , представлен в виде произведения постоянной 
и п линейных множителей (х — &,), именно 

F (x) SS agx” + ax” 1+... fa, 1x+a, = “о, п (т — к), (1.7-1) 

ede Xp— корни многочлена |(х); корню ху кратности ть, (п. 1.6-2) соответст- 
вует ть множителей (х—х,) (теорема о разложении многочлена 
намно жители). Каждая пара множителей [х — (ак -Н1®,)] и [х— (а, —10к)|, 
соответствующая паре комплексных сопряженных корней xp,—=ap--io, u 

хк =ав — к (см. также. п.` 1.6-ба), может быть объединена в действительный 
квадратный множитель [(х — ак)? -- вь:]. 

1.7-2. Деленне многочленов. Остаток. Частное Р (х)/! (х) от деления много- 
члена РА (х) степени № на многочлен } (х) степени пл < № может быть представ- 
лено в виде 

  

    

F (x) | AgxN + AN? + FAN — 

Г) вой ах" +... + ап 

== (бх^-п-- хм" +. + ON-n) + и, .(1.7-2) fF (x) 

где ocTaToK 7; (x) есть многочлен степени, меньшей, чем п. Коэффициенты 6, 
и остаток г! (х) определяются однозначно, например с помощью процесса 
деления углом (алгоритма деления). 

Остаток г! (х) отсутствует в том и только в том случае, когда много- 
член [(х) является делителем (п. 1.7-1) многочлена F (x). 

Остаток, получаемый при делении любого многочлена. |(х) на (х— 5), 
равен { (с) (теорема Бези). 

1.7-3. Общие делители и общие корни двух многочленов. Если многочлен g (x) 
является общим делителем (множителем) MHOrOoUeHOB F (x) nm f (x), TO ero корни являются 
общими корнями этих многочленов. Отношение (2), как и числовую дробь, можно сокра- 
тить на любой общий множитель числителя и. знаменателя. 

Многочлены 

Е (© = АМ -- дхХМ 1 -|-...-- АМ 

f (x) = agx” -- ax") +. На
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имеют по крайней мере одии общий корень (и, таким образом, общий делитель нену- 
левой степени) в том и только в том случае, если определитель порядка М -- п 

Ao Ay A, © ' geo в a 8 « » АМ—1 Ам о. ° ° 

=
>
 

    

о 0 

0 4 Д, А, ... , ово я Амр Амо . .. 0 

о. 4... 0 МА, А» .. . и. АТА» — o ® 0 1 2 АМ — 1 Ам 

Чо ay а2 s eee Qn-1 an . 0 ® e e e ¢q¢ e a € 0 

0 Qo а1 @2 fee e On_4 an 0 a e e e e e e e 0 

0 e > ® ® » e oe У 0 Qo а; а « а, _1 ay 

(1.7-3) 

(результант многочленов РА (х) и f(x)) равен нулю. В противном случае .Ё(х) и fF (x) 
взаимно просты. 

* Имеет место формула 
М п 

= N — RUF, fy) =(— DR Ef, F) == Аа П П (а —В,), 

где а, и В, — соответственно корни Р (х) и {(х). * 

Наибольший общий делитель (общий множитель наибольшей степени) многочленов 
Е(ю и [(х) определен однозначно с точностью до постоянного множителя и может быть 
найден следующим образом. Делим [(х) на г, (Хх), где г: (х) определен формулой (1.7-2) 
лолучаем остаток г. (х). Затем делим г, (х) на получившейся оста гок г» (х) и продолжаем 
этот процесе до тех пор, пока некоторый остаток, скажем, ry (х), не окажется равным 

пулю. Тогда остаток Г (x), умноженный на произвольный постоянный миожитель, и 

будет искомым наибольшим общим делителем. Если г, (5) =0, то наибольшим общим 
делителем будет сам многочлен } (х).' 

1.7-4. Разложение на элементарные дроби. Любое отношение в (х)/} (х) 
многочлена в (х) степени 7 и многочлена }(х) степени п > и? без общих кор- 
ней (п. 1.7-3) может быть следующим образом представлено в виде суммы п 
элементарных дробей, соответствующих корням х, (кратности ту) много- 
члена } (х): 

bp b b Cam У У ] = У k1 4. k2 $f . (1.7-4) 

Г _ k (¥—%p) © (¥— X,)? (x — x) 

Коэффициенты ву; можно найти одним. из следующих методов или же комби- 
нацией этих методов: | 

1. Если ть=! (х»- простой корень), то В ==а (хи}/} (хь)... 
2. Умножая. обе части равенства (4) на f (x) и приравнивая ко- 

эффициенты при одинаковых степенях х в обеих частях полученного 
равенства. 

3. Умножая обе части равенства (4) на {(х) и последовательно 
. т 

дифференцируя ‘полученное равенство. Пусть фи (х) =} (х)/(х—хь) *. 
Тогда бить Onmp-1» ... Последовательно находятся из соотношений 

  

& (Xk) = Camp Pr (Xk), 
&’ (Xp) = bem, Pe (Xe) + Onm,rPe KR)» , 
8" (Xp) = 0pm, Pe (Xe) + 20em,—1 Pp (Xe) 20pm, —2P re (XR) 

gh") (1p) = bam оО (xg) + tgbemg re ®) (eR) + 
“fp (mp — 1) Opmy- А) ив)... ты бы (вн).
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Элементарные дроби, соответствующие произвольной паре комплексных 
сопряженных корней а, -!|-{ю,» и аа —(®, кратности т», обычно соединяются в 

eta а Хит 
kl [(x—a,)? + of] [(~— ay)? + wp]? 7” [(x — ag)? op] ° 

Коэффициенты ск И а»; могут быть определены непосредственно описанным 
выше методом 2. Если сб (х) и {(х) — действительные многочлены (п. 1.6-6), то 
все коэффициенты бу, с»;, ар; в окончательном разложении на элементарные 
дроби действительны. 

Каждая рациональная функция от х (п. 4.2-2, с) может быть представ- 
лена в виде суммы многочлена и конечного числа элементарных дробей (см. 
также п. 7.6-8). Разложение на элементарные дроби играет важную роль 
в связи с интегрированием (п. 4.6-6, с) и интегральными преобразованиями 
(п. 8.4-5). 

  t+ Cro     (1.7-5) 

1.8. ЛИНЕЙНЫЕ, КВАДРАТНЫЕ, КУБИЧНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

И УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОЙ СТЕПЕНИ 

1.8-1. Решение линейных уравнений. Общее уравнение первой степени 
(линейное уравненне) 

ах=фб или ах—6=0 (а == 0) (1.8-1) 
имеет решение 

| _(1.8-2) 

1.8-2. Решение квадратных уравнений. Квадратное уравнение 

ах? -- рх --с=0 (а 52 0) `(1.8-3) 
имеет корни 

—Ь-- УЬ? — 4ac 
2а ) 

№12 == (1.8-4) 

где в случае, когда. а, 6 и с любые комплексные числа, ИР — 44а есть олно 
из значений квадратного корня. 

Если уравнение (3) действительно, то его корни х1 и х› либо действи- 
тельные различные, либо действительные равные, либо комплексные сойря- 
женные в зависимости от того, будет ли (п. 1.6-5) О == 52 — 4ас соответственно 
положителен, равен нулю или отрицателен. Отметим, что 

ж-л=— б/а и хх, = с/а. 

1.8-3. Кубичные уравнения: решение Кардано. Кубичное уравнение 

, x3 -+- ax2+ bx-+c=0 (1.8-5) 

подстановкой х=у—3 приводится к «неполному» виду 

2 3 b 

y+pytq=0, p=—>+4, g=2($)'—Pte, (1.8-6) 

Корни у4, Уз, Из «неполного» кубичного уравнения (6) равны 

A+B .А—В_ и=А-В, уз АРУ З, 

3 и im 
A=f—-t4y@, 8=f-4£_-Va. (1.8-7) 

че | 

где



44 — ГЛ. 1. ЭЛЕМЕНТАРНАЯ АЛГЕБРА. ГЕОМЕТРИЯ И ТРИГОНОМЕТРИЯ 1.8-4. 

причем в качестве А и В берутся любые значения кубичных корней ‘из соот- 
встствующих комплексных чисел, удовлетворяющие соотношению АВ == —р/З. 
Если уравнение (6) действительно, То (в тех случаях, когда это возможно) 
следует брать действительные значения этих корней. Если кубичное уравнение 
(6) действительно, то сно имеет или один действительный корень и два 
сопряженных комплексных ‘корня, или три действительных корня, по крайней 
мере два из которых равны, или три различных действительных корня в зави- 
симости от того, будет ли О соответственно положительно, равно нулю или 
отрицательно. В последнем случае («неприводимый» случай) можно восноль- 
воваться методом п. 1.8-4,а. Отметим, что. дискриминанты (п. 1.6-5) уравнений 
(5) и (6) равны’ —108 Q. 

- 1.8-4. Кубичвые уравнения: тригонометрическое решение. Пусть «неполное» 
кубичное уравнение (6} действительнс. 

(a) Если 9 < 0 («неприводимый» случай), To p<iOun 

: YV .р а 
U1" a= 2 3 cos 3° 

Из, = . 2 р — = cos (+ + +). (1.8-8) 

где Ч 

с0$ а = —=— 

°, 2V — (p/3)§ 
ф) Если 9>0, р>0, то 

re y= —2V 7/3 otg 20, yaa = ИЗ (ив 2а +1 УЗ созес 20), 

3 в (1.8-9a) 
iga = ш-В (тег +), шв=2 У (5} 5) (181 = 5). 

(с) Если Q 20, D<0, TO о 

ys = — 2/7 2/3 созес 20, vis = V— Р/В (созес 2a + 1¥3 сш 2а), 
где 

‘ 

3 ‘ 5 (1.8-9b) Уз (11 ^ _2 (- #9 , 2) tea= ptf (jai<t) зав=зИ (3) (181<5), В 

Во всех случаях берется действительное значение кубичного корня. 

1.8-5. Уравнения четвертой степени: решение Декарта — Эйлера. Уравне- 
ние четвертой степени 

wpa bx ox d==0 | - | _ (1.8-10) 

подстановкой х== у—+ приводится к «неполному» виду | 

yt + py? + qy+r=0. | (1.8-11) 

Корни #1, Yo: Ys; и «неполного» уравнения четвертой ‘степени (11) равны 
одному из выражений 

+ Уз: + Уз + Уз», (1.8-12) 

в которых сочетания знаков выбираются так, чтобы удовлетворялось условие 
. __ __ q . . . 

И, Уз. У2з =—%, | (1.8-13) 

причем 21, 2› и 2.— корни кубичного уравнения 

42 22 РИ —0. (1.8-14) 

| 1.8-6. Уравнения’ четвертой степени: решсние Феррари. Если и1 — произ- 
вольный корень кубичного уравнения 

yp — by* + (ag--4d) y—-a*? d+ 46 d—~—c#=0 | .(1.5-15)
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(резольвенты уравнения (10)), то четыре корня уравнения (10) находятая как 
корни двух квадратных уравнений 
  

2 | 
ие = + и (ежи) 2+ (5 н—е]х+й —d, (1.8-16) 

где подкоренное выражение в правой засти является полным квадратом. От- 
метим, что дискриминанты (п.1.6-5) уравнений (10) и (15) совпадают. 

? 

1.9. СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 

1.9-1. Системы уравнений. Решением некоторого множества (системы) урав- 
нений 

Ii (x4, Xo, ...)=0 ((=1, 2, ...) (1.9-1) 

с неизвестными Ху, Хз,... Называется множество значений неизвестных X15. 

х.,... удовлетворяющих одновременно каждому из ‘уравнений системы (1). 
Система (1) решена полностью, если найдены все такие решения. Часто можно 
последовательно исклю“ать неизвестные х,; из системы (1), например разрешая 
ОДНО ИЗ уравнений. относительно x} H подставляя волученяое выражение в ос- 

тавшиеся уравнения. Число уравнений и неизвестных таким путем уменьша- 

ется до тех пор, пока не остается решить одно уравнение с одним неизвест- 

ным. После этого процесс повторяется в обратном порядке, для нахождения 
второго неизвестного и Т. д. Решения можно проверить подстановкой. 

Чтобы исключить х:, скажем, из двух уравнений }+ (х:, Xe) =On f, (x, хз) = 0, rae 
fy (x4, x2) Wo fy (xy, хз) — многочлены ‚относительно х; их. (п. 1.4-3), рассматривают обе 
эти функции как многочлены относительно х; и составляют их результант А (п.1.7-3). 
Тогда`х, должно удовлетворять уравнению К = 0. , 

1.9-2. Системы линейных уравнений: правило Крамера. Рассмотрим систему 
п линейных уравнений с л неизвестными ху, Хо, .-., Ал: 

а11А1 Е а1эхо --...-РалтиАв = 1, п 

‚ ла -Р Iagke +... Назия = De, ИЛИ У, Finke = b1 (i=1, 2,..., 2). p (1.9-2) 
e e ® > ® ® e e ® e e ® e e e ® © ® b=! 

AnyX, + Ange ..--- @пп`п = би 

Если определитель системы (2) 
at @ 12 eee Qin 

D= det (aig) = = M22 +++ en (1.9-3) 

а Ang ee Ann 

не равен нулю, то система (2) имеет единственное решение 

р . 

Хь == -А (2 =1,2,... п) (правило Крамера), | (1.9-4) 

где О, — определитель, получающийся из р при замене элементов а1ь, эк, ... 
veep Ang Ё-Го столбца соответствующими свободными членами фу, да, ....би, или 

„ | 
Рь= >} Andi (R= 1, 2 oon 1), (1.9-5) 

ic} 

ге А; — алгебраическое дополнение (п. 1.5-2) элемента Qin в определителе 
D (cm. также пп. 13.2-3 и 14.5-3). 

1.9-3. Линейная независимость (см. также пп. 9.3-2, 14.2-3 и 16. 2-1, a). 
(а) т уравнений fj (x1, Xg, 000, %,)=20 ((=1, 2, ..., 1) или т функций 

В (ха, №, ‚а Ха), определенных при всех значениях лу, Х4. „.. Ал. линейно
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независимы, если 
т . 

из Toro, что У, М: (ль хо, ..„ Жи) ЕЕ О при всех значениях 
= _ (.9-6) 

хь №... Мп Следует, что д=А» ==...=Ат-==0. 

В противном случае эти т уравнений или функций линейно зависимы, т. е. 
по крайней мере одно из них может ‘быть представлено в виде линейной ком- 
бинации остальных. Это всегда имеет место в тривиальном частном случае, 
когда одно или более из уравнений fi (1, Хо, ... Хп) =0 есть тождество. 

п однородных линейных функций у Qiprtp (1=1, 2,... п) линейно незави- 
k= . 

симы в том и только в том случае, если ‘det [2.1 520 (см. также п. 1. 9-5). 

п 

Более общее утверждение: т однородных линейных функций 2 iR* (i= 1, 2 a coe, MN} 

линейно независимы в том и только том случае если (тп). ̀ матрица [а; в] имеет 

ране т (п. 13.2-7). 

(b) т множеств, каждое из которых состоит’ из л чисел xf! ), x), easy xf"); 

x, Xo, xs 25 Xl, eh), 2, cl (uanpamep, pemlenua cucTemtl ypapne- 
НИЙ или наборы компонент т штук п -мерных век кторов), линейно независимы, 
если 

1 . из У 1, x0) =0 (j= 1, 2, ..., 2) cnenyer. A, =A, =... =A, =0. (1.9-7) 
i= 

Это выполняется в том и только ‘том случае, если (mXn)-mampuya 

[x4 | имеет ранг т (п. 13.2-7). 
1.9-4. Системы линейных уравнений: общая теория (см. также (п. 14.8-10). 

Система т линейных уразнений с п неизвестными Ху, Х2» +00 Xn 

S airy =o; (i=1, 2,..., m) | (1.9- 8) 
k=1 | 

имеет решение в том и только в том случае, если матрицы 

Qyy @12 ... Ain а11 @12 ... @т 61 

eee eee eee eee 9 eee eee eee eee ees ’ 

(матрица системы и расширенная матрица системы) имеют один и тот же 
ранг (п. 13.2-7). В противном случае уравнения несовместны. 

Единственное решение, о котором говорилось в п. 1.9-2, существует, 
если г-=т==й. Если обе матрицы (9) имеют ранг г == т, то уравнения (8) 
линейно независимы при г=т и линейно зависимы при г< т (п. 1.9-3, а). 
В случае г< т некоторые т—г уравнений можно выразить в виде линейных 
комбинаций остальных г уравнений (независимых), и им удовлетворяют реше- 
HHA 9THX г уравнений. Линейно независимые уравнения определяют неко- 
торые г = т неизвестных как линейные функции остальных п — г неизвестных, 
остающихся произвольными. 

1.9-5. Системы линейных уравнений: п однородных уравнений с п неиз- 
вестными. В частности, система п однородных лицейчых уравнений с п неиз- 
вестными 

Уаихь=о (=1, 2,.,., п) (1.9-10) 
k=l
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имеет решение, отличное от тривиального (нулевого) решения Х1 ==хХа==...== 
=х,=0, в том и только в том случае, если р =ае [а;,|=0 (см. также 
n. 1.9-3, a). ` 

В этом случае существует точно п—г линейно независимых решений x), 
. ). . ПГ n—r — Xo yeees x{1); x, х?)..., х9);...; x" ) xv ),..., xin "), ede r—~paxe mam- 

рицы системы (п. 1.9-4). Наиболее общим решением тогда является 

п ‘ 

(j ; х:= У, сх P (1=1,2,... п), (1.9-11) 
| = | 

где с; — произвольные постоянные (см. также п. 14.8-10). 
В важном частчом сяучае, когда г=п— 1, 

где А,;— алгебраическое дополнение (п. 1.5-2) элемента ау в onpedeaumese 1) 
(причем Е выбрано так, что хотя бы одно из Аь; (|=1, 2, ...„ п) отлично 
от нуля) есть решение при любой произвольной постоянной с. Это значит, 
что все отношения х/хь определены однозначно; решения (12), получающиеся 
при различных таких значениях А, тождественны (см. также н. 14.8-6). 

1.10. ФОРМУЛЫ, ОПИСЫВАЮЩИЕ ПЛОСКИЕ ФИГУРЫ И ТЕЛА 

1.10-1. Трапеция (стороны а, В, с, 4; аи Ь параллельны; высога й есть 
расстояние между а и 6; площадь 5): . 

a—b--c+d 
$=5 (ав) №, A= И; 6 —а5) (s—c) (s—d), Tae s= : 

Трапеция является параллелограммом при а==ь (тогда с=@) и ромбом 
mph a==b=c=d. 

  

Таблица 1.10-1 

Правильные многоугольники (длина сторопы равна а) 
  

  
    

  

Радиус , Радиус _ 
Ч исло n ij описанной вписанной Площадь 

равильны 
сторон многоугольник окружности окружности $ = =. 

| R= Fein п) "7 О) 

а я а = а? _ 
3 | Треугольник 3 V3 в и 7 V3 

4 Квадрат 5 v2 5 as 

1 5! “| 5 им 
6 Пятиугольвник а V3 ve a У 4 + vs + V 25+ 10 75 

Q ore 3 — 
6 Шестиугольник а oF V3 5 а? УЗ 

. УЗ | а > x 
8 Восьмиугольник а 1-+—- 5 + V2) Qa? (1 4-2) . 

10 Десятиугольник , 5 (1+ V5) 5 V5 + 2V5 2 a? V5+2V8 2у5                
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1.10-2. Правильные многоугольники. В табл. 1.10-1 приведены выражения 
для радиусов описанной и вписанной окружностей и для площади некото- 
рых правильных многоугольников. 

1.10-3. Круг (радиус г). 
(а) Длина окружностн 2лг, площадь л/2. 

‚ (6) Центральный угол, равный ф радианам, определяет дугу длиной гф, 
сектор с площадью г2ф/2, хорду длиной 2r sin (9/2), сегмент с площадью 
r (p—sin @)/2. 

(с) Площадь между окружностью радиуса г; и заключенной внутри нее 
ей ooo концентрической) окружностью радиуса г. равна м (г. -- го) Х 
le 
1.10-4. Призмы, пирамиды, цилиндры и конусы. 
(а) Объем призмы или цилиндра с основанием $: и высотой # равен #51. 
(6) Объем пирамиды или конуса с основанием $, и высотой й равен #513. 
(с) Объем усеченной пирамиды или’ конуса с основаниями Si So H BbICO- 

той А равен А (51-Е У $.5.- $2)/3. 
(9} Боковая поверхность прямого кругового ‘конуса с’ ради усом основа- 

ния ги высотой В равна л/У 72 --12. 
1.10-5. Тела вращения (см. табл. 1.10-2). 

  

Таблица 1.10-2 

Тела вращения 

  

Тело Площадь поверхности Объем 

  
C
i
 
>
 

} Сфера радиуса г 4 г?     

2 Сплюснутый эллипсонд 
вращения (сфероид) (< (Ось 

, BF. 52, |-{е 4 
> и ——:; 2ла? — In —— ~ g Za > 2b, & 1 28 | ла +H Nim; 3 7a*d 

вращение вокруг малой 
оси.) mS 

  

3°] Вытянутый эллипсоид 
вращения (Ось 2а > 2b, 

Be 
# =// 1 — „5 вращение 

вокруг большой оси.) 

  

5]
 a
t
 

So
 215? -- 2п г arcsin @ лаб: 

» >
 

  

4 Тор, образованный вра- 
щением круга радиуса. r 
вокруг оси, отстоящей 4n?Rr 2д2Юг: 
на расстоянии АЮ от 
центра 

  

5 Сферический - сегмент 
радиуса г, заключенный 
между параллельнымн д. 
плоскостями; й — рас- 2nrh + 1 (72 + 73) “A (37? -+ Зи 1?) 
стояние между плоско- } 6 4 
стями; г:, Г. — радиусы 
оснований           
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1.10-6. Правильные многогранники, В таблице 1.10-3 приведены основные 
элементы всех правильных многогранников. 

Таблица 1.10-3 

(Пять правильных многогранников 

{Длина ребра равна а; соответствующие числа АР граней, Е вершин и К ребер 
связаны формулой Эйлера Е -- РЕ К = 2 *)) 
  

  

  

  

      

                

at MUO. Число и тип Радиус я - Радиус 4 Площадь о - 
гогран- граней о сферы, вписанно _ поверхности бъем 

НИК ры сферы 

Тетраэдр 4 равносто- а ors а = а x 
POHHHX Tpe- 4 v6 15 V6 а УЗ 15 v2 
угольника 

Куб 6 квадратов 5 УЗ 5 6a? а 

Октаэдр 8 равносто- а ors | . x а „= 
ронних тре-- о У? 6 v6 2а: УЗ 3 V2 
угольников - 

пеар | ау) УЗ | @1/ 4 | СХ | 5 78) 
угольников |“ 4 У5 ХУ 56-275) 4 

И косаэд 20 равносто- [@ 1/11. ‚Е 5 5 : 
P pon x Tpe- | 4 И: (5+У5 Заз УЗ 15 4? (3-- У5) 

УГОЛЬНИКОВ 

* Формула Эйлера спразедлива для любого выпуклого мвогогранника,       

1.11. ТРИГОНОМЕТРИЯ НА ПЛОСКОСТИ 

1.11-1. Вводные замечапия. Прямоугольные треугольники. Тригономегрия 
на плоскости описывает соотношения между сторовами и углами плоских 
треугольников в терминах тригонометрических функций (п. 21.2-1— 21.2-4); 
заметим, что все плоские фигуры, ограниченные пря- 
мыми линиями, можно рассматривать как комбина- 
ции треугольников. Так как каждый плоский треуголь- 
ник Можно разложить ва прямоугольные треугольники, 
то наиболее важными тригонометрическими соотношения- 
ми являются соотношения между ‘сторонами и углами 
прямоугольных треугольников.   

  

и ь ом прямо: Рис. 1.11-1. `Прямо- 
гипотенузой с: о .° угольный ик pee One 

A+ B= 90°, а? -|- 5? = с? ( теорема Нифагора), 

sin A=cos B =-£, sin B = cos A=, \ (11-1) 

tgA=ctg B= = 4, tgB=clg A= 2. |
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1.11-2. Свойства плоских треугольников. В каждом плоском треугольнике 
(рис. 1,11-2) сумма углов равна 180°. Сумма любых двух сторон больше тре- 

тьей стороны, против большей из двух сторон лежит 
больший угол. 

Треугольник на плоскости единственным образом 
определяется (с точностью до преобразования симметрии): 

1) тремя сторонами, 
_ 2) двумя сторонами.и углом, заключенным между 

НИМИ, 
3) стороной и двумя прилежащими к ней углами. 

В каждом плоском треугольнике три биссектрисы его углов 
Рис. 1.11-2. Косо- пересекаются в центре М вписанной окружности. Три перпен- 
Угольный треуголь- дикуляра к его сторонам, проходящих через середины этих сто- 

НИК. рон, пересекаются в центре Л онисанной окружности, Три ме- 
дианы пересекаются в центре тяжести С треугольника. Три 
высоты треугольннка пересекаются в точке Н, лежащей ва 

. 
— > —^ 

одной прямой с точками Ги С, причем НС : СР =2. Середины сторон, основания высот 
и середины отрезков, соединяющих ЯН с каждой из вершин треугольника, лежат ва 
одной окружности (окружность девяти точек, окружность Фейербаха). Центр этой 
окружности есть середина отрезка НР ` 

1.11-3. Формулы для решения треугольников. В нижеследующих соотно- 
шениях А, В, С являются углами, лежащими соответственно против сторон 
а, 6, с треугольника. Площадь треугольника обозначена через $5; А иг явля: 
ются соответственно радиусами описанной и вписанной окружностей, ар== 

= (a-+b+0). 

  

Таблица 1. 11-} 

Решение плоских треугольников 
(Все остальные случаи получаются циклической перестановкой.) 
  

  

  

    

  

  

  

= — 

я 

р Использованные формулы Условия существования 
> Даны (АВС == 18%°) | решения 

о 

1 Три стороны а, 6, с А, В, С из (2) или (5). Сумма двух сторон должна 
быть больше третьей 

2 Две стороны и угол B+C — 90° А. 
между ними БВ, с, А 7. о’ 

В = из (6) илн (7), затем 

В и С; или В, С из (3) и (4): 

bsinA Г 

= cos A’ 

а из (3) или (4) 

3 Одна сторона и два 6, с из (3); 

угла а, В. С А == 180° —В-—С 

4 Две стороны и угол | из (3); , Задача ‘имеет одно реше- 
против одной из них __ 6 зп А ние, если bc; Ba реше- 
6, с, В — п В’ ния, если б < с, сз В<Ь; - 

одно решение, если 6 <с, 
сэт В сп В =; при b<c, 

sin C =—> ¢sin8>b pements Het 

A = 180° — B—C          
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Для того, чтобы получить все формулы, необходимые для решения тре- 

угольников, нужно произвести одновременную циклическую перестановку А, 
В, С иа, 6, с. Табл. 1.11-1 позволяет вычислить все стороны и углы тре- 
угольника по определяющим: его сторонам и углам. . 

a? = b®-++ c2— 2bc cos A = (b-+-c)? — 4bc cos? + теорема косинусов), (1.11-2) 

а b с   

  

        

  

Sind tine = ae =2R (meopema cuxycos), (1.11-3) 

c=acos B+-bcos A (imeopema o npoeKyunx) - (1.11-4) 

_ A (9 ~ b)\(p —¢) A p(p — 4) 
ЗП РУ ee OS fat) 28-9, 

А_ 1] ye —2) 1.11-5 
teg=+V p (p— 4) ( ) 

2 
sin A =~+- и И p(p—a) (p—6) (p—o), 

B+C : 
tg . 

b +¢ 2 . ВС» (1.11-6) 
tg 

(6-+-c) sin 4 =a cos 25S, | (b —c) cos 5 =а sin ве (1. 11-7) 

А ‚ В с 
г = (р— а) въ =(р— 6) ву =(р-с в = 

_ A.B. C A, B,C 
=4R sin 3 sing sin 7 =P tg 7 te gy tes, (1, 11-8) 

p= StI tear cos $ cos = cos S., (1.11-9) 

1 1 i ; 
S=7ab sin C= z be sin A= Zac sin B= 

=V p (p—a) (p—b) (p—c)= 
oo! ор: abe 

= 2R? sin A sin B sin C= 7,-=pr. (1.11-10) 

b | 
Длина высоты hg = 5 (S=5 ah). 

  
Длина биссектрисы Wy УИ (a-+-b-+-c) (6-++-c—a). 

  1 
Длина  медианы = Mg= 252-25 —а?. 

1. 12. СФЕРИЧЕСКАЯ ТРИГОНОМЕТРИЯ 

1.12-1. Введение. Сферические треугольники. На поверхности шара 
кратчайшее расстояние между двумя Точками измеряется вдоль окружности 
большого круга, т. е. окружности, плоскость которой проходит через центр 
шара (геодезической, п. 17.3-12). Вершины сферического треугольника 
являются точками пересечения трех. лучей, выходящих из центра шара, 
и сферической поверхности. Сторонамн а, 2, с сферического треугольника
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называют те углы между лучами, которые меньше 180° *). Каждой стороне 
треугольника соответствует дуга большого круга ва поверхности шара 

(рис. 1.12-1). Углы А, В, С сферического 
треугольника, противолежащие сторонам а, 
р, с соответственно, представляют собой, по 
определению, меньшие, чем 180°, углы между 
дугами больших кругов, соответствующими 
сторонам треугольника, или углы между 
плоскостями, определяемыми данными лу- 
чами. 

  

Сферическая тригонометрия занимается изу- 
чением соотномений между сторонами и углами 
сферических треугольников (например, на поверх- 
ности Земли и на небесной сфере). Однако фи- 
зики И инженеры во многих задачах предпочи- 
тают использовать преобразования - вращения 
(п. 14. 10-1), а не сферическую тригонометрию. 

1.12-2. Свойства сферических треу- 
гольников. Каждая сторона и ‘угол сфери- 

рис. 1.12-1. Сферический треу- ческого треугольника по определению мень- 

‘ ГОЛЬНИК. ше 1 ° . 

. Геометрия на поверхности шара являет- 
ся неевклидовой (см. также п. 171.3-13); 

в каждом сферическом треугольнике сумма сторон заключена между О и 360°, 
сумма углов заключена между 180° и 540°. В каждом сферическом треуголь- 
нике против большей стороны лежит больший угол. Сумма любых двух сторон 
болыше третьей стороны, сумма любых двух углов меньше, чем 180° плюс 
третий угол. 

Сферический треугольник единственным образом определяется (с точностью 
до преобразования симметрии): 

1) тремя сторонами, 
2) тремя углами, 
3) двумя сторонами и заключенным между пими углом, 
4) стороной и двумя прилежащими к ней углами. 

  

‚ Замечание, Для каждого сферического треугольника. можно определить большие 
круги, играющие роль перпевдикуляров, проведенных черёз середины сторон, биссектрис, 
медиан и высот. Плоскости трех больших кругов каждого типа пересекаются по прямой. 

В полной аналогии с описанной окружностью плоского треугольника : существует 
описанный прямой круговой конус, содержащий три прямые линии, определяющие тре- 
угольник; ось этого конуса есть прямая, по которой пересекаются .плоскости перпенди- 
куляров, проведениых через середины сторон.- Существует также вписанный прямой кру- 
говой конус, касающийся трех плоскостей, соответствующих сфернческому треугольнику; 
ось этого конуса есть прямая, по которой пересекаются плоскости биссектрис. «Радиус» 
описанной, окружности и «радиус» вписанной окружности представляют собой углы, рав- 
ные соответственно половинам углов при вершинах первого и второго конусов. 

Если А — радиус шара, То площадь $ р сферического треугольника выражается фор- 

мулой 
° . SR = Ю?е, . (1,12-1) 

где е — сферический эксцесс (избыток); 

е=д+В-С—л. (1,12-2) 

измеряемый в радианах. Величина d = dn — (а-+- 6 -|- с) вазывается сферическим дефектом, 
Полярный треугольник, соответствующий данному сферическому треугольнику, оп- 

ределяется тремя лучами, перпендикулярными к плоскостям, связанным со сторонамн 
данного треугольника. Если один сферический треугольник полярен относительно дру- 
гого, тои второй будет полярен относительно первого. Стороны одного из полярных от- 
носительно друг друга треугольников дополняют. углы другого до 180°. Таким образом, 
каждая теорема или формула, относящаяся к сторонам и углам треугольника, может 
быть преобразована в теорему или формулу об углах и сторонах полярного треугольника. 
  

*) Если один из этих углов равен 180”, то сферический треугольник вырождается 
в полуокружность большого круга. -
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1.12-3. Прямоугольный сферический треугольник. В прямоугольном сфе- 
рическом треугольнике по меньшей мере один угол, например С, равен 90°; 
противоположная сторона с называется гипотенузой. Соотношения между сто- 
ронами и углами прямоугольного сферического треугольника могут быть из- 
влечены из следующих двух мнемонических пра- 
вил Непера: 

‚ В диаграмме на рис. 1.12-2 синус любого из. 
указанных . в ней углов равен 

1) произведению. тангенсов двух углов, прилежа- 
щих к нему на диаграмме, 

2) произведению косинусов двух углов, противо- 
лежащих‘ ему на диаграмме. 

Пример. Найти стороны и углы прямоугольного 
сферического треугольника. зпая гипотенузу с и стороцу а. 

Эта задача имеет решение только при условии 
п а 5 вы с: тогда 

sin a- 

since’ 

cos ¢ 

cosa 

      

° 6056 == , cos B = 84, sin A= 
. tec’ . 

Замечание. Если а меньше, равно или больше Рис. 1.12-2. Правила Непера. 
90°, To H A соответственно меньше, равво или больше . 
90°, и наоборот. 

Если даны аи А. то задача имеет решение только 
в том случае, когда предыдущее условие выполнено и, кроме того. sin a<sin АД; если 
а 5-Е А, то решений два. 

Если даны А и В, задача имеет решение только при выполнении условий 90° < А+ 
-- ВХ 270° и — 90° < А— В < 90° (см. п. 1.12-2). 

Сферический треугольник со стороной, равной 90°, называется квадрантным тре- 
угольником и может рассматриваться как полярный треугольник прямоугольного сфери- 
ческого треугольника. 

Ко всем задачам, включающим решение сферических треугольников (пря- 
моугольных или косоугольных), настоятельно рекомендуется делать эскиз, 
ясно показывающий, будут ли различные углы и стороны меньше, равны 
или больше 90°. 

1.12-4. Формулы для решения сферических треугольников (см. также 
рис. 1.12-1) В следующих ‘ниже: соотношениях А, В, С являются углами, 
противолежащими соответственно сторонам а, 65, с сферического треугольника. 
«Радиусы» описанного и вписанного конусов обозначены соответственно через 
гир. Формулы, не включенные в перечень, могут быть получены одновременной 
циклической перестановкой А, В, С и а, В, с. Таблица 1.12-[ позволяет вы- 
числять стороны и углы любого сферического треугольника но трем подходящим 
образом заданным сторонам и/или углам. Неравенства, отмеченные в начале 
п. 1.12-2, должны быть приняты во внимание, для того чтобы исключить 
посторонние результаты при решении треугольников. 

sina sin b sin с 

        

  

| nd ane ane (neopema синусов), | (1.12-3) 

cos a=cos bcosc-+ sin b sinc cos A (теорема косинусов для сторон), . (1.12-4) 

‘cos A =— cos BcosC-+-sin B sin C cosa’ (meopema косинусов для углов), (1.12-5) 

b + с B+C _4,a,. B-—C 
8 —— со —— = tg 5 0$ —5—, 

веет и 
, (аналогии Непера) ({.12-6) 

бы 

b—c, | 

2°) 
ts 

  

© sin 

  

— 

  

=ctg 4 5 sin
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Таблица ЕЁ, 12-1 

Решение сферических треугольников 
(см. формулы п. 1.12-4 и рис. 1.12-1) 

  

  

  

  

  

  

  

    

  

      

= 

я . Даны Формулы для вычисления Условия существования 

я 
о 

| Три стороны А, В, С из (8) и цикличе- O<a-+b-+ec< 360° 
abc ской перестановки . ° 

9, Сумма двух сторон должна 
быть больше третьей 

2 Три угла а, 6, с из (8) и циклической 1809 < АВС < 540°; 
АВС перестановки le , 

as ] Сумма двух углов должна 
быть меньше 180° плюс тре- 
тий угол 

3 Две стороны и за- - ВС B—C 
ключенпый между 2 2 ИЗ (6), 
ними угол - 

A затем В и С; а из (7), (8) 
Ь, с. или (4) 

4 Два угла и заклю- b+ec b—c 
чениая между ними и (6), 
сторона 

в Са затем Би с; А из (7), (8) 
. или (5) 

5 Две стороны и про- С из (3); А иаиз (6) Задача, имеет одно или два 
тиволежащий одной решения, если 

из них Угол sinc sin B <sin b. 
b, c, B 

Сохраняются те из вели- 
чин С, для которых А-— В 
и а—6 имеют одинаковый 
знак; 

A+ B— 180° 
и О 6 — 180° 

также должны быть одного 
знака 

6 Два угла и проти - с из (3); А иавз (6) Задача имеет одно или два 
волежащая одному из решения, если 

них сторона sin b sin C <sin B, 
В, С, Ь 

Сохраняются те из вели- 
чин с, для которых А-— В 
и а—6 имеют одинаковый 
знак; 

А-- B — 180° 
H a-+b— 180° 

также должны быть одного 
знака          
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A. b+¢ - a B—C , 

    

  

  

                 

    

       
  
  

  
  

  
      
  
  

  
  

  
       

  

  

  

sin 5 sin 2 —= $Ш 5 cos 5) 

. А се - а B+C 
~~ COS == COS — COS , $115 2 2 2 (аналогии Деламбра (1.12-7) 

.b6—c  . a. B—C и Гаусса) . 
2 2 2 2 ’ 

A b—c a. B+C 
cos => a = COS 5 sin 9? | 

at+b+e 5 —АЕВ-С ) 

= SS 
~ A sin (s— b) sin (s —¢) 

sil 5. =) sinbsine ’ 

A -V sins sin (s—a) — ‚ (формулы половинных 
cos 5 — sinbsine ' углов) (1.12-8) 

а __ — cos S cos (S — A) 
мп 5 — sinBsinc ° 

а _ у = (S—B)cos(S —C), 
608 5 = sin B sin С , 

} сви = ]/ 59° isa A) cos (S—B) cos (S — C) | 
— с05 $ 

_ silt (s—a) sin (s — 6) sin (s =o) 1.12-9 
tg o=-V sin s : ( ) 

__ $18 (5 — а) а _ с0$ (5$ —А). | 

В о ’ tg 2 “ter \ J 

g2—V tg Stg5 Ss tg <5, (1.12-10) 

A . gat 

tg (7—=)= = (Уравнение Люилье). (1.12-11) 

  

tg = tg 

Некоторые тригонометричес кие соотношения становятся особенко удобными для 
вычислений с помощью логарифмов, если в них использованы повые тригонометри- 
ческие функции 

vers A=1—cos A, covers A =1— sin A, hav A => (1— cos A). (1.12- 12) 

Таким образом, если имеются в наличии таблицы функции Вау, то для решения сфе- 
рических треугольников можно использовать следующие формулы: 

sin (s — 5) sin (s — о 
sin 6 sine ‚ hav az==hav (6—c) + sinb sin chav A. (1.12-13) hav A =   

Другие аналогичные соотношения можно получить циклической перестановкой.



| ГЛАВА 2 

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ НА ПЛОСКОСТИ 

2.1. ВВЕДЕНИЕ И ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 

2.1-1. Вводные замечания (см. также п. 12.1-1). Гебметрия занимается изуче- 
нием объектов, которые могут быть в Том или ином смысле отождествлевы 
с точками, и представляет собой математическую модель, воспроизводящую 
отношения между этими объектами. В основе каждой геометрической системы 
лежат определенные аксиомы. Они могут быть выбраны таким образом, чтобы 
соответствующая модель отражала свойства реального физического простран- 
ства. Однако задачей геометрии является также логическое построение самых 
разнообразных аксиоматических систем, в том числе и таких, которые 
не всегда отвечают наглядным „представлениям. В аналитической геометрии 
точка определяется системой чисел (ее координат), и, следовательно, геомет- 
рические факты записываются в виде соотношений между координатами. 

Главы 2 (аналитическая геометрия на плоскости) и 3 (аналитическая гео- 
метрия в пространстве) следуют тому способу изложения, который принят 
в большинстве элементарных курсов: основные понятия геометрии предпола- 
гаются известными и просто переводятся на язык алгебры, становящейся 
вследствие этого средством исследования геометрических форм. 

В гл, 17 кратко изложен и использован более глубокий метод, состоя- 
щий в построении различных геометрических систем.на основании заданных. 

аксиом. В пп. 17.1-1 — 17.1-6 содержатся краткие 

  

П 9/. Г. ‚ сведения из дифференциальной геометрии плоских 
р" ————89 кривых, включая определения касательной, нор- 

Е, (61) мали и кривизны. 
4 / 2.1-2. Декартова система координат. Декартова 

oO Е (10) / система координат связывает с каждой точкой Р 
7 д плоскости, на которой выбраны две направлен- 
ГИМН, ные прямые (оси координат) Ох и Оу, пересекаю- 

И т ` Щиеся в начале координат О (рис.  2.1-1), пару 
р 21-1, Tip  екарт действительных чисел, абсциссу х и ординату 

ИС. &.1-1, авая арто- . . 
ва косоугольная система” ко- у; при этом пишут P(x, У). Прямая, проходящая 
ординат. Отрезки ОЕ, и через точку Р параллельно оси Oy, пересекает 

ОЕ; — единицы масштаба на ось Ох в точке Р’. Аналогично прямая, прохоля- 
осях. щая через точку Р параллельно Ох, пересекает 

Оу в точке Р”’. Величина направленного отрезка 
ОР’=х (положительная, если. направление ОР’ совпадает с направлением 
оси Ох, и отрицательная в противном случае) и определенная аналогичным 
способом величина ОР’’==иу называются декартовыми координатами точки Р. 

В общей (косоугольной) декартовой системе координат ‘угол « между 
осями Ох и Оу может принимать значения 0< о < п(правая система) или 
—л<®< 0 (левая система). Если для измерения отрезков ОР’ и ОР*’”. исполь- 
зуются различные единицы длины, то система координат называется общей 
декартовой или аффинной. 7 

Оси координат делят плоскость на четыре .квадранта (рис. 2.1-1). Абсциеса х поло- 
жительна для точек (х, и), расположенных в квадрантах / и ГУ, отрицательна в квадран- 
тах Ш и 111, равна нулю для точек оси Ой; ордината у положительна для точен
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в квадрантах ./ и 1/1, отрицательна для точек в квадрантах 1 и ТУ. равна нулю для 
точек оси Ох. Началом координат служит точка (0, 0). 

Замечание. Аналитическая геометрия на евклидовой плоскости постулирует 
взаимно однозначное соответствие между Точками прямой и действительными чнелами 
(«координатная» аксиома, аксиома непрерывности, см. также 

    

3-1). У] 

2.1-3. Правая декартова прямоугольная система т — 2 (2.4) 
координат. В правой декартовой прямоугольной снсте- Л р p f oy 
ме координат направления осей выбираются так, что. у | 
поворот оси Ох на п/2 в положительном направле-. yg | 
нии, т. е. в направлении, противоположном враще- +, | = 
нию часовой стрелки, совмещает полуось положитель- р jz | у 
ных х с полуосью положительных у. При этом условии , 
координаты х, у равны соответственно расстояниям нс Системы ко 
от координатных осей Ох и Оу до данной точки Р, тои eae nan и 
определенным по величине и знаку (рис. 2.1-2). полярная. 

В этой главе, если не оговорено противное, 
всегда применяется. правая декартова прямоугольная система координат. 

2.1-4. Основные формулы в декартовых прямоугольных координатах. 
1. Расстояние 4 между точками Р\ (х1, и1) и Ps (Xa Yo) 

  

  

  

d=V (x, — x1)? + (Y2 — из. (2. 1-1) 

2. Yron ) между двумя направленными отрезками Р.Р. и PsP, 

cos p=" (ха — X41) (Xa — Xn) (Yo — 91) (Ya — Ys) (2. 1-2) 

У (ха — X41)? + (Yo — и)? У (ха — X3)? + (Ya Ys)? 

Направляющими косинусами направленного отрезка Р.Р, называются косинусы 

    

  

  

углов С. И ay, = > — au, образованных отрезком с положительными направлениями 

координатных осей: 

Х2 — Х1 
cos a. . 

V (x2 — 1)? + (Ye — 91)? (2 1 3) 

cos O == sin 0, = Ye Ya 
Ум — 2X4)? + (y2 — yo? 

3. Координаты х, у точки Р, делящей направленный отрезок P,P. между 
точками Р: (х1, и) и Р: (хо, Ye) в отношении P,P: PPg=m: n=}: |, onpene- 
ляются ' формулами 

x= MXq -+- NX, __ *1 + AX   

  

m+n ^ ТА 
оо <<. (2.1-4) 

__ туз ++ пл yr tAye 
У ти ТА 

Координаты середины отрезка РР»: | | 

д, у, (2.1-5) 

Хх При 0 <^ < с точка Р лежит внутри отрезка Р.Р», а при—1 <^<0 
H—CO<A<—1—bue его. При ^А=0 точка Р совпадает с точкой Р., а при 

/, — +: со точка Р стремится к точке Р.. 
Формулы (4) сохраняют смысл при ^, =— 1, если прямая дополнена несоб- 

ственной или «бесконечно удаленной> точкой, которая делит ‘любой отрезок 
этой прямой в отношении, равном —1.Х 

4. Площадь S треугольника ‹ с вершинами P, (x3, у1), Ра (хо, уз), Рз (хз, из) 
определяется формулой 

жа | .. | 
S=5 в | = be (а — уз) -Н ла (из — ул) Е (уз). (2-1-6)
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В частности, если хз==уз=0, то 

м № — 1 
а 

5$: (уз — хо). (2,1-7) 
  

  

Звачение 3 положительно, если направление обхода Р.Р.Рз совпадает с поло- 
жительным (против часовой стрелки) направлением вращения, 

2.1-5. Преобразование декартовых координат при параллельном переносе 
осей. Пусть х, у— координаты произвольной точки Р относительно декартовой 

системы коордннат; пусть Х, У— координаты 
gh ZA этой же точки Р относительно другой декарто- 

_ вой системы координат, оси которой соответ- 
Pa FHP ственно параллельны осям первой системы и 

| направлены так же, как они, и начало кото- 
| рой имеет относительно системы Охиу’ коорди- 
| | наты хо, #0. Если на осях этих систем выбра- 

  
  

НЫ одннаковые единицы масштаба, то коорди- 

г —>= маты х, и связаны с x, y следующими форму 
”  дами преобразования (рис. 2.1-3): 

        
      > Х=х-Х y= — 

‘ , X=X-+Xo, = +1 . 
Рис. 2.1-3. Параллельный пере- 0 Y=YT Yo 

нос осей координат. 
Уравнения (8) допускают еще одно истолкование. 

Если рассматривать х и у как координаты относитель- 

но первоначальной системы координат (т. е. системы Оху), то точка (x, y) может быть 
получена из точки (х, и) при помощи перенога на — хо в направлении оси Ох и на — Yo 
в направлении оси ‘Oy. Применение этого 
преобразования к каждой точке некоторой пло- 
ской кривой можно рассматривать как преоб- 
разование переноса кривой. 

2.1-6. Преобразование декартовых пря- 

моугольных координат при повороте осей. 
Пусть х, у— координаты некоторой точ- 
ки Р ‘относительно декартовой прямо- 

угольной системы координат. Пусть х,' 
у— координаты этой же точки относитель- 
но новой прямоугольной системы коор- 
динат с тем же началом, расположенной 
относительно системы Оху таким обра- 

зом, что угол хОх между осью Ох и 

осью Ох равен 8; угол отсчитывается в 
положительном направлении (рис. 2.1-4). 

При одинаковых единицах масштаба на осях координаты х, и связаны с ко- 
ординатами х, у следующими формулами преобразования: - 

      

  

Рис. 2.1-4. Поворот осей координат. 

x==x cos 0-+-y sin 6, у=— хп 0-- усо$6, 
или _ ^ _ _ (2.1-9) 

=x cos 9—y sin 6, y=x sin 6-+-y cos 6. 

Если рассматривать х, ии x, y как координаты двух различных точек относительно 
одной И ТОЙ Же системы ‘координат, то формулы (9) определят преобразование поворота 

на угол — 0 вокруг начала координат, переводящее точку (x, у} в точку (x, y)- 
2.1-7. Одновременный перенос и поворот координатных осей. Если начало 

координат системы Оху из п. 2.1-6 не совпадает с началом системы Оху и
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имеет относительно последней коордиваты хо, и, то уравнения преобразова- 

ния принимают вид 

X= (X — Xp) Cos 8-+- (y — yo) sin 4, 

y=— (x— x) sin 8-++ (y— yo) Cos 6, 
или | (2.1-10) 

x=Xy +x cos 6 —y sin 6, 

Y =Yo--+-x sin 6-+ y cos 8. 

Формулы (10) позволяют найти зависимость между координатами точки 
в любых двух правых декартовых прямоугольных системах координат с оди- 
наковыми единицами масштаба на осях. 

Формулы (10) определяют также преобразования переноса и вращения, переводящие 

точку (х, и) в точку (х ‚и), где обе точки рассматриваются в одной и той же системе 
координат. | 

Замечание. Преобразования (8), (9) и (10) не изменяют расстояния (1) между 
двумя точками или величину угла, определяемую формулой (2). Соотношения, состав- 
ляющие содержание евклидовой геометрии, не изменяются при преобразовании переноса 
и поворота, т. е. инвариантны относительно этих преобразований (см. также пп. 12. 1-5, 
14.1-4, 14.4-5). 

2.1-8. Полярные координаты. Полярная система координат на плоскости 
задается точкой О (полюс) и направленной прямой Ох (полярная ось). С каж- 
дой точкой Р плоскости, на которой задана полярная система координат, 
можно связать определенную пару чисел р, ф (полярные координаты). Поляр- 
ный радиус р есть длина отрезка ОР, а полярный угол ф— радианная мера 
угла хОР, отсчитанная в направлении, . противоположном вращению часовой 
стрелки (см. рис. 2.1-2). Угол ф определен с точностью до слагаемого 2^л, 
где к — любое целое число. Точка (0, ф) по определению совпадает с точкой 
(—0, P = л); это условие связывает определениую точку плоскости с каж- 
дой парой чисел (р, ф) не только при положительных, но и при отрицатель- 
ных значениях р. Для полюса О величина ф не определена. 

Замечание. В отличие от декартовой системы, полярная система координат 
не устанавливает взаимно однозначного соответствия между парами чисел (0, Ф) и то\- 
ками плоскости. Одпако в большинстве приложений возникающая в результате этого 
неопределенность может быть устранена. 

Если полюс и полярная ось совпадают соответственно с началом О и 
осью Ох прямоугольной системы координат (см. рис. 2.1-2), то при условии, 
что для измерения г, хи у использованы равные единицы масштаба, декар- 
товы и полярные координаты связапы следующими формулами преобразования: 

х= р с05 ф, у=р 51 ф, 

  

= (2.1-11) 
р=У 2-92, Ч ф=-^, х520. 

Имеют место следующие формулы (р, ф — полярные координаты); 
1. Расстояние 4 между точками (р1, M1) H (D2, P2): 

d= Ир? + P2 — 20192 COS (M2 — 91). (2, 1-12) 

2. Площадь треугольника с вершинами Р, (ра, 1), Р. (рз, фз), Рз (ру, Фз): 

5 =5 [P12 Sin (4 — G1) + разра $11 (фз — Фз) -- рэр1 $1 (Ф; — Фа], (2.1-13) 

В частности, если р; ==0, то | 

$=1 [роз в (фз — 901. . | 2.14) 

О знаке $ см. п, 2.1 - 4.4. 
О других криволинейных системах координат см. в гл, 6.
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- 21-9. Способы задания кривых (см, также пп. 3.1-13 и 17.1-1). 
(а) Уравнение кривой. Уравнение вида 

ф(х, и)/=0 или y= (x) о | (2.1-15) 

удовлетворяется координатами точек, принадлежаших определенному точеч- 
ному множеству. В большинстве случаев, представляющих интерес, это точеч- 
ное множество образует кривую (см. также п. 3.1-13). Обратно, заданную 
кривую можно определить уравнением (15), которое должно удовлетворяться 
координатами всех точек кривой и только этих точек. Возможен случай, 
когда кривая имеет более одной ветви. ` 

Кривые, определяемые уравнениями 

p(x, у) =0 и AD (x, y)=0 

где \, —отличная от нуля постоянная, совпадают. 
‚ (b)° Параметрическое задание кривых. Плоская кривая 
может быть задана Также двумя уравнениями 

X= KX (0), у=и (0, (2.1-16) 

где г — переменный параметр. 
(с) Пересечение двух кривых. Значения координат х и у, кото- 

рые одновременно удовлетворяют уравнениям двух кривых 

Фи (х, у) =0, фз (х, у) =0, — (2.1-17) 
определяют точку пересечения этих кривых. В частности, если уравнение 

Ф< (х, 0)==0 имеет действительные. корни, то они служат абсциссами точек 
Пересечения кривой ф(х, у) =0 с осыо Ох. | 

Если Ф (х, /) — полипом степени п (п. 1.4-3), то кривая Ф (х, и) —=0 пересекаег ось 
Ох (как и любую прямую линию, п. 2.2-1) в п точках (кривая п-го порядка); однако 
некоторые из этих точек пересечения могут совпадать или быть мнимыми, 

Для любого действительного А уравнение 

Ф: (х, у) А Ф: (х, и) =0 (2.1-18) 

определяет кривую, проходящую через точки пересечения (действительные или мнимые) 
двух кривых (17). 

(d) Уравнение. . 
Mi (X, У) + фз (ху) =0 (2.1-19) 

удовлетворяется координатами точек, принадлежащих любой из кривых (17), .и не удов- 
летворяется координатами других точек. 

2.2. ПРЯМАЯ ЛИНИЯ 

2.2-1. Уравнение прямой линии. Каждое уравненне, линейное относительно 
декартовых координат х и у, т. е. уравнение вида 

Ax-+-By+C=0, (2.2-1) 

где Ди В не равны нулю одновременно, определяет прямую линию (рис. 2:2-1). 
Обратно, ‘каждая. прямая лнния может быть определена линейпым уравне- 
нием (1). Прн С-=0 прямая проходит через начало координат. 

Особенно важное значение имеют следующие виды уравнения прямой. 
1. Уравнение прямой сугловым коэффициентом. Пря- 

мая, образующая угол ф с положительным направлением оси Ох (рис. 2.2-1) 
и пересекающая ось Оу в точке (9, 6):. 

у=Ех-б, k=tg op. 

Коэффициент Ё называется угловым коэффициентом прямой. |
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2. Уравнение прямой в отрезках. Прямая линия, пересекающая 
ось Ох в точке (а, 0) и ось Оу в точке (0, 6) (см. рис, 2.2-1): 

ЕН =1 (2520, b=0). 

3. Нормальное уравнение прямой. Пусть р— длина перпен- 
дикуляра, опущенного из начала координат на прямую, а 6 — угол (изме- 
ренный .в положительном направлении) между положительным направлением 

    

сси Ох и направлением перпендикуляра, . у 
опущенного из начала координат на.прямую 
(см. рис. 2.2-1). ИИ 

Тогда уравнение. прямой имеет вид о 22 

xcos6-+y sin6@—p=0. an? 

4. Уравнение пучка прямых и -— 
с центром вточке (51, и): | | La. O| . т 

y—4 = (х—х)). Рис. 2.2-1. Уравнение прямой. 

5. Уравнение прямой, проходящей через две дан- 

ные (несовпадающие) точки Р! (1, Yi) и Ра (хо, уз): 

хи 1 
у— и Xx —х! = или |хг 1] =0. 
фи № т 91 , 

№2 уз ] 

Если прямая задана общим уравнением (1), то отрезки а и В, отсекаемые ею 
на осях, угловой коэффициент А, расстояние прямой от начала координат р, 
с050 и $16 выражаются через коэффициенты А, В и С следующим образом: 

С С. А | 
a=—7) 6=— т, = ф=— ъ, ф=8—5, (2.2-2) 

С А . B 

Ру" CONS a “Ml yape (2-3) 
Во избежание неопределенности знак перед радикалом выбирается так, 
чтобы соблюдалось условие р >> 0. 

В этом случае соз 0 и зт 0 являются направляющими косипусами положительной 
нормали прямой — перпендикуляра, опущенного из начала координат на прямую 
(см. п. 17.1-2). Если С == 9, то выбор. положительного направления на нормали произ- 
волен. 

2. о. 2. Другие способы задания прямой. Параметрические уравнения прямой 
могут быть записаны в виде 

    

  

хам -Нхо, у=а)!--уо (#— переменный параметр); (2.2-4) 
при этом | 

__ бу _ AyX%o — ахуо —_ ах — ay*o 
ha" rr b а, (2.2-5) 

а хуо — Ч ухо ay 

= » cos§= ———_, 
EV (4x)? + (4y) EV (4x)? + (@y)? 

sin @ = — ox SS 2.0. 
+ Vie + (4y)? C26) 

Если знак’ корня выбран так, что р>>0, то начало координат будет лежать 
справа от направления, в котором течка (х, у) перемещается по прямой при 
возрастании &.
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Уравнение прямой в полярных координатах* 

p (A cos p-+B sin g)-+-C=0 (2.2-7) 

рсоз (ф— 6) =р, (2.2-8) 
rae A, B, С, ри имеют тот же смысл, что и вп, 2.2-[: о, ф— полярные 
координаты. 

ИЛИ 

2.3. ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ТОЧЕК И ПРЯМЫХ 

2.3-1. Точки и прямые. Расстояние 8 от точки Ру (хо, Yo) д0 прямой 
Ах--Ви--С=0, определенное по величине и знаку, может быть найдено по 
формуле 

— Axo + Ву С ee (2.3-1) 

где знак перед радикалом противоположен знаку С. Иногда д называют 
отклонением точки от прямой; отклонение положительно, если начало коор- 
динат и точка Р› (ху, Ио) лежат по разные стороны от прямой, и отрицательно, 
если по одну сторону. , 

Три точки (х1, и1), (хо, уз) и (хз, из) лежат на одной прямой в том и. 
только в том случае, если (см. также п. 2.2-1) 

м у | 

хо У 1|=0. (2.3-2) 

Хз Из ] 

2.3-2. Две или несколько прямых. 
(а) Две прямые 

Ayx+Byy+C,=0 wna y=kyx+b; (2.3-3a) 

| | А›х--Ву--С.=0 или у=вх-Н во (2.3-36) 

пересекаются в точке 

В:С. — В.С! — by — be ' _ CyAg —- С.А, abt — Ride 

A;Bz2— A2By ko — ky _ А.В. - А.В kg — At 

u 

  X=   (2.3-4) 

(5) Угол у12 между двумя пересекающимися прямыми (3a) H (36) определя- 
ется формулой 

t A,B, — A, В: №2 — ky 9.3-5 

= Аз в, В, = РА: 2. (2.3-5) 
  

х Под углом 13 при этом понимается угол, на который нужно повернуть 
прямую (За) вокруг точки пересечения прямых против часовой стрелки до 
первого совмещения с прямой (36). Поменяв местами & и Ё›, получим тан- 
генс смежного угла у =л— 11а. Х. 

(с) Прямые (3а) и (365) параллельны, если 

АВ. — АзВ, =0 ИЛИ Аз =А:, (2.3-6) 

и перпендикулярны, если | | 
А.А. - В, В.=0 ИЛИ № =— (2.3-7) 

(4) Уравнения прямых, проходящих через точку (х1, 1) под углом у 
к прямой (За): 

__ В: в у— А: (о _ By tey-+ Ara . 
9 — 11 — Arigy +B (&—х!); У 91 Амву- Вь (х Xy)- (2,3 8)
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В частности, нормаль к прямой (3а), проходящая через точку (х1, #1), 
определяется уравнением 

В: 1 
Y— Y= G(x — *1) ИЛИ уу: =— т, (#—%)). (2.3-9) 

(е} Уравнение любой прямой, параллельной (За): 

A+ By+C=0. ° (2.3-10) 

Расстояние 8 между параллельными прямыми (За) и (10): 

§ = tS _. (2.3-11) 
+ V al+ Bi 

Если в (11) знак перед радикалом противоположен знаку С1, то д будет. 
положительным, когда начало координат и прямая (10) лежат по разные сто- 
роны от прямой (За). 

1) Уравнение любой прямой, проходящей через точку пересечения прямых 
(За) и (35), имеет вид 

(Ax + By + Cy) ^ (Авх- Bay + C2) =0, | (2.3-12) 

где А-— постоянная (см. также п. 2.1-9, с). Обратно, каждое уравнение вида 
(12) определяет прямую, проходящую через точку пересечения данных пря- 
мых. Если (За) и (36) параллельны, то (12) определяет прямую, которая 
в свою очередь им параллельна. Совокупность прямых, определяемых урав- 
нением (12) при различных значениях параметра А, называется лучком пря- 
мых, а точка их пересечения — центром пучка. Если базисные прямые (За) 
и (36) пучка заданы нормальными уравнениями (п. 2.2-1), то (— А) равно 
отношению расстояний от любой точки прямой (12) до базисных прямых; при 
^=ТГ и А=—1[ полученная прямая служит биссектрисой угла между базис- 
ными прямыми пучка. . 

(5) Для того чтобы три прямые 

Ayx-+By+C,=0, Азх--Выу--С,=0,  Азх- Ву С, =0 (2.3-13) 

пересекались в одной точке или были параллельны, необходимо и достаточно, 
чтобы 

А; Ву С! 
А: Вь Со |=0, (о (2.3-14) 

Аз Вз С | 

т, е. чтобы левые части уравнений (13) были линейно зависимы (п: 1.9-3, а). 

2,3-3. Тангенциальные координаты. Уравнение 

&х-- пу--1=0 | (2.3-15) 

определяет прямую липию (Е, ")}. Числа Ё и 1 называются ее тангенциальными (линей- 
ными, плюккеровыми) координатами. Если точечные координаты х, у фиксированы, а Ё, 
У Рассматриваются как переменные, то (15) становится уравненнем точки (х, и), т. е. 
точки пересечепия всех прямых (15). Симметрия уравнения (15) относительно точечных `и 
тангенциальных координат влечет за собой соответствие (двойственность) между теоре- 
мами, относящимися к взаимному расположению точек и прямых (пп. 2.3-[ и 2.3-2). 
Уравнение ГР (Е, 1) =0 определяет семейство прямых, которое, вообще говоря, нмеет 
огнбающую, зависящую от вида’ функции Ё (Е, т) (п. 17.1-7). -
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2.4. КРИВЫЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА (КОНИЧЕСКИЕ СЕЧЕНИЯ) 

2.4-1. Общее уравнение второй степени. Кривые второго порядка (конические 
сечения} определяются уравнениями второй степени относительно декартовых 
прямоугольных координат. Общее уравнение второй степенн относительно х, 
у имеет вид 

ал? 2алэху - ау? -- 2алзх + аз —- азз==0 

(аих-Нал2у --алз) х- (ах -Назоу -Назз) у-|- (азах -Раззу | азз) =0, ‹ (2.4-1) 

СЧ: —= Ч р: (i, k=l, 2, 3). 

2.4-2. Инварианты. Для любого уравнения (1) три величины 

ИЛИ 

где 

а1 а @1з 
A= @21 Aan) 93 (2.4-2) 

Q3y gq G33}. 

Qj; Ag 
f=ay,+d2, O=Ag3= 

    

у 

Qo, Ago 

являются инвариантами относительно переноса и поворота осей (2.1-8), 
(2.1-9) и (2.1-10). Эти .инварианты определяют свойства кривой второго по- 
рядка, не зависящие от ее положения на’ плоскости. 

Инвариант A, a также иногда А =—=8АД, называют дискриминантом уравнения (1), 

2.4-3. Классификация кривых второго порядка. Табл. 2.4-! содержит клас- 
сификацию кривых второго порядка, основанную на их инвариантах (2. 4-2); 
8 этой таблице 

@22 @23 11 419 
А’ = (2.4-3) 

  

      

@32 @33 Яз1 @33 

А’ является инвариантом относительно поворота осей (семиинвариантом). 

2.4-4. Условие подобия невырожденных кривых второго порядка. Две невырожден- 
ные кривые второго порядка (А 520), заданиые уравнениями вида (1), подобны, если 
р =0 для каждого из уравнений (т. е. если обе кривые — параболы) или если D 520 
для каждого из уравиепий и отлошепия 4а11:а1::а2. для, этих уравнений совпадают, 

2.4-5. Характеристическая квадратичная форма и характеристическое уразнение, 
Многие важные свойства кривых второго порядка могут быть изучены при помощи 
характеристической квадратичной формы 

Бо (х, И = ах? -- За1ьху -| аззи?, {2.4-4) 

соответствующей уравнени!о (1). В частности, певырожденная кривая второго порядка 
(A 40) оказывается действительным эллипсом, миимым эллипсом. гниерболой или пара- 
болой в зависимостн от гого, будет ли Fo (x, И) положительно определенной, отрица- 
тельно определенной, неопределенной или полуопределенной квадратичной формой, что 
устанавливается во корням Ay, А» се характеристического уразнения 

— A Ara 

1: —^ 1-0 или №-— Л Ь==0. @.4-5) 
Get аз —^ 

Корни А1, А. Яв ляются собственными значениями действительной симметрической мат- 
рицы [а; pr] (пп. 13.4-5, 13.5-2) и, как следствие этого, всегда действительны, 

* ЗА метим, что инварианты Г и ДС кривой второго порядка следующим образом вы* 
ражаются через корин характеристического уравнения (5): 

1 ==Ay+- As, D = AjAzg. 

Отсюда следует, что если один из корней №, А равен. ‚нулю, то О ==0, а если Ag =, 
т.е /=0, то р < 0 (см. табл. 2.4-1). Ж 

2.4-6. Центры и днаметры кривых второго порядка. 
(а) Диаметром кривой второго порядка называется прямая, являющаяся 

геометрическим местом середин параллельных хорд. Говорят, что диаметр 
сопряжен хордам (а также направлению хорд), которые он делит пополам.
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Таблица 2.4-] 

Классификация кривых второго порядка 
  

Вырожденные (распадаю- 
щиеся) кривые 

А 

Невырожденные кривые 
А = 0 

1 

  

  

Действительный 
А эллипс (окруж- 
T <0 ность, если 

12 =40 или Действительная точка пе- 
D>0 Q1y = G23, G12 = 9)! neceuenun ABYX MHHMBIX NIpA- 

мых (эллипс, выродившийся 
‚ Центральные Kpn- | в точку) 
вые второго порядка А Мнимый эллипс 

р=0 T >0| (ни одной дейст- 
зительной точки)     

Пара действительных пе- 
D<0 Гипербола ресекающихся прямых (вы- 

родившаяся гипербола) 

  

Пара мнимых па-_ 

раллельных прямых 
4 o 

А’ > 0| (ни одной действи- 
тельной точки) 

Недентральные кри- 
вые второго порядка 
(без центра или е не- Пара действитель- 
определенным  цент- | Р =0 Парабола | А’<0| ных параллельных 
ром) прямых 

р =0 

  

  

Одна действитель- 
А’=0] ная прямая (пара 

совпавших прямых)                 

Диаметр, сопряженный хордам, образующим угол 6 с положительным направ- 
лением оси Ох, определяется уравнением 

(241% -- Ayo + 243) COS 0 -- (азах -Назеу -- 423) $11 0 ==0. _(2.4-6) 
(5). При D-=40 все диаметры кривой второго порядка пересекаются 

в одной точке —центре кривой (другое. определение см, в п.. 2.4-10). При 
О =0 все диаметры параллельны или совпадают. В случае О ==0 кривая вто- 
рого порядка называется центральной. 

Координаты центра (хо, #) определяются уравнениями 

Я 11Ха -[ Ч12 о 1 A413 == 0, Ие1Хо -|- AeeYo + Gea =O, (2.4-7) 

откуда следует, что 
°_ | 413 Age @11 yg ха = — —- , —_—— — D0). 2.4-8 

° Ges Ass бо = 5 4:1 @з3 (0 #0) (   

  

  

Если кривая центральная, то перенос (2.1-8) начала координат в ее центр (8) приводит 
уравнение кривой к виду 

— >. " —_ A 

41x? 2a saxy + aay? +7 = 0, - (2.4-9) 

где х, и— координаты. относительно новой системы. 

(с) Каждый из двух сопряженных диаметров центральной кривой второго 
порядка делит пополам хорды, параллельные другому диаметру. (см. также 
и. 2.5-2, е). 

3 Г. Юрн и Т. Корни
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2.4-7. Главные оси. Диаметр, перпекдикулярный к сопряженным ему хор- 
дам, называется главной осью кривой второго порядка и являстся осыо сим- 
метрии кривой. Каждая центральная кривая второго порядка (р = 0) либо 
имеет две взаимно перпендикулярные главные оси, либо каждый диаметр 
является главной осью; в последнем случае кривая является окружностыо. 
При Р=0 кривая имеет одну главную ось (см. табл, 2.4-1). Точки пересече- 
НИЯ. кривой второго порядка с ее главными осями называются вершииами 
этой кривой. ` 

Главные оси имеют направление собственных векторов матрицы [2:7] (i, R=], 2) 

(см. п. 14.8-6). (Иначе говоря, направляющие косипусы с038, 3110 пормалей к главным 
осям (п. 2.2-]) удовлетворяют уравнениям , 

(4; —A) cos6 + ay, sin 8= 0, Qa, COS 6 ++ (4.2 — А) зт 9 =0, (2.4-10) 

где ^ — отличный от нуля корень уравнения (5). Направления главных осей и сопря- 
женпых им хорд называются главными направлениями кривой второго порядка. Угол 
между положительным направлением оси Ох и каждым из двух главных направлений 
кривой определяется формулой 

2a 
tg 2ф = tg 26 = 12, (2.4- 11) 

@11 — Azz . 

только окружность имеет неопределенные главные направления. 

2.4-8. Приведение уравнения кривой второго порядка к стандартному 
(каноническому) виду. Если ввести повую систему координат, совершив пово- 
рот осей на угол, удовлетворяющий уравнению (11), и подходящий перенос 
начала (п. 2.1-7), то уравнение (1) любой невырожденной кривой второго 
порядка может быть приведено к следующему стандартнсму (или канониче- 
скому) виду (параметры а?, 6? и р, встречающиеся в канонических уравне- 
ниях, весьма просто выражаются через корни А1-А. характеристического 
уравнения (5) и инварианты А, D, J): 

x2 2 

“ati =1 (saaunc), 

  

. 2.4-12a 

A, D МА?’ Ay D Аа’ 
x2 y? ¢ 

apa! (гипербола), 

2.4-126 
@a—tAL A. got ALA. Cee”) 

A, D APA. Aa D 4,02” 

y? =2px (парабола), ve re | (2.4-12c) 
=7V—4=iV—$>% =O. 

Уравнения вырожденных (распадающихся) кривых второго порядка аналогичным 
способом приводятся к виду 

“2 y? . ь 

ar + фа == 0 (тоцка), 

x? y? 0 
; Gi pF 20 (nepecenarujueca npamsie), | (2.4-13) 

x? 

па == 1 (параллельные прямые),   x2=0 (одна действительная прямая). | 

Замечание. Поворот координатных осей (2.1-9) на угол, удовлетворяющий 
уравнению (11), приводит к диагональному виду матрицу [4;,| характеристической 

квадратичной формы (4) (см. также п. 14.8-6). Изменение 8 на угол, кратный л/2, соот- 
ветствует некоторой перестановке переменных х, у, —хи —и. Кавонические уравнения 
(12. а), (12.6), (12, с) соответствуют такому выбору 9, при котором фокусы (п. 2.4-9) кри- 
вых второго порядка лежат на оси Ох.
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2.4-9. Геометрическое определение невырожденной кривой второго по- 
ридка. Канонническое уравнение любой невырожденной кривой второго по- 
ридка (12) может быть при помощи подходящего преобразования начала 
(1. 2.1-5) приведено к виду 

y2 == 2px ~ (1 — €?) x? (p > 0). (2.4-14) 

В этом случае кривая проходит через начало координат новой системы; ось 
Ох является осью симметрии кривой. Уравнение (14) выражает тот 
фякт, что невырожденная кривая второго порядка является . геометрическим ме- 
стом точек, отношение расстояний которых в—0 (эксцентриситет) от 
динной точки (фокуса) и от данной прямой (директрисы) постоянно. Кри- 
вия ость эллипс при в <1 и, в частности, окружность при в==0, гипер- 
била при в >1 и парабола при в=1. 

Уравнение директрисы кривой (14): 

  

— р 
= — Se)? (2.4-15) 

координаты фокуса: 

Хх =] ЧЕ, y=0. (2.4-16) 

Директриса перпендикулярна к оси симметрии, проходящей через фокус и 
вершнну кривой (фокальная ось). Расстояние между фокусом и директрисой 
равно р/е. Если кривая второго порядка центральная ‘(эллипс или гипер- 
бола), го прямая ° 

x= [=a (2.4-17) 

является осью симметрии кривой и, следовательно, кривая имеет два фокуса 
и две директрисы. 

Фокальным параметром невырожденной кривой второго порядка назы- 
пастся половина длины ее хорды, проходящей через фокус и перпендикуляр- 
ной к фокальной оси (фокальная хорда); фокальный параметр равен р. 

Замечание. Все типы кривых второго порядка, сырожденных и невырожден- 
ных, могит быть получены как плоские сечения прямого кругового конуса при различных 
положениях секущей плоскости относительно конуса. Если кривая распадается на пару 
пираллельных прямых, то следует считать, что конус вырождается в цилиндр. 

2.4-10. Касательные и нормали к кривым второго порядка. Полюсы и по- 
ляры. Уравнение касательной (п. 17,1-1) к кривой второго порядка (1) в ее 
точке (х1, у) имеет вид 

Oy X1X Ayo (Yr му) + doahiy + 13 (Xj +) +93 (и-Ну)  азз =0 
или 

(01g %y + алу1 - аз) х- (ал + азот Е аоз) 9 -|- (азахи Е азот -- азз) =0. 

(2.4-18) 

Уравнение нормали (п. 17.1-2) к кривой второго порядка (1) в точке 

(х!, ИГ) имеет вид 
  х— Я! — YF | (2.4-19) 

11%, + Aye, + 15 @21Ха -- а22 1 -- @2в ° 

Урявиение (18) определяет прямую, называемую полярой точки (1, у1) 
относительно кривой второго порядка (1), независимо от того, лежит ли 
ramen (ey, y,;) па кривой или нет; точка (71, у) называется полюсом пря- 
мой (18). Поляра точки кривой есть касательная к кривой в этой точке. 
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Уравнения касательных, поляр и нормалей для кривых второго по- 
рялка, заданных каноническими уравнениями (п. 2.4-8), приведены в таб- 
лице 2.4-2. | 

Замечание (теоремы о полюсах и полярах). 
|. Если прямая, проведенная через полюс Р,’ пересекает поляру в точке 0, а кри- 

вую второго порядка — в точках К: и К., то точки Р и О гармонически разделяют 
К! 19 °. 

А = — ` ти К,, т. е, РВ, OR, 

2. Если точка лежит на некоторой прямой, то ее поляра проходит через полюс 
этой прямой. Если прямая проходит через некоторую точку, то ее полюс лежит на 
поляре этой точки. 

3. Диаметр кривой второго порядка есть поляра бесконечно удаленной точки, 
череэ которую проходят сопряженные ему хорды; центр кривой второго порядка 
есть полюс бесконечно удаленной прямой (новое определение диаметра и 
центра). 

4 Фокус кривой второго порядка есть центр пучка, обледающего тем свойством. 
что полюс любой его прямой принадлежит перпендикулярной к ней прямой пучка, 
Директриса есть поляра фокуса (новое определенне фокуса и дирек- 
TpHC BI), , 

Из 1—4 следует, в частности, что: 
(а) Если через точку можно провести 03е касательные к кривой, то поляра этой 

точки проходит через точки касания. 
a> Касательные к кривой в концах диаметра параллельны сопряженным ему 

хордам. 
(с) Точка пересечения касательных к кривой в концах любой ее хорды, проходящей 

через фокус, лежит на директрисе. 
(4) Каждая хорда, проходящая через фокус, перпендикулярна к прямой, проведен- 

ной через фокус и точку пересечения касательных в концах хорды. 

  

  

(новое определение поляры. 

2.4-11. Другие способы задания кривых второго порядка. 
‚ (а) Кривая второго порядка вполне определяется пятью своими точками, 

ссли никакие четыре из них не лежат на одной прямой (п. 2.3-1).- Уравнение 
кривой второго порядка, проходящей через пять точек (х., Yi), (Xa, 12), 
(хз, Уз), (ха, Ya), (x5, Ys): ^ 

х xy РФ х у 

д му Yt м ой 

хз ^2уз Ys Xe Yo 

№3 ХзУз Y 3 № 13 

Xi Naa YE Xq Ye 

x3 X55 YR X% Ys 

(2.4-20) 

  

o
e
 

<>
 

> 

  
Кривая второго порядка вырождается в том и только в том случае, когда 
три из заданных точек лежат на одной прямой. 

Замечание. Построение кривой второго порядка, проходящей через пять дан 
ных точек, осуществляется при помощи теоремы Паскаля: точки пересечения противо- 
положных сторон шестиугольника, вписанного в кривую второго порядка, лежат на 
одной прямой (или являются бесконечно удаленными). 

Кривая второго порядка также вполне определяется пятью касательными, если 
никаКне четыре из них не пересекаются в одной точке. Построение касательных 
к этой кривой производится при помощи теоремы Брианшона: диагонали, проходящие 
через противоположные сершины шестиугольника, описанного около кривой второго по- 
рндка, пересекаются в одной точкв (или параллельны). 

(5) Если фокус невырожденной кривой второго порядка принят за полюс, 
а ось симметрии — за ‘полярную ось, то уравнение этой кривой в поляр- 
Ных координатах р, ф будет иметь вид 

р ‹ 
P=—T+Fe cos @* (2.4-21)
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2.5. СВОЙСТВА ОКРУЖНОСТЕЙ, ЭЛЛИПСОВ, ГИПЕРБОЛ И ПАРАБОЛ 

2.5-1. Окружность: формулы и теоремы (см. также табл. 2.4-2). 
(а) Общее уравнение окружности в декартовых прямоугольных коорди- 

натах;: 

х--у? + Ах-- ВС =0, 
ИЛИ 

(х — хо)? -- (у— у) = К®, } (2.5-1) 
где 

2%. =—А, 9, =—В, 2Ю=У А3-- В —4С. | 

Точка (ху, и) — центр окружности, Ю — ее радиус. Окружность (1) касается 
оси Ох, если 4С = А?, и оси Оу, если 4С = В®. 

Уравнение окружности с центром в начале координат: 

x2-Ly2— R2, (2.5-2) 
(b) Уравнение окружности, проходящей через три точки (1, Yr), (Xin Yads (Xa, Ys)i 

x?+-y2 x у 1 

x2-+-y2 x1 Ys | 

xs + Y5 Xe Ye 1 

ха y2 Xs Ys 1 

=0, (2.5-3) 

(с) Длина 2 каждой из касательных, проведенных из точки (х, 1) к окружности (1): 

  

— L=V (%1 — хо)? - (у: — Yo)? — R?. (2.5-4) 

(4) Две окружности 

жа -|- у? -- Ах Ви-- С, =0,  ж--- А.х- Ви + С, =0 (2.5-5) 
являются концентрическими в том и только в том случае, когда А, = А, и В, = В.. 
Необходимое н достаточное условие ортогональности окружностей имеет вид 

А, А, -| B,B, = 2 (C,+C,), 

(е) Все окружности, проходящие через действительные или мнимые точки, пересе- 
чення двух окружностей (5), определя1отся уравнением 

хз -- уз -- Ах - Вау + С1 +^ (2 4 у? + Аьх-| Ву + С) =0, (2.5-6) 

где ^, — параметр. Кривая (6) существует и в том случае, когда окружности (5) не имеют 
действительных точек пересечекия. 

(Г) При А = — 1 уравнение (6) превращается в уравнение прямой 

(А: —А,) х- (By — Ba) y+ (C1 — C2) = 0, (2.5-7) 

которая называется радикальной осью двух окружностей (5). Радикальная ось является 
геометрическим местом точек, из которых могут быть проведены касательные равной 
длины к двум данным окружностям. Если две окружности пересекаются (касаются), то 
радикальная ось является их общей хордой (касательной к окружностям в общей точке). 
Радикальной осью двух концентрических окружностей служит бесконечно удаленная 
прямая. Три радикальные оси, связанные с тремя попарно взятыми окружностями, пересе- 
каются в одной точке (радикальный центр). Этот факт используется при построении ради- 
кальной оси двух непересекающихся окружностей. Если центры трех окружностей лежат 
на одной прямой, то них радикальным центром служит бесконечно удаленная точка. 

(5) Уравнение окружности радиуса В с центром (бо, Фо) в полярных координатах: 

02 — ?рро с03 (ф — Фо) -- 025 == А?. (2.5-8) 

2.5-2. Эллипс и гипербола: формулы и теоремы (см. рис. 2.5-1, 
а также п. 2.5-3, табл. 2.4-2 и 2.5-1). 

(а) Длины большой и малой осей эллипса (2.4-12, а) т. е. отрезков, 
отсекаемых эллипсом на его осях симметрии (рис. 2.5-1, а), равны соот- 
ветственно 2а и 26. Сумма фокальных радиусов г; и го (табл. 2.5-1,6) пос“ 
тоянная (и равна 2а) для каждой точки эллипса.
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(5) Гипербола имеет две асимптоты (п. 17.1-6), пересекающиеся в ее 
центре. Для гиперболы (2.4-125) уравнения acumnmom: 

у=^ хи у=ф-х. (2.5-9) 

Угол ф между асимптотами гиперболы определяется из уравнения {в ($/2) = 
— 6|а; если а=6, то ф == л/2 (равносторонняя гипербола). 

(c) Длина действительной оси гиперболы, т, е. расстояние между ее вер- 
шинами (рис. 2.5-1, 6), равна 2а. Мнимой осью называется` главная ось, 

    

    

  

  

  

    

_ Асимптоты 

У А 

у} 
8 

р Qt 
& 

b S 
= 

_ МИФ я 
Е ПИ Е т 

2242, = 
a? pe 

А 2 

2 =2 рт Foy? , у р 

a* |? 

4) 5) 6) 

Рис. 2.5-1. а) эллипс, 6) гипербола, с) парабола; каждая из кривых задана кано- 
ническим уравнением относительно изображенной на рисуике системы координат. Пока- 

заны фокусы, оси и фокальный параметр. 

перпендикулярная к действительной оси. Касательная к гиперболе в ее вер- 
шине пересекает асимптоты в точках, расстояние между которыми равно 28 
(рис. 2.5-1, 6). Разность между фокальными радиусами г1 и го гиперболы 
(табл. 2.5-1,6) постоянна: она равна 2a для правой ветви и — 2а для левой. 

(9) Если 41 и 4; — длины любых двух сопряженных диаметров (п. 2.4-6, с) эллипса 
нли гиперболы, то 

d,d, sln (arctg kg — arctg ky) = 4ab, (2.5-19) 

где ko №; — угловые коэффициенты диаметров. 
(е} Для пересечения гиперболы (2.4-12 6) со своим диаметром у = Вх необходимо 

и Достатбчно выполнение условия #? < 62/4, Асимптоту можно рассматривать как 
хорду, встречающую гиперболу в бесконечно удаленной точке и совпадающую с сопря- 
желным ей диаметром (а также как поляру бесконечно удаленной точкн кривой). 

(1) Отрезки секущей, заключенные между гиперболой и ее асимптотами, равны между 
собой. Точка, касания делит отрезок касательной, заключенный между асимптотами. 
пополам. Произведение расстояний от точки гиперболы до асимптот постоянно. 

(9) Площадь треугольника с вершинами в центре эллипса и в концах любой пары 
#0 сопряженных диаметров постоянна. Площадь треугольника, заключенного между 
исимптотами гиперболы и любой ее касательной, постоянна. 

2.5-3. Построение эллипсов и гипербол, их касательных и нормалей. 
а) Построение эллипса по его осям За и 2b, 
. Пусть О — точка пересечения двух взаимно перпенцикулярных прямых. На одной 

из них строим отрезок Р’ОР =2а, а на другой — отрезок О’ОО = 26. Тем самым уже пос- 
троепы 4 вершины эллипса: Р, Р’, О, 0’. Проводим через точку О произвольную наклон- 
пую, откладываем на ней отрезки ОЮ =Би 0$ = а, затем проводим через точку К пря- 
мую, параллельную Р’Р, а через точку $ — прямую, параллельную @’®. В пересечении 
получим точку искомого эллипса. 

2. Из точки О как из центра раствором циркуля, равным ОР = а, делаем на отре- 
нко Р’ОР засечки Е’ и ЕЁ (фокусы эллипса). На отрезке Р’Р выбнраем произвольную 
чичку Г. Окружнпости радиусов Р’Т и РТ с ценграми соотвегственно Е’ и пересекутся 
н двух точках искомого эллипса, -
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Таблица 2.5-1 

Эллипс, гипербола и парабола. Канонические уравнения 
и основные формулы 

_ (см. также. пп. 2.4-9, 2.5-2 и рис. 2.5-1) 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

                

Эллипс Гипербола - Парабола 

: 2 2 2 2 

1 Стаидартное (кано- = 7” =] = — Fa = ] y? = 2px 
ническое) уравнение ae 6 а b 

(рис. 2.5-1, а) (рис. 2.5-1, 5) (рис. 2.5-1, 5) 

2=. 
2 

2 Э ' = — oe = ксцентриситег 5 у ] рт. <1. -V 1+ > i ё =1 

(ae, 0) (пе, 0) (2 \ 
3 Фо , ® , ‚» = 

кусы (— ae, 0) (— ae, 0 2’ о 

4 Уравнения дирек- а а а р 
трис Хх == —, === . =, “== t= SE 

5 Фокальный —ларз- b? b3 
метр (см, п. 2.4-9) == Р= р 

6 Фокальные радиусы 
(расстояния от фоку- ry =a-+ ex, ry = a+ ex, _ 
сов до произвольнон г. = а — ех г. = — а-| вх =х- “oO 
точки (х, и) кривой) a 

7 Уравнение диамет- - 
ра, сопряженного 5? b? . р 
хордам с угловым = — пар 4 = аз * = 
коэффициентом Ё 

8 Площадь сегмента + stab + 
между дугой, выпук- Жи 
лой влево, и хордой, 6 4 
проходящей через | + > (x1 И“ м | Ша (== + a 3 1M 
точки (X41, Y1) H (X41, a b 

— 9 + a* arcsin =) 

9 Уравнение в поляр- b2 — p2 2p cos 
ных координатах (ср. 03 = — о? ==— =—_—— 
с уравнением (2.4-21)) 1 — &2 cOS Q ] — e? cos Q 1 — cos Ф 

Построение гиперболы. Пусть Р’ОР — действительная ось гиперболы, ЁР и 
р’ — ее фокусы. На действительной оси выбираем произвольную точку Т так, 
чтобы соблюдалось условие ОТ > ОР. Окружности радиусов Р’Т и РТ с центрами 
Fou F’ пересекутся в точках гиперболы (см. табл. 2.5-!, соотношения между 
ОР= ОГ’, аи. 

(Ъ) Для построения касательных и нормалей к эллипсам и гиперболам оказываются 
нолезными следующие свойства этих кривых: 

Касательные к эллипсу .(2.4-12 а) в произвольной его точке (хи, и1) пересекают 

ось Ох в той же точке, что и касательные к окружности x? -+- у? = 9* в точках 

(хз + Иа? — л?).
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2. Касательная и нормаль к эллипсу в любой его точке делят пополам углы между 
ппимыми, соединяощими эту точку с фокусами («фокальное свойство» эллипса); анало- 
гичиым свойством обладает гипербола. . 

3. Произведение расстояний от фокусов до любой касательной к эллипсу или гипер- 
боле постоянно и равно 62. Основания перпендикуляров, опущенных из фокуса на каса- 
зельные, лежат на окружности, построенной на большой оси (на действительной оси) 
KOK Ma диаметре;’ эта теорема может быть использована для построения эллипса или 
гиперболы, как огибающей касательных к этим кривым. , 

(с) Эллипс или гипербола могут быть приближенно построены при помощи conpu- 
каспощихся окружностей в их вершинах (п. 17.1-4). Центры кривизны эллипса или 
гнисрболы, соответствующие рершинам, лежащим на фокальной оси, также лежат па 
эго\ оси; радиусы кривизны в этих точках равны 652/а. Цептры кривизпы для вершин, 
лежащих на малой оси эллипса, также лежат на малой оси, радиус кривизны в каждой 
и1 этих точек равен а?/б. 

2.5-4.. Построение параболы, ее касательных и нормалей. . 
(a) Если заданы ось параболы, ее фокус и расстояние между фокусом и дпректри- 

сой, то для построения параболы могут быть использованы следующие ее свойства: 
Расстояние между фокусом и любой точкой Р параболы равно рас- 

стоянию между директрисой и той же точкой Р (см. также п. 2.4-9). 
Прямая, перпендикулярная к оси параболы и делящая пополам отре- 

зок перпендик уляра, опущенного из фокуса на директрису, касается параболы 
в ее вершипе. Перлендикуляр, восставленный в любой точке @ этой прямой 
к отрезку, соединяющему © с фокусом, касается параболы. Обратно, любал 
касательная и перпендикуляр к ней, проведенный через фокус, пересекаются 
в точке, лежащей на касательной к параболе в ее вершине. - 

(5) Для построения касательных и нормалей к параболе оказываются полезными 
следующие ее свойства: ` 

1. Рисстояние между любой точкой Р параболы и фокусом равно рас- 
столянию между фокусом и точкой пересечения оси параболы с касательной в Р. 

2. Касательная и нормаль к параболе в любой ее точке Р делят пополам 
углы между проходящими через Р диаметром параболы и прямой, соединя- 
ющей Р с фокусом; заметим, что все диаметры параболы параллельны се оси. 
Эта теорема заключает в себе фокальное свойство параболы. 

‚3. Нормаль к параболе в любой ее точке Р и перпендикиуляр, опущенный 
из Р на ось, пересекают последнюю в точках, расстоячие между которыми 
постоянно и равно р. 

4. Директриса параболы есть геометрическое место точек пересечения 
взаимно перпендикулярных касательных. 

(с) Для уточнения формы параболы можно использовать соприкасаюощуюся окруж- 
ность кривой (п. 17.1-4) в ее вершине. Центр этой соприкасающейся окружности лежит 
на оси, радиус равеи р. ‘ 

2.6. УРАВНЕНИЯ НЕКОТОРЫХ ПЛОСКИХ КРИВЫХ *) 

2.6-1, Примеры алгебраических кривых (см. рис.2.6-1):. 

(а) Парабола Нейля (полукубическая парабола): у = ax? , 
(b) Локон Аньези: х2у = ca — и). 
(с) Конхоида Никомеда: (5? -- y?) (x — а)? = х24?. 
(9) Циссоида Диоклеса: 

y? (a— x) = 3 или p=a(—— — cos $). 

(е) Лемниската Бернулли: 

(x? +- y?) — a? (x? — у?) =0 или 02 — а? с03 2ф =0. 

(1) Овалы Кассини: (x? + y? -+ а?)? — 4а2%2 — са (геометрическое место то- 
чек, для которых произведение расстояний до точек (— а, 0) и (а,0) равно с?). 

(Е) Строфоида; хз -|-х (а? -|- у?) = 2а (у? -|- 2). 
(п) «Крест» (СгисИогт): 

x*y? = a2 (x? + у?) или р = sin 39° 

(i) Кардионда: 

(x2 - #2 — ах)? == a? (x? + y?) nan p= a(l + cos ф). 
  

#) Нонболее подробным справочником по плоским кривым служит книга [2.3].
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(j) Tpucextpuca: 
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Рис. 2.6-1. Некоторые алгебраические` кривые. 

(К) Астроида: 

x8 + yr =a’? wan x= acos' t, у = а $113 $. 

(1) Декартов лист: 
3at — date 

(т) Улитка Паскаля: 

(x? +. y2 — ax)? = 6? (x? + 2) nnn p= b+ acosq, 
(на рисунке обозначены декартовы координаты точек пересечения кривой с осями). 

2.6-2. Примеры трансцендентных кривых (см. рис. 2.6-2). 

(а) Цепная линия: у== 5 (e*/4 4+. e—*/9) ach =, 
(5) Спираль Архимеда: р = ag. 

‚ (© Параболическая спираль: p* = 2pq. 
(4) Логарифмическая спираль: р == аеёФ.
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(c) Циклоида (кривая, описанная точкой, отстоящей на расстоянии а; от 
цептра круга радиуса а, катящегося без. скольжения по оси абсцисс): 

x= aft—a,sinft, y=a— a, cost. (2.6-1) 

Замечание. При а; < а циклоида называется укороченной, при а; > a — 
пдлиненной. Если а1==а, то получается обычная циклоида (именно она изо- 
бражена на рис. 2.6-2). 
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Puc, 2.6-2. Hexotoppie TpancielmeHTHbIe KPHBBbIe. 

(f) Эпициклоида (кривая, описанная точкой, отстоящей на расстоянии а; 
от центра круга радиуса а, катящегося без скольжения по окружности 
Х? -|- у2=62 и находящегося вне этой окружности); 

    

¢ b 
x = (a + D) sin Е а, sin т t, (2.6-2) 

y == (a -+ 6) cos ~~ t — a, cos att 

(см. замечание к (е)). 
(2) Гипоциклоида (кривая, описанная точкой, отстоящей на расстоянии а1 

ог центра круга радиуса а, катящегося без скольжения по окружности 
х*-|- 2—5? и остающегося внутри нее): | 

x=(6—a) sin — t—a; sin one t, 
, (2.6-3) —a i 

b 

  

y =: (6 —a) cos - t-+-a, cos 

(см. замечание к (e)). 
(|) Трактриса: 

x=a (cos#-+In tes), y=asint. (2.6-4)



ГЛАВА 3 

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ 

3.1. ВВЕДЕНИЕ И ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 

3.1-1. Вводные замечания (см. также п. 2.1-1). Глава 3 посвящена анали- 
тической . геометрии трехмерного евклидова пространства. Точки задаются 

радиусами-векторами или системами дей- 
ствительных чисел (своими кообрдина- 
тами). 

3.1-2. Декартова система координат 
(см. также п. 2.[-2). Декартова си- 
стема координат позволяет связать с 
каждой точкой Р пространства, в кото- 

a ром выбраны три не лежащие в одной 
У плоскости направленные прямые Ох, 

Oy, Oz (ocH координат), ‚пересекающиеся 
в начале О, три вполне определенных 

действительных числа (декартовы коор- 
динаты) т, у, 2; при этом пишут Р (59,2). 

  

Рис. 3.1-1. Правая декартова косо- Пусть задана (в общем случае косо- 
угольная система координат. Отрезки угольная) система осей Ох, Оу, О2 (рис. 3.1-1); 
Е, ОЕ. и ОБ. — единицы масштаба тогда плоскость, проходящая через точку Р 

на осях. и параллельная плоскости Оуг, пересекает 
ось Ох в точке Р’.. Аналогично плоскости, 

. проходящие через Р и параллельные соответ- 
ственио Охг и Оху, пересекают ось Оу в точке Р’”’и ось О2 в Р’”". Длине каждого из 

направленных отрезков ОР’, ОР" н ОР’”’ приписывается знак плюс, если направление 
отрезка совпадает с направлением соответствую- —” 
щей оси, и знак минус в противном случае. Числа 7 
х=ОР’, и=ОР”', 2==0ОР’" пазываются`декартовыми | ` 
координатами точки Р (х, и, 2) относительно дан- р" 
ной системы координат, образованной осями Ох, К 
Ou, Oz u выбранпыми на осях единицами масии- . \ 
таба. < 

  

  

< 
3.1-3. Правая система осей. Оси Ох, 2 ‚ ЯР=(1.у,2)=(г) 

Оу, Ог могут образовывать правую или ле- 9 
вую систему. Для правой системы (см. | 
рис. 3.1-1) поворот от оси Ох к оси Оу на д о" 
угол, меныший л, совершается в направле- 7: = 
нии против часовой стрелки, если смотреть PaO 2 7 
на плоскость Оху из какой-либо точки по- 7 pr. | 7/2 
ложительной полуоси Oz (положительная ‘Ay Yr 
сторона плоскости Оху). . В 

3.1-4. Правая декартова прямоугольная т 
система координат. В прямоугольной системе рис. 3.1.2. Системы координат: пра- 
координат оси взаимно перпендикулярны вая декартова прямоугольная, ци- 
(рис. 3.1-2). Координаты х, у, = точки Р линдрическая и сферическая. | 
равны направленным расстояниям от нача- 
ла координат О до плоскостей; проведенных через точку Р параллельно 
координатным плоскостям Оуг, Огх, Оху. 
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В настоящем справочнике, если не оговорено противное, всегда примс- 
няется правая декартова прямоугольная система координат, причем для изме- 
рения ‘х, ‘у, г применяется одна и та же единица масштаба. 

3.1-5. Радиус-вектор. Каждая точка Р (х, у, 2) =ЕР (г) может быть задана 
своим радиусом-вектором 

r=xi--y|-—-2k = {х, y, 2}; | ` (3.1-1) 

этот вектор г-=ОР определяет преобразование переноса, переводящее точку 
из начала координат О в точку Р. Базисные векторы 1, ь К суть единичные 
векторы, направление которых совпадает соответственно с направлением осей 
Ох, Оуи 0Ог данной декартовой прямоугольной системы координат (см. также 
5.Г и п. 5.5-2). 

3.1.6, Цилиндрическая и сферическая системы коордннат. На рис. 3.1-2 показаны 
Также цилиндрические координаты р, ф, 2 и сферические координаты г, 9, ф (полярный 
радиус, широта и лолгота), связанные с декартовыми прямоугольными координатами 
следующими формулами преобразования: 

р = Их? 42, х=р cos, 

4. y=p sing, 8, 1-2) 
te = x’ z== 2} 

— Ух2 +y2?+ 22, х==Г31 9 с0$Ф, 

г 

Уха уе 2?" 

JZ 
x’ 

cos 6 = y=rsin@ sing, (3.1-3) 

igg = z=rcos 6. 

Дальлейшие сведения 0б этих, а также о других. криволинейных координатах см. 
pra. 6 

3.1-7. Основные формулы в декартовых прямоугольных координатах и 
в векторной форме. Имеют место следующие формулы (операции над векто- 
рами см. в гл. 5). 

1. Расстояние 4 между точками 

Р: (х1, Их, 21) ЕР, (г1) 

Po (Xa, Ye, 22) = Pe (f2): 

A= V (х.—х1)2-- (уз— и) + (22 — 24)? = (га — г) + (га— га) = | гг— 41|. (3.1-4) 

2. Угол у между прямыми Р\Рз и РзРа, направление которых опреде- 
ляется векторами P,P, u P3Pa: 

cos y= (X_ — X14) (X%4 — Xg) + (Ys — Y1) (Ya — Ya) + (29 — 21) (24 — 2s) — 

V 2 — X14)? + (Y2 — ya)? + (22 — 21)? V (xg — 3)? + (Ya — Ys)? + (2, — 2g)? 
— М2 — Г). (Га — Гз) | (3.1-5) 

Га — га || Г4 — Ps | 

3. Координаты х, у аи раднус вектор г точки Р, делящей я направден- 
ный отрезок Р.Р. в отношении Р.Р: РР:=т: п=):1, определяются фор- 
мулами;: 

    

  

NX, + Ne, x4 4 AX   Х — 

  

  

  

m+n t+a’. 

_ ти + пит __ из -Н Лу 
и = m+n — ТЕЛ (3.1-6) 

2— тг. --п21 __ 24 --А2, 

ом ОА 
Или 

pee ees ога Ага 

m+n ~ J+A °
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См. замечание к аналогичным формулам для геометрии на плоскости 
вп. 2.1-4, 3. 

Координаты и радиус-вектор середины отрезка Р.Ро: 

хе: , yon, gas 1-2, 

(3.1-7) 
c= Га -|- Г2 =——. 

3.1-8. Направляющие косинусы. 
(а) Направляющими косинусами. с0$ ©, COS Gy, cos 5 @„ направленного от- 

резка Р.Р. называются косинусы углов между Р.Р» и положительными 
направлениями осей Ох, Оу, Ог` соответственно: 

  

  

  

  

    

COS y= и 
* V (Xa — X4)2 + (Ya — 1)? + (22 — 24)? , 

У — 11 COS @,, = 3.1-8 
у У (Х: — Х1)2- (9, — 91)? -| (2. — 21)? , ( ) 

COS Gh, = 282! ; 
7 V (%3 — X44)? + (Yo — y1)? + (Ze — 2:1)? , . 

COS? &,-} Cos? @y-} Cos*@az=1. | (3.1-9) 

Направляющие косинусы направленного отрезка Р.Р: суть — с0$ Gy; 
— с05 @,, — COS yz. 

(b) Направление прямой может быть также определено любыми тремя 
числами ах, а, а., пропорциональными направляющим косинусам с0$ ©, 
с08 @,, с0$ @„; В этом случае 

  

COS & we OK | 
* 2 24 72? ay + ay + az 

COS & — —_Y | (3.1-10) yj Smeg eit 

Vatata' f- 

у 9 2 5’ 
ay + ay + az 

Знак перед корнем должен быть одинаковым во всех трех равенствах; его 
выбор определяет положительное направление на прямой. Роль этих чисел 
могут играть координаты любого вектора а (п. 5.2-2), совпадающего по направ- 

лению с Р.Р» или Р-Р:. (Пример. а,=х.—х, а,=у-— У, @.=2— 21.) 
Направляющие косинусы являются координатами единичного вектора, совпа- 

дающего по направлению с Р.Р. (п. 5.9-5). 
(с) Угол ф между двумя направленными отрезками, направляющие коси- 

нусы которых равны соответственно COS My, COS Gy, CO9 Oz H COS @,, COS, 

cos &, или направления которых определяются тройками чисел Ay, Чу, а. Н 

а», ap а,, находится по формуле 

COS P= COS Oy COS Hf COS Ay COS O,, + COS Hz COS MH, = 

Re ’ ’ 

ахах + ауау-- аа» 

Уса на У ма +2, 
  . (31-1)  
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3.1-9. Проекции. Проекции направленного отрезка Р.Р. на оси Ох, Оуи 02 равны 
соответственно 

‚ — Я. ==d cosa 4—2 

2 1 1 "| (3, 1- 12) 
d = *,— x, = dcosa,, Ч, =. — и: =4 cosa. 

d+ di +42 =a", 

y’ 

rye cosa.,, cos @ yp с0$ @, — направляющие косинусы (8), 4 — длина отрезка (4). 

Проекция Р.Ра на прямую с иаправляющими косинусами COs ах, cos ау, cos a, 

(п. 3.2-1, Б) равна 4 соз\, где cosy определяется формулой (11). Проекции Р.Ра на пло- 
скости Оу2, Ох2 и Оху равны соответственно 

d,=-dsina,, d,=d sin Gy. d,==d sin Ч, 

1 7 42 2 2 (3, 1-13) 
dt == (dy + 45+ dz). 

— ° Р 

Проекция Р.Р. на плоскость, нормаль которой имеет направляющие косинусы соз @.,, 

cos Oy, cos а (п. 3.2-1, Ь), равна dsin'y, rae cosy onpexenen формулой (1!}. 

3.1-10. Вектор площади. Площадь плоской фигуры в. трехмерном пространстве 
может быть задана вектором А, модуль которого равен площади А фигуры, а направле- 
ние совпадает с направлением положительной вормали (п. 17.3-2) к плоскости фигуры 

А = АМ, | (3.1-14) 

где № — единичный вектор положительной нормали. Каждая из декартовых прямоуголь- 
ных координат вектора А равна площади проекции фигуры на координатную плоскость, 
перпендикулярную к соответствующей оси. Площадь параллелограмма, построенного на 
векторах аи Б, может быть задана вектором А = ахЬ (см. также п. 5.2-7). 

Площадь 4 треугольника с вершинами Р,, Р›, Р. определяется формулой 

1 {| 4 21 112 2 хм: 11|? xy yy 1? 
Atm {142 @2 1] +) 2a x 1) +) *2 ye 1 (3, 1-15) 

anu ¥, 23 | 23 хз | Xy Ys | 

1 Х1 41 21 i 

A=— Op Хх, Уз 22 |= —2р [гагогз |, (3.1-16) 

Яз 43 2 

где р — расстояние от лачала координат до плоскости треугольника (п. 3.2-16). Площадь 
А положительна, если вращение правого вита в паправлении Р.Р,Р. сообщает винту 
поступательное движение в направлении положительной нормали к плоскости треуголь- 
ника (п. 3.2-1, Ъ). 

3.1-11. Вычисление объемов (см. также п. 5.2-8). 
(а) Объем У тетраэдра с вершинами Р,:, Р,, Р., Р. 

м м 2 1 

1 | Ха Ys 22 ! I 
Ех и zy 115 (12 — ta) ts — Fs) 4 — гу). (3,1-17) 

Xe Ys 2% 1 | 

Знак У зависит от того, в каком порядке рассматриваются вершины тетраэдра. 
(5) Объем У параллелепипеда, построеппого на векторах а, ВБ ис, 

У == [абс]. | (3.1-18) 

Иногда объем считают только положительным; тогда У == | [аЪс] |. 

3.1-12. Преобразование декартовых прямоугольных координат при парал- 
лельном переносе и повороте осей. 

(2) Перенос осей. Пусть х, у, 2г— координаты произвольной точки Р 
отпосительно декартовой прямоугольной системы координат; пусть Х, 1, # — 
коордипаты той же точки Р относительно другой декартовой системы коор- 
дниат, оси которой направлены так же, как оси первой системы, и начало 
которой имеет относительно системы Охуг координаты ху, И 2. Если
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единицы масштаба на осях этих систем совпадают, то координаты Х, 9, = СВЯ- 
заны сх, и, г следующими формулами преобразования: | 

X=X—X, Х=Х-НХ, 

J=yY—Yo У=У-У, | (3.1-19) 
= 2—2, = Z+ Zp. 

(5) Поворот осей. Пусть х, и, 2 и Хх, й, 2— координаты одной и той 
же точки Р относительно двух различных правых декартовых прямоугольных 
систем координат с общим началом 0; пусть вторая из них расположена 
относительно системы Охуг таким образом, что 

ось Ох имеет направляющие косинусы Д1, 1, Вт, 
ось Ой имеет направляющие косинусы До, №», в, 
ось О= имеет направляющие косинусы Ёз, fog, tg. 

Тогда относительно системы Охй2 

ось Ох имеет направляющие косинусы Ду, Но, Ц з, 
ось Оу имеет направляющие косинусы 1, foe, loa, 
ось 02 имеет направляющие косинусы 451, (55, #33. 
Если для измерения х, и, 2, Хх, й, # применяются одннаковые единицы 

масштаба, то формулы преобразования, связывающие координаты х, у, Z C KO- 
ординатами х, и, 2, имеют вид 

X= bX + boyy + 312, х=ыя-- НР Из?, 
Я= Нох--у- 42, или у=ых -Ный-Ьз2, (3.1-20) 

2 = 1зх -- зи - 632 2= 131% -|- {327 -- &22.. 
Замечание. Преобразования (20) называют ортогональными (пп. 13.3-2 и 14.4-5); 

каждое 1, в Равно своему алгебраическому дополнению в определителе 

det [?;,} = 1 (1, k=], 2, 3) (3.1-21) 

(п. 1.5-2); при этом 
3 3 _ _fl “=, 
filer & ttn 0 (И. 9.1-28) 

(с) Одновременный перенос и поворот осей. Если начало 
системы координат Охй=2 не совпадает с началом системы Охуг`и имеет отно- 
сительно последней координаты ху, Ио, 20, То формулы преобразования при- 
нимают вид: 

aS 

X = byy (% — Xo) + fo1 (Y — Yo) +431 (2 — 20), { 

9 = by, (X — хо) -- 12 (у— у) 832 (2—2), 

Я =: (х — №) + tas (Y — Yo) -+ 83 (2 — 20), | 
или ‚о (3.1-23) 

X= bX Lyf Pb yg2 НХ, 

Y = ba X 9 ba32 + Yo, 

2= 131-427 + bgg2 + Zo, . <] 

где направляющие косинусы &» удовлетворяют соотношениям. (21) и (22). 
Уравнения .(23) связывают координаты относительно любых двух правых де- 
картовых прямоугольных систем с одинаковыми единицами масштаба на осях. 
Более общие преобразования координат рассмотрены в гл. 6. 

(4) Другое истолкование формул преобразования. 
Уравнения преобразования (23) (частными случаями которых служат (19) и 
(20)) могут быть истолкованы еще как соотношения, определяющие новую 
точку Р с координатами х, 7, 2 относительно той же самой системы коорди- 
нат Oxyz. Преобразование, в котором точка Р соответствует точке Р. с коор- 
динатами ‘х, у, 2, состоит в последовательном выполнении параллельного 
переноса и поворота пространства (см. также пп. 14.1-3З и 15.5-1).. 

— 
— 
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Замечание. Расстояния между точками, углы между направленными отрезками 
и, следовательно, все соотношения между векторами, составляющие содержание евкли- 
Дорой геометрии, сохраняются при повороте и параллельном переносе (23), т. е. они 
инвариачнтны относительно этих преобразований (пп. 12.1-5 и 12.1-4). 

3.1-13. Аналитическое задание кривых (см. также пп. с 17.2-[1 по 17.2-6). 
Непрерывной кривой трехмерного пространства называется множество точек 
Р (х, и, 2) =ЕР (г), координаты которых удовлетворяют системе параметриче- 
ских уравнений 

х==х (0, 

у=у (9, или гг), |b (3.1-24) 
z=2(t) (—o<h<t<h<o), 

где х (0), и, 2(0 —непрерывные функции действительного параметра ¢ 
в замкнутом интервале [#, Ь] (параметрическое задание кривой). С другой 
стороны, кривая может быть определена равносильной системой уравнений 

Py (x, у, 2) =0, Po (x, у, 2) =0. , (3.1-25) 

Кривая может иметь более чем одну ветвь. 

Кривая (24) называется простой кривой (простой дугой, простым отрезком кривой) 
нли, точнее, простой кривой в смысле Жордана, если функции х (0, и ()..2 (@) одно- 
значны, непрерывны и в замкнутом интервале [#,, #»] нет таких двух различных значе- 
ний 3: и т», для которых справедливы все три равенства: 

X (U1) = X(T), (41) = Y (To), 2 (11) = 2 (T,). (3, 1 -26) 

Заметим, что термин простая дуга часто употребляется для обозначения геометрического 
места точек, координаты которых х, и, г в некоторой декартовой прямоугольной системе 
координат. удовлетворяют уравнениям у==}(х), 2=Е (х), ах, где функции } (х), 
Е (х) однозначиы и имеют непрерывные производные в интервале [а, 6]. Простая жорда- 
нова кривая состоит из одной ветви и це имеет кратных точек, т. е. точек самопересечения. 
Простой замкнутой кривой называется непрерывная кривая, единственными кратными 
точками которой являются ее начальная и конечная точки; это значит, что единственным 
решением уравнений (26) в интервале [1,, #,] служит т; =, т. =2,. Кривая (24) назы- 
вается регулярной дугой, если при некотором параметрическом задании этой кривой 
функции х (1), и(Й. 2 ({) имеют в каждой точке кривой непрерывные производные пер- 
вого порядка (п. 4.5-1) по параметру #, по меньшей мере одна из которых отлична от 
нуля; точка кривой (24) с координатами х(&), и (№), 2() называется ее регулярной 
(обыкновенной) точкой, если для значений {, достаточно близких к &%, кривая представ- 
ляет собой регулярную дугу. Регулярная кривая есть простая кривая или простая замк- 
нутая кривая, составленная нз копечного числа регулярных дуг. 

Все эти определения переносятся на кривые в двумерных пространствах (пп. 2.1-9 и 
7.2-1), а также на кривые в пространствах, размерность которых больше трех (п. 17.4-2). 

3.1-14. Способы задания поверхностей (см. также пп. 17.3-1—17.3-13). 
Множество точек Р\(х, у, 2)=ЕР (г), координаты которых удовлетворяют 
системе. уравнений _ oo 

х==х (и, 9), у=у(и, 0), 2==2(и, 0) (3.1-27) 

при подходящих значениях действительных параметров и, 9, называется 
непрерывной поверхностью, если правые части уравнений (27) являются непре- 
рывными функциями параметров. Поверхность может быть определена также 
уравнением 

ф(х, и, 2)==0 или 2=р(х, у). `(3.1-28) 

Поверхность может иметь более чем одну полость. 
Поверхности, определяемые уравнениями 

p(t, 9, 2)=0 и AO(x, y, д =0, (3.1-29) 
совпадают, если только постоянная ^, отлична от нуля. 

Простой. поверхностью называется непрерывная поверхность, состоящая из одной 
полости и не имеющая самопересечений (кратных точек). При этом подразумевается, что 
иростые поверхности являются двусторонними (односторонние поверхности, такие, как 
аист Мёбиуса, исключаются).
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Точка поверхности (27) называется регулярной точкой, если при некотором пара- 
метрическом задании поверхности функции (27) нмеют в достаточной близости к рассмат- 
риваемой точке непрерывные частные производные первого порядка и по меньшей мере 
один из определителей. 

дх ду oy. ‚ д2 Oz Ox 

ди a ди Ou ди ди и u u “ 1 u (3, 1-30) 

8х Oy dy 02 дг ox 
б5 до dv. dv ди ov 

отличен от нуля, Простой кусок поверхности, ограниченный регулярной замкнутой кри: 
вой, называется регулярным, если все его внутренние точки регулярные. Регулярной 
поверхностью называется двусторонняя простая (замкнутая или незамкнутая) поверхность, 
составленная из конечного числа регулярных кусков с общимн регулярными дугами 
и точками. 

3.1-15. Специальные типы поверхностей. Линейчатой поверхностью называется 
говерхность, образованная движением прямой линии (ее образующей). Цилиндр есть 
поверхность, образованная движением прямой, остающейся параллельной некоторой 
данной прямой и пересекающей данную линию (направляющую). В частности, уравнения 
вида [(х, у) =0, [(х, 2) =0, Ё(у, 2) =0 определяют цилиндры, образующие которых 
параллельны соответственно осям 02, Оу, Ох. Конус есть поверхность, образованная 
движением прямой, проходящей через данную точку (вершину конуса) и пересекающей 
Данную линию (его направляющую). Поверхностью вращения называется поверхность, 
образованная вращением плоской кривой вокруг неподвижной оси, лежащей в плоскости 

кривой. Так, уравнение 2 ={ (И х= -[ 92) определяет поверхность, описанную вращением 
2 = (x), 
у =0 

3.1-16. Поверхности и кривые. 
(а) Линия пересечения двух поверхностей 

Pi lt 9, г)=0, фь(х, у, 2) =0 (3.1-31) 
представляет собой кривую, точки которой (х, у, =) удовлетворяют каждому 
из уравнений (31) (см. также п. 3.1-13). Линия пересечения может иметь 
более одной ветви. Уравнения (31) могут также определять лишь одну или 
несколько изолированных точек, принадлежащих обеим поверхностям, или 
ue определять ни одной точки. 

  

кривой вокруг оси 02. 

Кривые 
{26 у, 2) =0, {9° 0, 2) =0, [90% 0) ==0, 

х = 0; y = 0; 2 =0 

представляют собой линии пересечения (если они существуют) поверхности Ф (х, и, 2) =0 
с плоскостями Оуг. Ох2 и Оху соответственно. 

(6) Для любого действительного значения А, уравнение. 

1 (x, у, 2) --^, Pe (x, у, 2) =0 (3.1-32) 

соответствует поверхности, проходящей через линию Пересечения поверхно- 
стей (31), если последняя существует. 

(с) Уравнение - 

фу (х, у, 2) - фо (х, у, 2) =0 
соответствует поверхности, образованной точками обеих поверхностей (31) и не 
содержащей никаких других точек. 

(4) Уравнение проекции кривой (31) на плоскость Оу2х (или Ох=, Оху) может быть 
получено исключением из уравневий (31) переменной х (соответственно р, 2). 

(е) Координаты х. у, 2 точек пересечения кривой (31) с поверхностью (28) должны 
удовлетворять всем трем уравнениям (31), (28). Для любых действительных Аа, А. уравнення 

p(x, и, 2) + № Ф, ©, и, 2) =0, Ф(х, и, 2) -- А Ф2 (Х, и, 2) =0 (3.1-33) 

определяют кривую, проходящую через все эти точки пересечения. 
(Е) Кривая однопараметрического семейства . 

Ф: (х, у, 2, ^) — 0, Pa (x, у, Zz, А) — 0 (3. 1-34) 

описывает поверхность, уравнение которой может быть получено путем исключения пара* 
метра А из (34).
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3.2. ПЛОСКОСТЬ 

3.2-1. Уравнение плоскости. 
(а) Уравнение, линейное относительно декартовых прямоугольных коор- 

динат, т. е. уравнение вида 

Ах-- Ви-- С2--р=0 или А,г--р=0 (3.2-1) 

где 4, Ви С не равны нулю одновременно, определяет плоскость; обратно, 
каждую плоскость можно определить уравнением первой степени относительно 
декартовых прямоугольных координат. 

Коэффициенты А, В, С равны проекциям вектора А ==: (А, В, С}, перпендикуляр- 
ного к плоскости, на оси "Ox, Оу Ог соответственно (п. 3.1-8, b): BeKTOP А имеет напра- 
вленне положительной или отрицательной нормали к плоскости (см. ниже) и называется 
нормальным вектором плоскости. При О ==0 плоскость проходит через начало координат. 

(5) Особенно важное значение имеют следующие виды уравнений пло- 
CKOCTH: 

1. Уравнение плоскости в отрезках. Плоскость, пересекаю- 
щая ось Ох в точке (а, 0, 0), ось Оу в точке (0, 6, 0) и ось 02 в точке 
(0, 0, с), имеет уравнение 

Е, 

2. Нормальное уравнение плоскости. Пусть р > 0 — длина 
перпендикуляра, опущенного из начала координат на плоскость; пусть со$ Oy, 
COS у, С05 ©, — направляющие косинусы (п. 3.1-8) этого направленного пер- 
пендикуляра, началом которого служит начало координат, а концом точка 
плоскости (положительная нормаль к плоскости). Тогда уравнение плоскости 
имеет вид 

X COS Oy -+-Y COS Ay-+ Zz с0з а„—р=0. 

3. Уравнение плоскости, проходящей через данную 
точку. Если плоскость проходит через точку Р: (х1, Yo 21) =P, (1), a Hanpa- 
вление нормали к плоскости задано проекциями А, В, С вектора нормали А 
на оси декартовой прямоугольной системы АТ то уравнение нлоскости 
имеет вид 

A (x—%x,)+B(y—yy) + C (2—2,) =0 um A-(r—ry)=0. 

4. Уравнение плоскости, проходящей через три дан- 
ные точки Р) (1, 1, 21) ЕР (г1), Р. (хе, У», 22) =ЕР (12), Рз (хз, Уз» 23) ЕЕ 
=P (Ps), не лежащие на одной прямой (п. 3.4-3, а) имеет вид 

x yz i 

Xj Wy zy | 
=0, или [(г-— г.) (г-— го) (гГ—гз)] =0 пит Це гу) (г га) (г-—гз)] 

| № № 23 | 
HH 

yy д 1 а м | жи 1 жай а 

у 2 1-2 жж ПУ № № 1 2—| Х2 4 25 | =0. 

уз 23 1 2g Хз 1 x3 Ys | Аз 18 25
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(с) Если плоскость задана уравнением общего вида (1), TO введенные 
выше величины а, b, C, Pp, COS Ay, COSAy, ©0$ ©, выражаются через А, В, С, О 
следующим образом: | 

  

  

    

р р 
а=—д, = — =— с: (3.2-2) 

’ А C08 he Se 

B 
cos (y= RPE es’ (3.2-3) 

С р 
С0$ @, = p= 

Ув С: 
где знак перед корнем выбирается так, чтобы соблюдалось условие р > 0. 
Если Ор=0, то выбор положительного направления на нормали к плоскости 
произволен. 

+ VAP + B+ C3’ 

3.2-2.  Параметрическое задание плоскости. Любая плоскость может быть задана 
следующими параметрическими уравнениями (п. 3,1-[4): 

х=х, {+ ахи - 6х0, . уу, | ауи Е Ву, ео 
или (3.2-4) 

Г = г, -Ё иа -- 55. 

3.3. ПРЯМАЯ ЛИНИЯ 

3.3-1. Уравнения прямой. 
(a) pa независимых линейных уравнения 

фл (х, у, 2) = Ах-- Влу-- С12-- В: =0, \ (8.3-1) 

И фо (х, у, 2) == А’х-- Вгу--Сьг-- О, =0 
и 

Ay-t+D,=0, A,-r-+D,=0 
(А ХА, -2 0; см. также пп. 1.9-3, а, 5.2-2 и 5.2-7) определяют прямую как 
пересечение двух плоскостей (п. 3.1-16, а). Обратно, каждая прямая может 
быть определена уравнениями вида (1). При р. =р.=0 (и только в этом 
случае) прямая проходит через начало координат. 

(5) Особенно важное значение имеют следующие виды уравнений прямой: 
1. Уравнения прямой, проходящей через две точки 

Pi (Xt, Yr» 21) и Ро (ха, У», 28): 

х— м Дири 2-2, 
Хз —Х! Yor 1g — 
  

2. Уравнения прямой, проходящей через данную точку 
в данном направлении (канонические. уравнения прямой). 
Если прямая проходит через точку Р) (х1, Уз, 21) =ЕР (г!) и параллельна 
вектору а== {ах, ау, а.} (направляющий вектор прямой; см. также п. 3.3-2), 
то ее уравнения могут быть приведены к виду 

ХХ! YM 2 
— — ? 
  Л — Г, =а;. a а, а. wan r—ry=at. 

(с) Вектор а=А, Хх А, является направляющим вектором прямой (п. 3.1-8, 5), 
заданной как линия пересечения двух плоскостей (уравнения (1)); его проек- 
ции Ha оси декартовой прямоугольной системы координат равны соответ- 
ственно 

a, = В1С. — BC), dy =C A, — CA, a,=A,B,— А.В: (3.3-2)
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Направляющие косинусы прямой и, следовательно, углы @,, бу, ©, между 
прямой и осями Ох, Оу и Ог определяются по формулам 

COS @, = a (А.В. —А›В)), 

М = [(В1С»— В.С)? (С.А, — С, А 1) - (А.В, — А.В.) №. = (3.3-3) 
Тот или иной выбор знака перед корнем определяет положительное напра- 

вление на прямой. 
„Уравнения (2) и (3) являются условиями того, что прямая с направляю- 

щими косинусами со3 0%, с03 %,, с0$.0, или с направляющим вектором А пер- 
пендикулярна к двум векторам `А; и А., заданным своими проекциями Аут, 
B,, C, u Ag, By, Cy Ha оси декартовой прямоугольной системы координат. 

(4) Уравнения плоскостей, проектирующих прямую (1) на плоскости Оху, Ох2 и Oyz 
соответственно (т. е, плоскостей, проходящих через прямую и перпендикулярных к соот- 
ветствующим координатным плоскостям), таковы: 

(С.А, — С, А, ) х- (С1В, — С.В) у- (С:0, — С.) =0щ, 

(В, А, — В,А,) x + (B,C. — B.C, y+ (B,D. — B2D;) = 0, 

(A,B, ~— A2By) x + (AyC2 — AzCr) y+ (A1D2— A2D1) = 0. 

Любые два из уравнений (4) определяют прямую (1). 

3.3-2. Параметрические уравнения прямой. Декартовы прямоугольные коор- 
динаты (х, у, г) произвольной точки прямой удовлетворяют параметрическим 
уравнениям (п. 3.1-13): 

х=ж Нах у=и фай 2=а Най, или f=r,-+fa, (3.3-5) 

где а— направляющий вектор, Р!\(х1, и1, 21) ЕЕ Р, (г!) —некоторая фиксиро- 
ванная точка прямой. 

(3.3 -4) 

3.4. ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ТОЧЕК, 
ПЛОСКОСТЕЙ И ПРЯМЫХ 

3.4-1. Углы. 
(а) Угол \\ между двумя прямыми с направляющими косинусами со0$ Gy, 

COS &y, COS Gz H COs Ox, COS ayy 0$ (= определяется по формулам (см. также 
п. 3.1-8, с): 

COS \/ 1 = с0$ My COS ax-t- cos Ay COS Oy ++ cos 0, COS Mz" (3.4-1) 

sin? y1 = (cos %y cos a2 —cos az Cos ay) ++ (cos az COS Ox —CO8 By COS Hz)" ++ 
, +-(cos &y COS &y—COS %y Cos ax)”. — (3.4-2) 
tana прямые заданы параметрическими уравпениями (п. 3.3-2) г =г.-- {аи r=f; + 

a+ at sin _ паха! 
аа’ = Тара’ | 

Прямые параллельны, если со$ \1 =|, и взаимно перпендикулярны, если со$ \; =0. 

(5) Угол фа между двумя плоскостями Ах By+Cz+D=0 u A’x+B'y+ 
+ C’z+D'=0, naw A-r+-D=0 u A’-r+D’=0 (угол между их нормалями), 
определяется по формуле 

AA’ + BB’ +. CC’ AeA 
COS 2. = = . (3.4-4) 

УД? -- В2- СИА? ВС” ПАПА’ | 
Если плоскости заданы параметрическими уравнениями (п. 3.2-2) г = г, -- ма -|- 05 и 

«sty + wa’ + vb’, To 

cos ¥; = (3.4-3) 

  

(a хь)} - (а’х Ь”) 
® 3.4-5 

Гахь || а’ ХЬ’ | @.49) 
COS yo =
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(©) Угол уз между прямой 

  

х— м _И— и! 2-21 

ах ау а» 

и плоскостью Ах--Ву--С2--Р==0 (угол между прямой и ее проекцией на 
плоскость) определяется по формуле 

Aa, + Bay + Caz 

21 ptr И, 2 в. И А+ в? + <? Уж-че-на 

В частности, прямая параллельна плоскости, если $!п у. ==0 (лежит на плоскости, 
если, кроме того, Ах, -|- Ву! - С2. + РО =0); прямая перпендикулярна к плоскости, если 
$1 у; =1. Угол между прямой и кормалью к плоскости равен Л/2 — у.. 

  SiN уз = (3.4-6) 
  

х (4) 1. Условия параллельности двух прямых 

х— 1 у: 2-2 
  

  

а; ay ap или r=r,+fa, 

И 

X— Xy Y— YN = — 2} , — = —=——, ИЛИ r=r,+fa’, 
ay ay az 

имеют вид 
ах а ay 
ae, или а’=Аа, win axXa’=0. 
ах а, а. j 

Если, кроме того, прямые имеют общую точку, то они совпадают. 
х—х —и 2—2 ° 

2. Прямая а. t= a *, Hin f=r,-+fa, w naockocTs Ax-+ By + 

+Cz+D=0 unu A-r+D=0 взаимно перпендикулярны, если прямая парал- 
лельна нормали к плоскости (и сама служит нормалью), т. е. если 

  

Их ay ay 

=a, Wi a=AA, или ах А=0. 

3. Две плоскости | 

Ax+ By-+Cz+D=0, илн А.г--Б=0 

А’х-- В’у--С'2--’=0, или А’.г--О’=0 

параллельны, если параллельны их нормали, т. е. если 

A B _В_С —. t 12==?=<;, wn A=AA'’, win AX A’=0. 

Если плоскости, кроме того, имеют общую точку, то они совпадают.» 
3.4-2. Расстояния. 
(а) Расстояние 8 от точки Ру(х, и, 20) =Е Ру (Го) д0 плоскости Ах +- 

-НВу--С2-Н р =0 или А -г-- О =0 (определенное по величине и знаку): 

Axo + BYo + C2o+D А. О 

VAP + BITC? EIA 
  (3.4-7) 

знак перед корнем противоположен знаку D, Иногда 6 называют отклоне- 
нием точки от плоскости. Отклонение положительно, если начало координат 
и точка Ро (х, Ио, Zo) лежат по разные стороны от плоскости, и отрицательно, 
если по одну сторону. 

Если плоскость задапа параметрическим уравнением (п.З.2-2) г == г. -{ ца -[ 55, то 

axb on, (3.468 
Г ажь | 

6=(г- г).
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(b) Расстояние 4 от точки Ро (ху, и, 20) == Рь (Го) до прямой = = a а, 
— 2 — 

Е ИЛИ г Tbe 

  

  

  

a 

d= Гах (№ — г!) | _ 

ja| 

Vim P+ 2 Pal | — 4/1 —1№ 21 — 20 21 — 209 Х!1— №. 1 — № 11 —1 (3 4-9)           

(с) Кратчайшее расстояние 41 между прямыми 

    

  

  

х-—х YU — Yq 2—2 х—х, y—y 2-—-2° , 
и tet on rr, tia, r= ry fa’: 

Ox бу a ax . oy a2 

\ ж— 1 И 21—21 

“Va аа Иа? ау + o;* sinys : ; 
* х г. а а а, х y +(3,4-10) 

(fx — £3) 42°] или ие ‚ где зи; определяется равенством (2). Если 

прямые параллельны ($1 '}, =0), то 4: определяется равенством (9). 

Замечание. Если в определителе. стоящем в правой частн равенства (10), заме- 
НИТЬ Х1, И:, 2: переменными Хх, у. 2 и приравнять его к нулю, то полученное уравнение 
определит плоскость, проходящую через вторую прямую параллельно первой. Если пря- 
мые пересекаются, то плоскость проходит через обе эти прямые. 

(4) Расстояние 4. между параллельными плоскостями Ах-- Ву--С2-- О = 
=, A’x-- B’y+C’z+D'=0: 

4, = Р-Р __1р-2’| , (3.4-11) 
VA? + B?- C2 [А | | 

(е) Расстояние 43 от плоскости д0 параллельной ей прямой определяется 
по формуле (7). 

3.4-3. Специальные случаи взаимного расположения точек, прямых и плоскостей. 
(а) Точки. 1. Гри точки Р: (№1, и, 21). Р2 (%2, 1, #2) и Ps (хз, №, 2s) лежат на 

одной прямой, если (необходимое н достаточное условие) 

  

      

  

Хз —Х!1 Из — U1 _ 23 — #1 = = ‚ ИЛИ f3— fy =A (fe — 11), (3.4 -12) и и а, 3 1 (г. 1 

или (см, также равенство (3.1-15)) 

и 21 1 2, x, | хм ал 1 

Yo 24 1 2.2 Ха 1 Xe Ye lj= 0, (3.4-13) 

Ys 23 | 23 x3 | Xs Ys | 
или 

(f3 — 01) X(f2— 1) = 0. (3.4-14) 

2. Четыре точки лежат в одной плоскости, если (необходимое и достаточиое усло- 
вие . 

|*2 м 21 1 

Хз 21 
= 0, или [(г. — Г: (Гз — Г:) (fe —Pi)J = 0. (3.4-15 хз Ys 23 1 [( 2 1) ( 3 1) ( 4 :)] ) 

Ха Ys 2 1 

0b) П лоскости. 1. Если три плоскости Ах + By +- C2z2+D=0, A’x-+B’y+ Clz4+ 
-2'=0, А’х-- В”у-- С"2 -- р” =0 проходят через одни и ту же прямую, то 

А В С 
A’ В С’ 

А” в” С” 

‘As =0, (3.4-16) 
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2. Если четыре плоскости Ах -|- By + Cz+D 
+ By > Cz + р” = 0, A’'x -+- By + С’! +D"” 

Ky, mo 

=0, Alx+ Bry t+C’z+ D! = 0, Av’x+ 
= 0 проходят через одни u my же точ- 

А В С р 
A’ В С’ Dt 
А” В” С” р’ 

А’” Br qv Db’ 

= 0, | (3.4-17) 

т, е. левые части их уравнений линейно зависимы (п. 1.9-3, а). 
(с) Прямые. Две прямые лежат в одной плоскости (т. е. пересекаются или па- 

раллельны), если (необходимое и достаточное условие) четыре определяющие их плос- 
кости удовлетворяют условию (17). Еслп прямые заданы параметрическимн уравнениями 
т =T) + ta, r= г. -- а’, то условие (17) принимает вид 

[((fy — 13) aa’] = 0. | (3.4-17а) 

3.4-4. Тангенциальные координаты плоскости и принцип двойственности. Уравнение 

Ех + ти - 2 1=0 (3.4-18) 

определяет плоскость (2, п, &. Числа Ё, 1, Ё называются ее тангенциальными (линей- 
выми, плюккеровымй) координатамн. Если точечные координаты х, у, г фиксированы, 
а &, 1], & рассматриваются как переменные, то (18) становится уравнением точки (х, у, 2), 
т. е. точки. пересечения всех плоскостей (18). 

Симметрия уравнения (18) относительно точечных и тангенциальных координат при- 
водит к следующему принципу двойственности (см. Также п. 2.3-3): наряду с каждой 
теоремой о взаимном положении точек, прямых и плоскостей справедлива другая теорема, 
которая поличится, если в формулировке первой теоремы Поменять местами термины 
«точка» и «плоскость»: ° 

3.4-5. Некоторые дополнительные соотношения. 
(а) Если ф, (х, и, 2) =0 и ф2(, у, 2) =0— уравнения двух плоскостей, 

то уравнение 

` фа (я, и, 2)-- № Фо (х, и, 2) =0 (3.4-19) 

определяет плоскость, проходящую через линию пересечения данных плоскос- 
тей (или параллельную им обеим, если они параллельны). Уравнение (19) 
называется уравнением пучка плоскостей. Если обе плоскости заданы нормаль- 
ными уравнениями (п. 3.2-1,2), то (— А) равно отношению расстояний от лю- 
бой точки плоскости (19} до заданных (базисных) плоскостей; при А=Ёи 
A==— 1 полученные плоскости являются биссекторными плоскостями дву- 
гранных углов между данными плоскостями. 

Если плоскости ф. =0 и ф.==0 параллельны, то все плоскости (19) также 
им Параллельны. 

(6) Уравнения прямой, перпендикулярной к плоскости Ах-- Ву--С2-- 
-+ D=0 и проходящей через точку Ро (хо, Из, 20): 

Х — № и — 1% 2 — 20 . tat Se . (3.4 20) 

(с) Направляющий вектор и направляющие косинусы линии пересечения 
двух плоскостей определяются по формулам (3.3-2) и (3.3-3). 

(4) Точка пересечения трех плоскостей Ах By+-Cz+D=0, А’х--В’у-- 
-- С'2--О’=и А’х--В”у--С”е-- р” ==0 имеет следующие координаты: 

р в С А р С 
х=—х D’ В’ С’ ,=—х A’ dD С’ , | 

; Db” ; B” Cc" A” р” С” 

A B D{|-° АВС 84-21 
г=— |4’ В 0’|, А=| А’ В С’ |. 

A” BY” D" A’ BY С”
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3.5, ПОВЕРХНОСТИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

3.5-1. Общее уравнение второй степени. Поверхности второго порядка 
(квадрики) определяются уравнениями второй степени относительно декарто- 
вых прямоугольных координат. Общее уравнение второй степени относительно 
переменных х, у, = имеет вид 

@11х2 -|- @з2у? -|- азз2* -- 2а1эху Е 2а1зхе | 2а»зуг -|- 2аах -- ау - Заза + а: =0 

или 

(а1х-Натоу-|- а1з2- а14) х-| (ах -- ау + аз -- аз) Y + 

        

  

_ (ая -азу- азза наз) а--апх--азу-- аз -Нав=0,  (3.5-1) 
re ajp =p; В Ё=1 2, $3, 4. 

Уравнение (1) можно записать в векторной форме 

(Аб. г-- 2а-г-- аа =0, (3.5-2) 

где А — аффинор с координатами A = 4p, а — вектор с координатами а, = @а;4 (см. 

также п. 16.9-2). 

3.5-2. Инварианты. Для любого уравнения (1) четыре величины 

ра а Q a a a I == 04; + dog + gq, Ja| ou “12 22 493 33 4931 

@>1 @22 Q3, 33 Q3 41 
a a a. a. 

@11 @12 Ms 1, и i. м $ (3.5-3) 
21 @2 (53 @24 

D= A= Mp, Ag, Agg}|, A= р 
аз @з> @33 @з4 

43; @з> @зз 
14, 942 44g Ags   

являются инвариантами относительно параллельного переноса и поворота 
осей (3.1-19), (3.1-20), (3.1-28). Эти инварианты определяют свойства поверх- 
ности, не зависящие от се положения в пространстве. Детерминант А назы- 
вается дискриминантом уравнения (1). 

3.5-8. Классификация: поверхностей второго порядка. Табл. 3.5-1 содержит 
классификацию поверхностей второго порядка, основанную на их инвариан- 
тах, определенных в п. 3.5-2. В этой таблице 

Д’= А: 1 -| 42-1 Аз», 

А: обозначает алгебраическое дополнение элемента с, в определителе 
A= det | Qip р, CM. п. 1.5-2, 

Qyy 014 Qo, Q33 gy 

  

  

        

; a AU = tt. 1 22 (3.5-4) 

ат gg 942 941 33 @44 

А” и А’’ являются инвариантами относительно поворота осей (семиинва- 
риантами), 

3.5-4. Характеристическая квадратичная форма и характеристическое уравнение. 
При помощи характернстической квадратичной формы. 

Бо (х, и, 2) = ах? -- аз2у? -|- азз2? -- 2а1зху -- 2а1зхг -- 2а» зу, (3.5-5) 

соответствующей уравнению (1), могут быть изучены важные свойства поверхностей вто- 
ого до ядка. В частности, невырожденная центральная ‘поверхность второго порядка 
| 7:0 70) оказывается действительным эллипсоидом, мннмым эллипсоидом или гипер- 
олоидом в зависимости от того, будет ли Ру (х, у, 2) соответственно положительно опре- 

доленной, отрицательно определенной или неопределенной квадратичной формой, что 
устанавливается по корням А:, А2, А. ее характеристического уравнения (п. 13.4-5, а) 

411 —А aye а1з -^ . 
Qe Qee— A Qs3 = 0 илн Аз — Ih? - JN —-D=s 0, (3.5-6) 

Я 31 9:2 Asa А



90 

Kopau Ay, As, 

ГЛ. 3. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ 3. 5- 4. 

Аз являются ‹собственными значениями действительной симметрической 
матрицы [4%] (п. 13.4-2) и, как следствие этого, всегда действительны. Имеем; 

= м № № J = — Ма + Ads + №№, О = МА. 

Таблиц а 3.5-1 (а) 

Классификация поверхностей второго порядка 
  

  

  

    

  

              

  

  

линдр, если А’/ > 0: 
действительный, если 
A’l <0) 

прямой 

Невырожденные поверхности Вырожденные 
поверхности 

А>0 A<0 A=0 

DI,-J Мнимый Эллипсоид Точка (действитель- 
оба больше | эллипсоид ная вершина мни- 

Центральные нуля мого конуса) 

поверхности 

р -0 DI, J Однополостный | Двуполостный Действительный 
‘не оба’ боль- гиперболоид гиперболоид конус 

ше нуля 

Нецентраль- Гиперболический| Эллиптический | Цилиндры (см. табл. 
ные поверх- параболоид параболоид 3,5-1 (6), A’ 0) 
HOCTU Пары плоскостей 

р =0 (см. табл. . 3. 5-1 (6), 
A’ = 0) 

Таблица 3.5-1 (Б) 

Цилиндры Пары плоскостей 
А’ 0 A’ =0 

A=0,D=0, J>0 | Эллиптический ци- | Пара мнимых плоско- 
линдр (мнимый | стей, пересекающих- 
эллиптический ци- | ся по действительной 

  

A=0, D=0, J<0 Гиперболический ци- 
линдр 

Пара действительных 
пересекающихса пло- 
скостей 

  

А =0, р =0, У/=о0 Параболический ци- 
линдр 

Пара параллельных 
плоскостей (мнимых, 
если A’? >O0; дейст- 
вительных, если 
А?’ < 0) 

Пара  действи- 
тельных совпа- 
дающих плоско- 
стей *) 

  

рицы 

рядка (п.   Ранг квадратной мат- 
[2:n} 4-го по- 

13.2-7)     
А’ = А” =0, 

    
*) Пара совпавших плоскостей характеризуется любым из следующих двух. 

признаков: (а) ранг [а;,] равен 1, (6) А= В = У = 0. 
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3.5-5. Диаметральные плоскости, диаметры и центры поверхностей второго 
порядка. 

(а) Для любой поверхности второго порядка (вырожденной или невы- 
рожденной) геометрическим местом середин параллельных хорд служит плос- 
кость, которая называется диамстральной плоскостью поверхности, сопряжен- 
ной этим хордам (или направлению этих хорд). Диаметральная плоскость 
поверхности (1), сопряженная хордам с направляющими косинусами со3 %х., 
с03 &,, с05 @,, определяется уравнением ` 

(ах -- ару-- а1з2- ала) с0$ &х-|- (ах -- аззу - аоз2 - аз) с03 ©, -|- -. 

- (азх-Е аз - азз2 -- @за) с08 @,=0. (3.5-7) 

(6) Прямая, по которой пересекаются две диаметральные плоскости, на- 
зывается диаметром, сопряженным семействи плоскостей, параллельных сопря- 
женным хордам этих диаметральных плоскостей. С другой стороны, диаметр 
является геометрическим местом центров кривых второго порядка, по кото- 
ым кересекают поверхность параллельные между собой плоскости семейства. 
равнения диаметра, сопряженного семейству плоскостей с заданными направ- 

ляющими косинусами нормалей с0$ ах, с0$ ау, с03 ал: 

а11х -|- Arey + A132 + O14 _ 221 -- агзи - а2з2 + @24 _ @з1Х + Asey + азз2 -- аз4 (3 5-8) 
cos Oy cos ay — cos a, 

(с) При Р-20 все диаметры поверхности второго порядка пересекаются 
в ОДНОЙ точке, центре поверхности (другое определение см. в п. 3.5-8). При 
р =0 все диаметры параллельны или лежат в олной плоскости. В первом 
случае, т. е. при 25-0, поверхность называется центральной. 

Координаты хо, И, 20 центра определяютсл системой уравнений 

A11X0 ~- Ay2Vo + ArgZo + G14 = 0, 

Q21Xq + G2oYo -+ A2s20 -+ G24 = 0, (3.5-9) 

аз1Хо -- азг/о -- азз2о -- аз =0, 
откуда 

] @14 912 @1з i 911 Ayn Aig 1 @1: @:а yg 

Хо =— 5 Gas G22 G23] yg 5 @21 @24 Gas} 2, =— 5 9:1 @1з @14|.  (3.6-10) 
Qs4 32 @зз @31 Ag, @зз Qs, @32 Asa 

Если поверхность центральная, то перенос (3.1-19) начала координат в ее центр (10) 
приводит уравнение поверхности к puny 

а11х? + yey" + Qs32" + 2а12х и -- 2а1зх2 + 2azsyz +4 D~ 0, (3.5 -11) 

rhe Xs 9, z— координаты относительно новой системы. 

(4) Три диаметра центральной поверхности второго порядка называются 
сопряженными диаметрами, если каждый из них сопряжен плоскости двух 
других диаметров. 

3.5-6. Главные плоскости и главные оси. 
(а) Диаметральная ‚плоскость, перпендикулярная к сопряженным ей хор- 

дам, называется главной плоскостью поверхности второго порядка и является 
ее плоскостью симметрии. Каждая поверхность второго порядка имеет по 
меньшей мере одну главную плоскость и по меньшей мере две плоскости сим- 
метрии, (Пример: параболический цилиндр имеет одну главную плоскость.) 
Только цилиндры имеют плоскости симметрии (перпендикулярные к образую- 
щим), которые не являются главными плоскостями. Каждая невырожденная 
поверхность второго порядка имеет по меньшей мере две взаимно перпенди- 
кулярные главные плоскости. Каждая центральная поверхность (п. 3.5-5) имеет 
по меньшей мере три ‘главные плоскости (ровно трн, если она не является 
поверхностью вращения), среди которых всегда существуют три взаимно пер- 
пендикулярные. 

(5) Диаметр, являющийся линией пересечения двух главных плоскостей, 
низывается главной осью поверхности и является ее ‘осью симметрии. Если
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поверхность имеет две главные оси, то она имеет и третью, перпендикулярную 

к ним обеим. Каждая невырожденная поверхность имеет по меньшей мере 
одну главную ось. Центральная поверхность имеет по меньшей мере три 
(ровно три, если она не является поверхностью вращения) взаимно перпенди- 
кулярные Главные оси, представляющие собой нормальные к ее главным пло- 

скостям диаметры `(сопряженные как этим плоскостям, так и между собой, 

см. п. 3.5-4, а); среди главных осей центральной поверхности всегда имеются 
три взаимно перпендикулярные. 

`Нормали к главным плоскостям имеют направления собственных векторов мат- 
рицы [(а;»]. #; №=1, 2, 3 (см. п. 14.8-6). Направляющие косинусы этих нормалей 

COS Gy, 0$ @,, с0з а, определяются системой уравнений 

(Ay, — A) COS Ay + а1з COS ay + Q15 COS Gy = 0, 

- Ax, COS Gy + (23 — A) COS My - аз COS Az = 0, (3.5-12) 

dg1 COS Ay-+ a33 COS Oy + (as, — A) cos ag = 0, 

где А — отличный от нуля (заведомо действительный) корень характеристического урав- 
нения (6). ХЖЕсли все корни А1, А2, А. уравнения (6) отличны от нуля, то система (12) 
определяет для каждого из этих корней направляющие косинусы главной оси. В том 
случае, когда А ==0 является простым корнем характеристического уравцення (6), ему 
соответствуют направляющие косинусы единственной главной оси. Если же Хх =0 -- 
кратный корень, то поверхпость является параболическим цилиндром или парой парал- 
лельных плоскостей. В этом случае система (3.5-12) содержит только одно независимое 
уравнение. Если дополнить ее уравнением ™ 

Qs, COS Dy + Ay2 COS Ay +- Gy, COS Az = 0, 

то новая система определит направление образующих цилиндра. Х 

3.5-7. Приведение уравнения поверхности второго порядка к стандартному 
(каноническому) виду. Если ввести новую систему координат, осуществив 

1) поворот координатных осей (п. 3.1-12, Ь), в результате кото- 
рого нормаль к каждой из взаимно перпендикулярных плоскостей 

  
  

    

  

- 

  
  

  

      /\ 7 
d) e) 

Рис. 3.5-1. Невырожденные поверхности второго порядка: а) эллнисоид; 5) однополост 
ный гиперболоид, с) двуполостный гиперболоид, 4)‘эллиптический нараболоид, е). гипер- 

болический параболоид. 

симметрии поверхности станет параллельной одной из новых осей 
(преобразование к главным осям, см. п, 14.8-6);
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2) подходящий перенос начала (п. 3.1- 12, а), 
то уравнение (1) любой невырожденной поверхности второго порядка может 
быть преобразовано к одному из видов, перечисленных в табл. 3.5-2. Эти 
поверхности изображены на рис. 3.5-1. Каждое из полученных уравнений 
называется стандартным (или каноническим) уравнением. соответствующей 
поверхности. В табл. 3.5-2 приведены также’ основные свойства поверхно- 
стей и соотношения, позволяющие определить параметры а?, 63, с?, ри д по 
инвариантам А, О, Jul уравнения (1). | 

Уравнения вырожденных поверхностей (см. табл. 3.5-1) аналогичным образом при- 
водятся к следующему стандартному виду; 

x + \ 

  

52 -5 ==0 (710цка), 

x? - 28 .. . oe 

се + ра — а == О (действительный конус; круговой, если а? = 65°), 

a3 “+ а — | (эллиптический цилиндр: круговой, если а? == 62), 

x? 1? . 
2 — р == 1 (гиперболический цилиндр), 

ey Г (3.5-13) 

сз + 53 =0 (прямая), 

x? oy? . 
2: — 8 = — 0 (napa пересекающихся плоскостей), 

y? —=2рх (параболический цилиндр), 

x? . 
3 = 1 (пара параллельных плогкостей), 

x? == 0 (одна действительная плоскость). ] 

Направления новых осей Ох, Оу, Ог2 определяются уравнениями (12) с точностью до 
поворота на угол, кратный л/2, вокруг любой из новых осей; этому преобразованию 
соответствует переставовка переменных х. —х, и, —у, 2, —2 в канонических уравне- 
нях табл. 3.5-2. 

3.5-8. Касательные плоскости и нормали поверхности второго порядка. 
Полюсы и поляры. 

(а) Определение касательных плоскостей и нормалей поверхности, а также 
условия их существования приведены в п. 17.3-2. Уравнение касательной 
плоскости к поверхности (1) в точке Р, (х1, 1, 21) имеет вид 

аллхах -| аз ry - Agg2 12 + Aye (YrX XY) | алз (21.х--х12) -- 
bt gg (Y12 4 21Y) + 4 (1+ *) + eg (Yr + Y) Раза (21-2) -Нала =0 |. 

или (3.5-14) 

(ал - аи: -- а1з21 -Е а14) х-Е (алла | азот -- аззг1 | ао4) У-Н 
Е (азлх1 -- азайл -| азз2, -Н аз) 2-- (а41хл -- 44291 Е ааз21 - ааа) =0. 

ib) Уравнения: нормали к поверхности (1) в точке (х1, ут, 21) (см. также 
п. - 

Хх —^А! Y— M1 

Я: 1Х: -- 121 - 41321 - 414 ах, + Gooey + Ge321 + des. 
  

271 (3.5-15) 
вах, + 3241 + Aa3Z1 + аза ° 

  

(с) Уравнение (14) определяет’ плоскость, которая называется полярной 
плоскостью точки (ху, и1, 21) отвосительно поверхности второго порядка (1) не- 
внвисимо от того, лежит ли точка (х1, У1, 21) на поверхности или нет; точка 
(х., И, 21) называется полюсом’ плоскости (14). Полярная плоскость точки,
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принадлежащей поверхности второго порядка, если касательная плоскость по- 
верхности в этой точке. 

(9) Полярная плоскость В` любой точки В данной плоскости & проходит 
через полюс А этой плоскости ©. 

(е) Центр поверхности второго порядка есть полюс бесконечно удаленной плоскости. 
Диаметральная плоскость есть полярная плоскость бесконечно удаленной точки, через 
которую проходят хорды, сопряженные этой диаметральной плоскости. 

{Г) Полярные плоскости всех точек данной прямой пересекаются по одной прямой; эта 
‘последияя прямая содержит полюсы всех плоскостей, проходящих через данную прямую. 
Две полученные прямые называют парой полярно сопряж енных прямых. 

(=) Диаметр поверхности второго порядка есть прямая, полярно сопряженная беско- 
нечно удаленной прямой пространства. 

(Н) Полярная плоскость допускает геометрическое определенне, аналогичное опреде- 
лению поляры (см. п. 2.4-10). 

3.5-9. Некоторые дополнительные формулы и теоремы. 
(а) Уравнение сферы радиуса г с центром в точке Р, (хи, уз, 21) == Р, (ги): 

(x — X1)? + (y — Yi)? (2 — 21)8 ==72 или [г — га | =, (3.5- 16) 

(5) Общий вид уравнения сферы: 

A (x?-+ y2? + 22) + 2Bx +2Cy + 2Dz+E=0, А 20. (3.5-17) 

(с) Пусть Р; и Р, — точки пересечения сферы с прямой (секущей), проходящей через 

данную точку Ро (хо, и, 2о). Тогда ‘произведение величин направлеиных отрезков PoP, 

и РоР. постоянно для всех секущих, проходящих через Ро, причем 

  

  

РьР1 . РоРь == х8 - 98 -- 28 — г. (3.5- 18) 

Теорема остается справедливой и в том случае, когда Р, и Р‚ совпадают (если рассмат- 
ривать вместо секущей ее предельное положение — касательную к сфере в точке Р: =Р., 
проходящую через точку Ро 

} Для, половин трех сопряженных диаметров. эллипсоида (п. 3.5-5): 
. Сумма.квадратов равпа а? -|- 5? -|- с? 

2. Объем построенного на них параллелепипеда равен афс. 
(е) Диаметральная плоскость поверхности второго.порядка 

y? 22 

= (3.5-19} 

(эллипсоид, однополостный гиперболоид или двуполостный гиперболоид, см. также табл. 
3.5-2), сопряженная диаметру с направляющими косинусами с0$ a» Cos ‘у с05 @„ оп- 

ределяются уравнением ° 
Х с05 @, ycCos a, z cos a, | 

мм 5? = — = 0. (3.5-20)     

а? 

Направляющие косинусы трех сопряженных диаметров COS G@,. COs Gy, COS a, Cos В... 

cos By Cos B,; Cos Ver cos Vy соз у, удовлетворяют соотнощениям 

с0з @,с05 В, cosa соз В, с0$ @, с0$ В, 
  

    

    

у — 

а? oo b2 — C2 —™s 

cos @.,, COs cos @,, COS cos G, cos у x 8 Vy у 8 Vy ту } ‚<  6.5-20 
а? — b2 . — c2 , 

со$ В, с0$ у, —с0$ By cos Yy cos B, cos Y, + = 0. 
аз — 62 + c2 

Знаки в уравнениях (20) и (21) должны совпадать со знаком соответствующих членов 
в уравнениях (19). 

(Ff) Уравнение диаметра поверхности (3.5-19), сопряженного плоскости с направля- 

ющими косннусами нормали со$ Oy cos Oy cos a. имеет вид 

+ a2 ++ $2 +c? cos & ck a? Cos &,. +b COs a, oc? cos a, 
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3.5-10. Параметрическое задание поверхностей второго порядка (см. также пп.3.1-14)1 

X=asinu cos uv, Yy=bDsinu sing, 2=ccos u (эллипйсоид), ` (3.5-22) 

x=achucosv, y=Ochusinv, 2=сзНи (однополостный гиперболоид),(3.5-23) 

x=tachu, y=bshusinv, z=cshucosv (dsynosocmumd 2unep6oroud), (3.5-24) 

(знаки -- и — соответствуют двум полостям), 
о _ 1 ; 

x=Vpucosv, y=Vgusine, z= 5 из (эллиптический параболойд), (3.5-25) 

_ _ 1 
x= Vpuchy, y= Yq ushy, 2=5 ц2 (гиперболический параболонд), (3.5-26) 

fe . 

x = аи со$ о, и = фи пт и. = си (действительный кочус). (3.5-27) 

Возможны тайже миогие другие параметрические задания этих поверхностей. 

4 Г. Кори и Т, Корн



ГЛАВА 4 

ФУНКЦИИ И ПРЕДЕЛЫ. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ 
И ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 

4.1. ВВЕДЕНИЕ 

Эта глава посвящена главным образом числовым функциям действительных 
переменных. Введение пределов функций (пп. 4.4-1 —4.4-7) позволяет определить 
новые математические операции (предельные процессы), такие, как. сложение 
и умножение бесконечного числа членов, дифференцирование и интегрирование. 

Определения и теоремы, изложенные в этой главе, применимы как к дейст- 
вительным, так и к комплексным функциям и переменпым, если специально не 
оговорено, что речь идет лишь о действительных величинах. Аналитические 
функции комплексного переменного рассматриваются в гл. 7. 

4.2. ФУНКЦИИ 

4.2-1. Функции и переменные (см. также п. 12.1-4). 
(а) Если дано правило соответствия, относящее каждому данному дей- 

ствительному или комплексному числу х из множества $, действительное или 
комплексное число 

y=f (x), о . (4.2-1) 

го у называется (числовой) функцией 

у==у (х) =[(х) 
аргумента х. Равенство (1) указывает значение (или значения) у=У==}Ё(Х) пе- 
ремепной у, соответствующее каждому допустимому значению х==Х перемен- 
ной х; при этом х называется независимым переменным, а у— зависимым пере- 
менным. 

Термин «перемеиное х», в сущности, отсылает к множеству значений Х, а равенство (1) 
символизирует множество соответствий, связывающих значения Х переменного х и зна- 
чения У =}{ (Х) переменного и. В согласии с обозначениями, применяемыми в большин- 
стве учебников, символом х мы будем обозначать и переменное х и значение этого перелен- 
ного, если только это не сможет привести к путанице. 

Если х ии рассматривать как декартовы координаты на плоскости (п. 2.1-2), 
то действительная функция у=](х) действительного переменного х часто 
изображается кривой (графиком функции у от х, см. также п. 2.1-9). 

(6) Подобным же образом функция 

И = (А, Ха, +. Мп) (4.2-2) 

п переменных хт, х., ,‚... хи относит упорядоченному множеству значений (не- 
вависимых) переменных ху, х., ... х„ Значения (зависимого) переменного у. 

Функция может быть определена таблицей своих значений или правилом вычисления 
такой таблицы с помощью известных операций (конструктивные определения), Функция 
может также быть определена неявно (п, 4.5-7) или с помощью определяющих свойств, 
описываемых функциональными, ` дифференциальными или интегральными уравнениями, 
экстремальными свойствами (п. 11.4-2), поведением при некоторых значениях аргумента 
и т. д. Каждое неконструктивное определение нуждается в доказательстве существования, 
устанавливающем, что функция, обладающая указанными свойствами, существует,
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(с) В большинстве приложений переменные Хх, у или Ху, Хо... Хи, И обозна- 

чин физические объекты или величины, так что соответствующие соотношения (1) 
или (2) описывают физические закономерности. (Пример. и=х,х», если х!, Хх. AY 
‹ритветстьеппо обозначают напряжение, силу тока и мощность в простом электрическом 

цонтуре, ) 

(4) Мпожество $, значений х (или множество значений ^1, Кё, +. Ап). 
для которых определены соотношения (1) или (2), есть область определения 
фунеции [(х) или f(xy, Хр» +. Xn). Соответствующее множество $, значений у 
есть множество значений функции. 

(е) Последовательность действительных или комплексных чисел Sq, Sy, 
By, ... Представляет функцию 5„==5 (п), определенную на множестве неотри- 
цительных целых чисел п. 

4.2-2. Функции со специальными свойствами (см. также пп. 1.4-3, 7.3-3, 
7.6-5 u 7.6-7). 

(a) Функция однозначна, если каждому значению аргумента соответ- 
ствуст единственное значение функции 1). Функция многозначна, если хотя бы 
одному значению аргумента соответствует два или более значений функции. 
В дальнейшем всюду в этой главе рассматриваются только однозначные фун- 
кции, и это всякий раз специально не оговаривается. Функция y (x) имеез 
обратную функцию х (у), если из у=у (х) следует х=х (и). 

(5) Функция {(х) действительного или комплексного переменного х четна, 
если }(—х)==}(х), нечетна, если }(—х)==—1(х); является периодической 
с периодом Т, если {(1-- T) =f (2). . 

Каждая функция -} (х), область определения Sy которой вместе с каждым входящим 

п него числом х содержит и число —х, может быть представлена в виде суммы четной 

эункции (1/2) [Ff (x) А (—х)] и нечетной функции (1/2) [1 (<) — } (— х)]. Периодическая 
›ункция Г с периодом Т называется антипериодической, если f (¢-+ Т/2) =—{ (0). Каждая 
периодическая функция f (4) с периодом Т может быть представлена в виде суммы 
интипериодической функции (1/2) [В —ЕЁ(-- Т/2)] и функции (1/2) [fF (4) + Ff И) + T/2)], 
периодической с периодом Т/2. 

(с) и=|[(х) есть алгебраическая функция от х, если х и у удовлетворяют 
соотношению вида Р (х,у) =0, где Р (х,у) — многочлен относительно xX HY 
(п.1.4-3). В частности, у = } (х) есть рациональная (рациональная алгебраическая) 
функция от х, если /(х) есть многочлен (целая рациональная функция) или 
частное двух многочленов (пробная рациональная функция). у есть линейная 
функция от х, если у==ах-Е5. 

‹ 4.3. ТОЧЕЧНЫЕ МНОЖЕСТВА, ИНТЕРВАЛЫ И ОБЛАСТИ 

4.3-1. Вводные замечания. При рассмотрении свойств функции {}(х) дей- 
ствительного переменного х часто требуется указать множество значений х, для 
когорых значение } (х) определено и удовлетворяет данным` условиям. Заметим, 
что подобным образом могут быть описаны и функции, и множества. Обызуно 
и зпачениях 2) действительного переменного х (или объектов, которым соот- 
вегствуют значения x) говорят как о точках (х) прямой, а о множествах таких 
действительных чисел —как о линейных точечных множествах. 

Свойства функцин | (хи, х›, ... X,) действительных переменных ху, до, -.., Хи 
подобным же образом связывают с множеством «точек» (х1, хо, ..., Хи) в N-Mep- 
ном с тространстве», включающем все рассматриваемые точки (хи, хо, ..., Хл) 
(и. 14.1-2). 

Использование геометрического языка подсказывается аксиомой непрерывности Кан- 
пира -- Дедекинда, постулирующей существование взаимно однозначного соответствия 

') Многие авторы категорическн настаивают на том, что по определеник каждая 

фупкция должна быть однозначна, так что, например, две ветви -- ИУхи —У хдля их 
ирегли следуст рассматривать как две функции. 

(м, также ц. 4. 2-3. 

Ae
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между действительными числами и точками прямой. Эта «координатная аксиома» (п. 2.1-2) 
совместима как со свойствами действительных чисел. так и с постулатами, определяющи- 
ми евклидову и другие геометрии. , _. 

В пп. 4.3-2 — 4.3-6 рассматриваются главным образом те свойства точечных мпожеств, 
которые непосредственно применяются в теории функций действительных перемен- 
ных. В пп. 7.2-2 — 7.2-4 рассматриваются области на комплекспой числовой плоскости. 
Вообще говоря, о любом множестве (классе) объектов (в частности, объектов, 
соответствующих значениям действительного переменного или переменных) можно гово- 
рвть как о точечиом множестве. Свойства ‘таких множеств рассматриваются ниже, в 
пп. 12.5-1 — 12.5-4. 

4.3-2. Свойства множеств. , 
(а) Алгебра мно жеств (классов). Объект (точка) Р, содержащийся 

в множестве (классе) $, есть элемент множества 5 (Ре 5). Множество $; явля- 
егся подмножеством другого множества $. ($, содержится в Sy, 91 с: 5.2), если 
каждый элемент миожества $; является элементом и множества $›. Мвожества 

три 92 равны (5.=5.), если они содержат одни н те же элементы, т. е. если 
S;< SS, u Sg $1. Пустое множество ({ по определению есть подмножество 
каждого множества $5. Собственное подмножество (собственная часть) множества 
3 есть непустое подмножество ©, не равное $. Объединение (логическая сумма) 
51 0 $2 (или $;-- 5.) есть множество всех элементов, содержащихся либо в 
$1, Либо в 5», либо иво:, ив 5. Пересечение (общая часть, логическое произведе- 
ние) $, [] 5. (или $: $.) множеств $; и ооесть множество всех элементов, содер- 
жащихся 4 в $1, цв 5$. Дополнение множества $ до множества /, содержа- 
mero $, есть множество всех элемеитов из /, не содержащихся в 5. НПодмно- 
жества любого множества (класса) | с операциями логического сложения и умно- 
жения составляют булеву алгебру (п. 12.8-1). 

(5) Кардинальные числа и счетность. Два множества $1 и 52 
имеют одну и ту же мощность (кардинальное число), если существует взаимно 
однозначное соответствие между этими множествами. $ есть бесконечное мно- 
жество, если оно имеет ту же мощность, что и хотя бы одно из его собствен- 
ных подмножеств; в противном случае 5 — конечное множество. 

Бесконечное множество ‚5 счетно, если можно установить взаимно одно- 
значное соответствие между ним и множеством натуральпых чисел. Каждое 
кардинальное число конечного множества тождественно с числом его элементов. 
Каждое бесконечное подмножество счетного множества счетно. Объединение 
счетного множества счетных множеств есть счетное множество. 

Кардинальные числа, соответствующие бесконечным множествам, | называются`' 

бесконечвыми кардинальными числами. Кардинальное число каждого счетного множества 

совпадает с кардинальным числом множества натуральных чисел и обозначается симво- 
лом №. Множество всех. действительных чисел (или множество точек прямой, п. 4.3-1[) 

весчетно, соответствующее кардинальное число обозначается символом М. 

4.3-3. Границы. 
(а) Действительное число М есть верхняя граница или нижняя граница 

множества $, действительных чисел у, если для всех у <= $, соответственио 
у=— М или у— М. Множество действительных или комплексных чисел ограни- 
чено (имеет. абсолютную границу), если множество абсолютных величин (модулей) 
этих чисел имеет верхнюю границу; в противном случае множество не ограничено. 

Каждое (непустое) множество $, действительных чисел у, имеющее верхнюю 
границу, имеет точную верхню!0 границу (наименьшую верхнюю границу) sup Sy, 
а каждое (непустое) множество $, действительных чисел, имеющее нижнюю 
границу, имеет точную нижнюю границу (наибольшую нижнюю границу) тЁ 5... 
Если. множество $, конечно, то его точная верхняя граница $ир $, необходимо 
равна наибольшему числу тах 5, принадлежащему 5,: тах $, (максимуму 5), 
а точная нижняя граница и $, равна минимуму min Sy. 

Пример. Множество всех действительных чисел, меньших 1, имеет точную верхнюю 
границу 1, но це имеет максимума. 

(6) Действительная или же комплексная функция у=/(х} или же у== 
= | (хх, ..., Хи) ограничена на множестве © «точек» (х) или (х1, хо, ... хп), если
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ограничено соответствующее множество 5, значений функции у. Точно так же 
действительная функция и=} (х) или y= Х (х1, Хз, ..„ Хи) имеет верхнюю 
границу, пижнюю границу, точную верхнюю границу, точную нижнюю границу, 
ибсолютный) максимум и/или (абсолютный) минимум. на множестве $ «точек» 
х) или (х1, №... Хи), если это верно для соответствующего множества 5, 
значений функции у. 

(с) Действительная или комилексная функция } (х, и) или Гот Хо, ... „Я: У) равно- 

мерно ограничена на множестве 5 «точек»`(х) или (^1, хо, ..., хп), еслн абсолютная вели- 

чина (модуль) функции f как функция от и’имеет верхнюю границу, не зависящую от х 
или отх,, Xp, ve, XH а $. Равномерные верхние границы и равномерные нижние границы 

On ределяются ан алогично. 

4.3-4. Интервалы (см. также пп. 4.3- 3 и 4.3-5)7 Пусть х — действительное 
переменное. Множество всех значений х (точек), удовлетворяющих условиям; 

1) а <х-<Ь, есть ограниченный открытый интервал (а,5), 
2) а<х, есть неограниченный открытый интервал (а, -|- со}, 
3) х<а, есть неограниченный открытый интервал (— с>, а), 
4) a<x<b, есть ограниченный замкнутый интервал [а, 6]. 

Замкнутый интервал называют также отрезком, или сегментом, или 
замкнутым промежутком. Множества точек (х), удовлетворяющих ‘условиям 
ах < а<х=ь, а=х, х=<а, можно называть полуоткрытыми интерва- 
лами. Каждый интервал /,, содержащийся в другом интервале /[,, есть частич- 
ный интервал интервала />. 

4.3-5. Определение окрестностей. 
(а) Пусть а— любое действительное число. (Открытая) 0д-окрестность 

точки (а) в пространстве действительных чисел есть любой открытый ннтервал 
вида (а—6, а-- 60), содержащий точку х=а, иными словами, множество 
всех точек (х), удовлетворяющих условию | х —а| < 0, где 6 — некоторое поло- 
жительное число. Окрестность точки х = а есть любое множество, содержащее 
некоторую д-окрестность этой точки. 

(6) Множество (М, -- со) всех точек (х), для некоторого действительного 
числа М удовлетворяющих условию х > М, есть (открытая) окрестность «точки» 
плюс бесконечность (- со) в пространстве действительных чисел; множество 
(-- со, М) всех точек (х), для некоторого действительного числа № удовлет- 
воряющих условию х < М, есть (открытая) окрестность «точки» минус бесконеч- 
ность ‘(— со) в пространстве действительных чисел. 

(с) В пространстве, «точки» которого суть (описываются как) упорядочен- 
ные множества (х1, хо, ... Хп) действительных чисел, (открытую) 6-окрест- 
ность точки (а1, @›,..., ап), Где ал, аз,... аи конечны, можно определить как 
множество всех точек (х1, Х›,..., дл), удовлетворяющих условиям | х, —а, | < 6, 
| — 03| < 5, ..., [и — @п | < д, где д — некоторое положительное число. ‘Okpecr- 
ность точки (41, а2, ... ап) есть. любое множество, содержащее некоторую 
б-окрестность этой точки. | 

Замечание. ` Определения окрестностей, подобные тем, которые были даны 
ные, пельзя считать самоочевидными; они подчиняются постилатам, SD Bune 
«тонологические» свойства рассматриваемого пространства (см. также п. 12.5-1). В част- 
ности, для неограниченных значений переменпых (как выше в (Ъ)) onpecriiocya MO)KHO 
ипределить различными способами (так, -++- co И — © MOKHO pacCMaTpuBaTb Kak OAHY il 

ту же точку или же как две разные точки; см. также п. 7.2-2). В прикладной матема- 
тнко выбор таких определений будет зависеть от характера Tex объектов, которые 
«представлены» точками (х) или у, Xa, cory X п): Определение окрестностей тесно свя- 

Нино г определением открытых множеств (п. 4.3- 6), областей (п. 4.3-6) и пределов функ- 
ИИ пи рассматриваемом пространстве (п. 4.4-1; см. также п. 12.5-3). 

4.3-. ХОткрытые и замкнутые множества и области. Все нижеследующие 
определения зависят от того, каким образом определены окрестности в про- 
страиетве С, содержащем рассматриваемые множества и области (от топологии 
этого пространства, см. также пп. 12.5-1 — 12.5-4). | 

(и) Точка Р ссть ‘предельная точка (точка конденсации, точка накопле- 
нии) миожества 5 с С, если каждая окрестность точки Р содержит точки
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множества $, отличные от Р. Точка Р есть внутренняя точка множества $, 
если Р имеет окрестность, целиком содержащуюся в $. Точка РСС, не яв- 
ляющаяся внутренней точкой ни множества $, ни его дополнения до С, есть 
граничная точка множества 5. Точка Р множества $ есть его изолированная 
точка, еслн у нее есть окрестность, не содержащая других точек множества 5. 

Точечное множество 5 есть: 
открытое множество, если оно состоит только из внутренних точек; 
замкнутое множество, если оно содержит все свои предельные точки} 

конечное множество замкнуто; 
дискретное (изолированное) множество, если оно содержит только изоли- 

рованные точки; дискретное мкожество на евклидовой плоскости или в евкли- 
довом пространстве конечно или счетно; конечное мпожество дискретно; 

связное множество, если его пельзя представить в виде объединения 
двух непересекающихся множеств, каждое из которых не содержит предель- 
ных точек другого. (См. также п. 12.5-4.) 

(5) Множество на евклидовой плоскости или в евклидовом пространстве ограничено, 
если ограничено множество декартовых координат всех его точек. Область (открытая) 
есть открытое связное множество. Объединение открытой области и ее граничных точек 
(границы области) есть замкнутая область. 

Область D Ha евклидовой плоскости называется односвязной, если любая простая 
вамкнутая кривая (п. 3.1-13), целиком принадлежащая О, может быть стянута в точку 
с помощью непрерывной деформации, не выходя из области О). Область не односвязная 
называется многосвязной. 

Область У в евклидовом трехмерном пространстве называется; 
позерхностно-односвязной, если любую простую замкнутую кривую, лежащую в у, 

можно с помощью непрерывной деформации стянуть в точку, не выходя из У: 
пространственно-односвязной, если любую простую замкнутую поверхность типа 

сферы, лежащую в У, можно с помощью нгирерывной деформации стяпуть в точку, He 
выходя из У, 

Например, шар односвязен с точки зреняя обонх определений, шаровое кольцо — 
только с точки зрения первого определения, а тор («баранка») — только с точки зрения 
второго, 

4.4. ПРЕДЕЛЫ, НЕПРЕРЫВНЫЕ ФУНКЦИИ И СМЕЖНЫЕ ВОПРОСЫ 

4.4-1. Пределы функций и последовательностей (см. также пи. 4.8-1 и 
12.5-3; см. примеры в табл. 4.7-1). 

(а) Функция } (х) имеет (необходимо единственный) предел Ит } (х) =, при 
А—>а 

х, стремящемся к конечному значению х==а (предел в точке а; [(х)—Ё при 
х—а), если для каждого положительного числа в существует такое положи- 
тельное число 6, что при 90<|х—а|< 6 функция f(x) определена и 

и <-> | 
Функция [(х) действительного переменного х имеет (необходимо единст- 

венный) поедел т #(х) =[ при х, стремящемся к плюс бесконечности 
х-> oo 

(когда х неограниченно возрастает; } (х)—Ё при х—>--оо), если для каждого 
положительного числа = существует такое действительное число А, что при 
х > М функция [(х) определена и |{(х)—Ё |< в. | 

Если функция | (х) имеет предел [., то говорят, что она стремится к Д. 
(6) Последовательность чисел (п. 4.2-1) $5, $1, 52,... (Е==5(п)) имеет (необ- 

ходимо единственный) предел lim 5,=5 (сходится к 9), если для каждого 
п» . 

положительного числа в существует такой номер М, что при п > М выпол- 
няется Неравенство |$„—оэ |<. Критерий сходимости последовательности 
см. вп. 4.9-1, где рассматриваются признаки сходимости бесконечных рядов. 

(с) Действительная функция { (Хх) неограниченно возрастает (стремится к плюс бес- 
конечности): 

1. При х, стремящемся к конечному значению х=а (! (х) > -- © при Х -> а; некото» 
рые авторы пишут Ит [(х) == -|- ©), если для каждого действительного числа М суще: 

&-а
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рут такое положительное число 6, что при <] х—@а|< 6 функция | (х) определева 
иГ{х) > М. 

Я. При х, стремящимся к пмос бесконечности ((х) = -- со при х > - со; некоторые 
авторы пишут lint р} (%) =-{+ с), если для каждого действительного числа М сущест- 

x—~-+oo 
myer Takoe действительное число Л, зто при х>> № функция } (х) ‘определена и {(х) >М. 

Аналогичное определение дается в случае последовательности. Действительное перс- 
менное х или [Ё(х) стремится к минус бесконечности (х -+ — © или { (х) + — ©), если 
поответственно — х -> -- © или —Ё(х) + -- со. В (Ь) и (с) устанавливается математический 
смысл символов -- © и —с<0 в системе действительных чисел (см. также по. 4.3-5 и 
7,22) 

Ronn f (x) +--+ © илн f(x) ~—c npuxea (npH x —-} oO; IPH x + — oo), To roBo- 
pur, что функция f (x) является бесконечно большой при х-+а (соответственно при 
К -ь -|- 9; при Хх -+ — 00), Если } (х) — 0 при х->а (при х-— -- ©; при х -+ — о9), то фуик- 
ция Г(х) называется бесконечно малой при х-+а (соответственно при х -+ -{ с: при 
K => — ©. ° 

4.4-2. Операции над пределами (см. также пп. 4.4-6,с и 4.8-4). Если пре- 
Делы в правой части нижеследующих равенств существуют, то существуют 
пределы и в левой части равенств и 

lim [f (x)-+-g (x)} = Jim f (x)-+ lim g(x), | 
x > '} ‘ . Х >а я а 

lim [af (x)]=a lim f (x), — 
ха х>а 

lim [f (x) а 60] lim f(x) ит 29, | (4.4-1) 
х->а ха xa , 

я lim f (x) | 

Я lim g (x) #0], 
eae im 8 (x) [em ( ) | J   

где а может бить как конечным, так и бесконечным; эти правила применимы 
и к пределам последовательностей (п. 4.4-1), а также к пределам функций 
нескольких переменных (п. 4.4-5). . 

4.4-3. Асимптотические соотношения между двумя функциями (см. также 
п, /4.8-6). Если даны две действительные или комплексные фуикции } (х), в (х) 
цействительного или комплексного переменного х, то пишут 

1. f (x) =O [g (x)] (Ff (%) есть О [в (х)]); [(х) есть функция не пизшего по- 
пядка малости чем с (х) при х—а, если существует окрестность точки а, 
в которой при х == а отношение } (х)/в (х) ограничено. 

2. f (x) =O* [g (x)]; F(x) и #(х) имеют один и тот же порядок (функция 
f(x} асимптотически пропорциональна g(x)) при х—а, если предел 
Ит [$ (х)/с (х)] существует и отличен от нуля. 
дп 

3. f (x) ~ g(x); f(x) 4 g(x) эквивалентны (функция {(х) асимптотически 
равна д (х)) при х—а, если Ит [{ (х)/а (х)] =1; отсюда следует, что отноше- 

к => а 

ние разности |(х)—в(х) к с(х) (или к [(х)) стремится к нулю при х-—а. 
4, f (x) =o[g (x)| (F(x) ects о|[х (х)]); [(х) есть фувкция более высокого 

порядка малости чем 0(х) при х-»а, если ' Ши [] (х)/в (х)] =0. Это иногда 
xa 

читают и так: «функция f(x) пренебрежимо мала по сравнению с с (х)» при 
х— 1. 

В каждом из этих определений а может быть как конечным, так и бес- 
конечным. Бесконечно малыми порядка 1, 2, ... при х-»0 называются функ- 
UHH того же порядка, что и соответственно функции х, 4х2, ... при х-—+0. Бес- 
конечпо большими порядка 1, 2, ‚.. при х—---оо называются функции того 
же порядка, что и соответственно функции х, 42, ... при х —»-- со. 

Асимптотические соотношения часто позволяют оценивать или приближать функцию 
А) с помощь & (х) в некоторой окрестности точки х =а. 

Иишут 
"у f(x) = @ (x) + O [g (x)], если Га) - © (x) = O [€ (x)], 

f(x) = 9 (4) -- O[g (x)], econ Ё(х —=Ф (я =0 [2 91,



104 ГЛ. 44 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ И ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ = 4.4-4. 

4.4-4. Равномерная сходимость. 
(а) Функция | (х1, х2) сходится равномерно на множестве © значений хь:. 
1. К фуипкиии lim f(x;, 52) == (хз), если для каждого положительного 

А1 + а ‘ 

числа = существует такое положительное число д, что NpH O<]x,—al< 6 
и при всех х. = э функция [(х1, х5) определена и выполняется неравенство 
If (%y, Х2) —Е (х) | < 8 (9 не зависит от хо). 

К функции fim f (x4, хо.) =[ (х5), если для каждого положитель- 
, Х1- со 

Horo числа в существует такое действительное число N, что при м>М и 
при всех хе функция ](х1, хо) определена и выполняется неравенство 

If (x1, x2) — L (x2) |<. | о. 
(5) Последовательность функций 55 (х), 5, (х), So (xX), ... равномерно схо- 

дится на ‘множестве 5 значений х к функции , 

lim Sn (X) =S (x), 
пс 

если для каждого. положительного числа в существует такой вомер М, что 
при п > М и при всех х = $ выполняется неравенство |5, (х) —$ (х} | <® (см. 
также пп. 4.6-2 и 4.8-2). 

4.4-5. Пределы по совокупности переменных и повторные пределы. 
(а) Если термин «окрестность» понимать в смысле, указанном в п. 4.3-5.с, то функ- 

ция [(х1,‘х2) имеет (необходимо единственный) предел lint РР (ха, Х2) = Ё, если для 
x;=> а! 

, №2 > а> . 

каждого положительного числа = существует такая окрестность ДР точки ‘ay, а), что 
для всех товек (х!, хз) ЕД, исключая, быть может, точку (а., а). фувкция } (х1, ха) 
определена и 1 Ё(х:, х.) — [|< в. При этом а, и/или аз могут быть как конечными, так 
и бесконечными. 

Двойная последовательность 500. $. ... Имеет предел lim Smn=5 (сходится к $}, 
m —> co. 
n-o' 

если для каждого положительного числа ег существуют такие Два номера М и М, что 
при т > М ип> М выполняется неравенство |S man — S| <е. Пределы функций более 

чем двух переменных определяются аналогично. 
(5) Ecan существует такое положительног число 8, что 

„Вт f (xy, x2) =F (a1, x2) при 090<]х,—а1<6, 
Х! — Qy 

(4.4-2 
lim =f (xy, x2) =f (x, a2) при 0<|х.-а|<% ) 

Xo—-> Qo : . , .° 

и по крайней мере в одном из этих предельных процессов сходимость на указанном мно- 
жеств’ ривномерна, то все три предела 

lim Ё (Ха, Xo), Jim Пт f (x1, *2)| 

Х! -+ а! A, a; Х. -> а2 

X2-> Ge 

lim — Mm fy. =) 
Х. а. Х1 -+ a, 

существуют и равны друг другу. Аналогичные теоремы справедливы и в случае, когда 
а: и/или а. бесконечны. 

4.4-6. Непрерывные функции. .- 
(а). Функция [(х), определенная в некоторой окрестности точки‘ х==а, 

непрерывна при х==а (в точке а), если предел Jim [(х) существует и ра- 
xa eo 

вей ] (а), т. е. если для каждого положительного числа = существует такое 
положительное число 0, что при |х—а|< 06. выполняется неравенство 

11 (х) — Г(а) [< г.
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Точно так же функция [ (хи, х»,..., хп), определенная в некоторой окрест- 
иости точки '(а1, а», ..., ап), непрерывна в точке (а1, а, ..., ав), если 

lim 7 (а, Хх, ..., Ал) = (ал, ао, -.., бп). 
А! ->+ а! 

Х. > а 

x 
п @п 

Фупкция Е (1, Mo, ..., Xn) непрерывна в точке (41, Qe, seo an) NO X;, если функ- 

НИЯ I(x, а, ..., ап) непрерывна в точке х, =а!:. Функция, непрерывная в точке 

(1, и, ..., ап) по каждой из переменных х1, хз, ..., Хпн в отдельности, может не быть 

непрерывной в точке (2, 92, ..., ап). 

(6) Функция непрерывна на множестве точек (например, в интервале или 
в области), если она непрерывна в каждой точке’ этого множества. 

Действительная функция |(х), непрерывная на ограниченном замкнутом 
интервале [а, 6], ограничена на [а, 6] и хотя бы по одному разу принимает 
каждое значение, заключенное между ее точной верхней и точной нижней гра- 
ницами на [а, 6] (п. 4.3-3), включая и эти границы. Аналогичная теорема 
перпа и ‘для действительной функции двух и большего числа переменпых, не- 
прерывной. в ограниченной замкнутой области. 

Функция { (х) равномерно непрерывна на множестве 5, если для каждого положи- 
тельного числа = существует такое положительное ‘число 6, что для всех х=$5 и XES 
при | х—Х |< 6 выполняется неравепство |} (х) —[(Х) | <=. Функция, непрерывная на 
бераниченном замкнутом интервале [а, 5], равномерно непрерывна на [а, 6]. 

(с) Если 0ве функции Ги &@ непрерывны в данной точке х или (*1, Xe, se, Xn), mo 

мипрерывны в этой mouxe u gynkyuu f+8, f—g u fg, ecau функция 8 не обращается 
и утой точке в нуль, то в этой точке непрерывна и функция |Г/&. Если дано, что 
т Yi (х) =A; (i=1, 2, ,..) и что функция Е (у, Yo, soos Уп) цепрерывна в точке 

(Ai. Ag, вое у Ап), то 

Ито Ра 69, 98 Gy ves Un GPF (Ary Ay one An) 44-3) 

(см. также п. 4.4-2). В частности, если каждая из функций и; (x) непрерывна npu x =a, 

о это верно и для Е [у1 (Х), у» (^), ..., Уп (*) |. 

Предел $ (х) равномерно сходящейся на множестве $ значений х последовате льности 
функций 50 (х), $1 (), ..., непрерывных на $, есть функция, непрерывная на $ 

4.4-7. Односторонние пределы. Односторонняя непрерывность. | 
(а) Функция }(х) действительного переменного х имеет (необходимо един- 

ственный). предел о - 
lim }(х)= lim f(x) =f(e+0=L, 

х--а--0 х>а-- 

в точке а справа, если для каждого положительного числа = существует такое 
положительное число ’6, чте при О<х—а< 6 функция |} (х) определена и 
выполняезся неравенство |} (х) —Г..|<е. Функция } (х) имеет в точке а пре- 
дел слева 

lim f(x)= lim f(x) =f(a—0)=L_, 
о . x - Xam —-a— 

сели для каждого положительного числа = существует такое положительное 
чиело 5, что при О<а—х< 6 функция }(х) определена.и выполняется не- 
рньеиство |{(х}—2- |<: Если существует предел lim f (x),. mo пределы 

. . . Х-а ' . 7" 

lin f(x) wo lim f(x) cyuecmeyrom u 
awa| 0 #й>а—0 .. oo . 

„Вт о) Шт Ид tim 7 (2)
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Обратно, если lim f(x)= lim f(x), mo npedea lim f(x) суще 
" x-a—O0 х>а-0 х--а 

ствует. 
(5) Функция [(х) непрерывна в точке а справа или слева, если соответст- 

венно {(а--0)=[(а) или }(а—0)=[(а). Точка разрыва первого рода действи- 
тельной функции [(х) есть точка а, в которой функция | (х) разрывна (т. е. 
не непрерывна) и существуют пределы } (а-0) и {(а—0); наибольшая раз- 
ность между двумя из чисел ] (а), {(а--0) и {(а—0) есть скачок функции } (х) 
в такой точке разрыва *). Точки разрыва первого рода функции } (х) образуют 
конечное или счетное множество (п. 4.3-6,а). 

(с) Функция [(х) кусочно-непрерывна на интервале [, если она непре- 
рывна в / всюду, за исключением конечного числа точек разрыва первого 
рода. . 

Функция Е (х1, х., ..., Xn) кусочно-непрерывна в области У п-мерного простран- 

ства, если она непрерывна в У всюду, за исключением, быть может, некоторого множе- 
ства регулярных гиперповерхностей (регулярных кривых при п==2, регулярных поверх- 
ностей при п—=3, пп. 3.1-13 и 3.1-14), разбивающих У ва конечное число подобластей, 
в каждой из которых функция F (x1, хз, ..., Xn) нмеет едниственный односторонний пре- 

дел при приближении к любой граничной точке подобласти изнутри этой подобласти, 

4.4-8. Монотовные функции и функции ограниченной вариации. 
(а) Действительная функция f(x) действительного переменного х строго 

монотонна на интервале /, если она на нем определена и если для любых 
двух точек х1 и х.› интервала / либо из х, < ох. всегда следует }(х:) < | (х›) 
(возрастающая функция), либо же из хл.< ох, всегда следует } (х1) > f (x9) 
(убывающая функция). Функция 1} (х) нестрого моиотонна на /, если она опре- 
делена на / и если для любых двух точек х: и хо интервала / либо из 
х < ох. всегда следует | (х1) =|(х.) (неубывающая функция), либо же из 
х1 < ха всегда следует | (х1) =} (хо) (невозрастающая функция). Аналогичные 
определения даются для монотонных последовательностей (п. 4.2-1). 

(5) Действительная функция f (x) действительного переменного х есть 
функция ограниченной вариации па интервале [а, 6], если существует такое 
положительное число М, что для всех разбиений а=х <х<х.<...«хи=6 
интервала [а, 8] выполняется неравенство 

У) |< М. 
i=] 

Функция }(х) есть функция ограниченной вариации на [а, 6] в том и только 
в том случае, если она может быть представлена в виде } (х) =} (х) —ф (х), 
где {1 (х) и [›(х) ограничены и не убывают на fa, 6]. 

Ecan f(x) и в(х)— функции ограниченной вариации на (а, 6], mo u 
[о-Ее (х) и Ё[() в (х) — функции ограниченной вариации на [а, В]. Функция 
f(x) есть функция ограниченной вариации на каждом конечном интервале 
[а, 6], на котором она ограничена и имеет конечное число относительных 
максимумов и минимумов (п. 11.2-1) и точек разрыва первого рода (условия 
Дирихле). a . 

Функция ограниченной вариации на [а, $] ограничена на [а, 6] и имеет 
только точки разрыва первого рода (п. 4.4-7). 

В физических приложениях условие, чтобы } (х) была функцией ограниченной вари- 
ации на каждом ограниченном промежутке, выражает тот факт, что функция [ (х) огра- 
пичена и что компоненты очень высокой частоты не могут существенно влиять на ее ин- 
тенсивность (п. 18.10-9). 

  

*) Часто ‘скачок функции { (х) в точке а определяют как разность { (а--0) —Ё{а—0), 
Дла монотонной функции это определение и данное в тексте совпадают,
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4.5. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 

4.5-1. Производные и дифференцирование. 
(a) Пусть у==р(х) — действительная функция действительного перемен- 

ного х, определенная в некоторой окрестности точки х. Первая производная 
(производная первого порядка) функции } (х) по х в точке х есть предел 

о Ра А — РЁ (>) ду _а , , dim Ss lim hE al OS fi (x)sy'. (4.5-1) 

В каждой точке х, в которой предел (1) существует, производная и f’ (x) 

есть мера скорости изменения у относительно х. Производная [ (х) есть 
Иеловой коэффициент касательной (“. 17.1-1) к графику функции у=р/(х) (см. 
и. 4.2-1, а) в точке х. 

Соответствующие односторониие пределы (п. 4- 4-7,а) называются левой производной 
[’ (х) и правой производной | (x) фуикции f (x) в TouKe x, 

(5) Вторая, третья, ..., 7-я производные (производные второго, третьего, ... 
‚..; П-ГО порядка) функции и=}(х) по х в точке х определяются соответст- 
ценно формулами 

==’, 
| п (4.5-2) 

ср’ (х) ae Gl = pr (х), ...з и fie) (x) = pm (x), 

если соответствующие пределы существуют. 
(с) Операция отыскания производной f’ (x) данной функции [(х) назы- 

вается дифференцированием функции f (x) No x. Функция 7 (х) дифферепцируема 
при тех значениях х или на том множестве значений х, при которых суще- 
ствует производная }" (х). Функция }(х) непрерывно дифференцируема, если 
производная f’ (x) существует и непрерывна. Функция }(х) называется ку- 
сочно-гладкой на промежутке’ /, если фуикция {(х) непрерывна на [, а ее 
производная {’(х} кусочно-непрерывна (п.4.4-7, с) на /. Дифференцируемая 
функция непрерывна. 

Производные болышного числа часто встречающихся функций приведены 
3 табл. 4.5-1. Производные от комбинаций этих функций могут быть найдены 
с помощью правил дифференцирования из п. 4.5-4. 

4.5-2. Частные производные. . 
(а) Пусть у=Р (а, Хх», ..., Хп) — действительная функция переменных ху, 

х., ..., Ап, Определенная в некоторой окрестности точки (х1, хо, ..., Хм). 
Частная производная (первого порядка) функции ] (х1, Хэ, ..., Xp) NO x, B TOUKE 
(хр, хо, ..., Хл) есть предел 

  

fan Е (х: + Аха, Ха, Ха, cee Хи) — FP (Ха, Ха +, Яп) — 

Ах, 0 © AX, . 

gf Gh Shi, Op te venta). (45-3) 
Производная = (55) ag ong Np =f (Xt, Xa, oes Xp) B каждой точке 

(X,}, Xz, +... Ап), В КОТОрой существует предел (3), есть мера скорости изме- 
нения у относительно ху при фиксированных значениях остальных независи- 

д Of 9 
мых переменных. Частные производные st , ao coe a7 определяются ана- Оха’ Ox,’ Ox, 

. д a 
логично. Каждая частная производная a может быть найдена посредством 

В . 

Оифференцирования функции [(%т, Xq, «1+, Xp) NO Xp, если остальные п—1 
номоисциых переменных рассматривать как постоянные параметры,
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Таблица 4.5-1 

Производные часто встречающихся функций 
(см. также в гл. 21 производные некоторых специальных функций) 

(а) 
  

  

  

  

      
  

  

  

F (x) Ff? (x) Е! (х). 

ха ax?) а (а— 1) (а-—2)... а-г- о xt 

- 9% . eX в* 

a” а^ ша a™ (In a)’ 

1 — J 
Inx — (— 17 tr — i 

x ( xv 

log, x (tee py 
"a х па x Ina 

“oot 
sin x COs х sin (++, 5.) 

. л 
COs X — SIN Xx сз (х + Г +) 

(b) 

F(x) | Ft (x) F(x) Fr (x) 

tg x . arcsin x ! 
8 cos? x - VI— x? 

| 1 
_—_ arccos x 

ctg x sin? x 1 — x? 

sin x arctg x —! 
— 2 S$eO x cos? x 1 т 

cos x arcctg x гв 

cosec x sin? x ; \ 

arsh x =— 

she chx Ver + 
l 

che shx arch x 
xt —] 

th x 1. acth x и 
ch? x 1 — x? 

.. 1 
сх _ } arcth x =: 7 

sh2 x . 
Fad “(I +. In x)             

(b) Частные производные более высокого порядка функции y= =} (i coe Xq) 
определяются формулами 

д *Y ge _ 9 Oy _ 0 __ == | = oO oy 

дд *R% he бы OX? — OX Oy INK OXY, OH, 
93 — — __ ду _ 

==, т. dhe»
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ссли соответствующие пределы существуют. В каждом случае число произве- 
денпых днфференцирований есть порядок соответствующей частной производ- 
пой. Отметим, что 

ду Ory 
dx, 0%, dx, ox, FA),  (4,5-4)   

O2y 
если: 1) производная oo существует в некоторой окрестности точки 

Е - 

(X14, Xo) vee, Xp) U непрерывна в точке (х1, х», ..., Хи) и 2) производная i Oe 
k 

cyuyecmeyem 8 MONKE (X14, Хо, +e, Xp). 
4.5-3. Дифференциалы. 
(а) ХПусть функция у=[(х) определена в некоторой окрестности точки х 

и пусть 4х — приращение независимого переменного х (дифференциал незави- 
симого переменного х). Функция у=|(х) имеет в точке х (первый) дифферен- 
циал, если ее приращение в этой точке может быть представлено в виде 

Ay =| («+ dx) —f (x) =A dx +0 (dx), 
где А не зависит от dx. В этом. случае (первым) дифференциалом функции 
у=}(х) называется главная линейная часть приращения функции 4у=А 4х. 
Функция и={(х) имеет в точке х дифференциал в том и только в том слу- 
чае, если она имеет в этой точке (первую) производную; ее ‘дифференциал 

равен dy == df= oy 4х ==} (х) ах. Так что 

Ay = f (x-+ dx) —f (x) =f" (x) dx-+o (dx) = dy +0 (dx). 

Подобным же образом пусть функция у=}(х1, хо, ..., ха) переменных ху, 
Xo, eee» Xp, Определена в некоторой окрестности точки (х1, хо, ..., Хп) и пусть 
dx,, 4х, ..., @хп-— приращения независимых переменных (дифференциалы 
независимых переменных) ху, хо, ..., Хи. Функция y=f (x1, Хо, ..., Хи) имеер 
в точке (х1, хо, ..., Хи) (первый) дифференциал (полный дифференциал), если 
сс приращение в этой точке может быть представлено в виде 

Ay=f (1+ ах, Xo + dx, ooo, Xn + хи) — |! (xy, Xo ее у хп) = 

где р= И 4х! Нах-|...-+ 4х2 и Аь А», ..., Аи не зависят от 4х, Ах», ... 
‚.., ахп. В этом случае (первым) дифференциалом (полным дифференциалом} 
кн и=[(х1, хо, ..., ^п) Называется главная линейная часть приращения 

ункции dy = A, dxy+-Ag dx)... Ал ах. 
Отметим: 1) Если функция у=| (м1, Хо, ..., хп) имеет: в точке (хт, Xq, «2+, Xp) 
дифференциал, то она непрерывна в этой точке и имеет в ней все частные 
производные первого порядка. 2) Если функция у= (ха, хо, ..., Ха) имеет 
в точке (х1, Хо, -.., Хп) в6е непрерывные частные производные первого порядка, 
то она имеет в этой точке (первый) дифференциал. (Из одного факта суще- 
ствовапия всех частных производных еще не следует существования полного 
дифференциала.) Дифференциал функции у==} (ха, хо, ..., дл), если он суще- 
ствует, имеет вид 

  

of д д dy= df= 5 dxy+ a ах»... 4х», (4.5-5) 

где производные берутся в рассматриваемой точке. 
Функция у=р (хи, хо, ..., Xn) дифференцируема в точке (х1, хо, ..., Ап), 

если опа имеет в этой точке (первый) дифференциал. В этом случае 

дук / (2, -+ dx, т. -- Что, core 2-ти) — 1 (=, то, vee En) = 

9} 9 9
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Функция 9у=](71, 1,..., Жи) дифференцируема на множестве точек 
(21, 2.,..., Я), если она дифференцируема в каждой точке этого множества. 
Функция у=[ (21, хо,.... Я) непрерывно дифференцируема на некотором мно- 

Oy ду ду. 
жестве, если на этом множестве все частные производные =“ = уозжеу 

9х1 Эхо Эх 

существуют и непрерывны. Функция у=[ (71, то,..., хи) называется кусочно- 
гладкой в области И, если она непрерывна в Г, а се частные производные 

ae Se о ie кусочно-непрерывны в (п. 4.4-7, ©). 

(5) Дифференциал каждого независимого переменного рассматривается 
как постоянная, так что (2х == 4 (42) == 43х =Е 4 (42%) =...==0. Дифференциал 
зависимого переменного есть функция от независимого переменного или пере- 
менных. Второй, третий, ... дифференциалы нужное число .раз дифференцируе- 
мой функции находятся последовательным дифференцированием первого 
дифференциала, например, если х, х1 и 25 — пезависимые переменные, то 

  

ах 

42} (1, 2.) = 9 (а = iz du +2 5° oe da, da, 4-2 бы 4,  (4.5-7) 

421 (2) =а (а) =а Me dx x) = det, — (4.5-6) 

o’f ФР (ал, то) == ы СЁ dar hogk 1 dak: (4.5-8) 

Отметим также ; - 

Bf [uy (¥)s U2 (X), oo Un (HE (df) = GE det = Y (4 (ai) dup + 3g Tun) = 

ay = du; ~ Sof а; = =(> Dati a a Me Pn = | 4%. (4.5.9) 

(©) Все функции от 4х1, 4х, ..., ахи того же порядка, что и г: dicks ‚гп 

при 4х: -—0, 4ж-0,..., 4х, -»0,. суть бесконечно малые порядка ry +7+ 
+...-7, (п. 4.4-3). В частности, г-й дифференциал 47} функции ] (21, хо, .:. тп), 
если он существует и не равен нулю в данной точке, есть бесконечно малая 
порядка г. 

4.5-4. Правила дифференцирования. В табл. 4.5-2 перечислены наиболее 
важные правила дифференцирования. Формулы из табл. 4.5-2, а и Ь приме- 
нимы и при вычислении частных производных, если в каждом случае вместо 

a писать 9. Так, если 
ах Ox 

Uuj= U; (x1, №, eee, Xn) i= 1, 2, eee, m), 

то. 

of 

Ou; 
(&=1,2,...,п). (4.5-10) 

    

9 
9х. / (ит, Но, ое у Um) = 

i= 

Умножая каждую формулу из табл. 4.5-2, аи Ъ на 4х или на 4х2, получаем ана- 
погичные правила для вычисления полных дифференциалов (см. также п.4.5-3); так» 

Ч(и -- 9) = аи - dy, d(uv)=vdu+udu, {4.5-И) 

Правила дифференцирования интегралов указаны в табл, 4.6-1, а дифференцирова“ 
ния бесконечных рядов — в п, 4.8-4, с,
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Таблица 4.5-2 

Правила дифференцирования 
(т. 4.5-4: в каждом случае существование соответствующих производных 

  

  

предполагается) 

(а) Основные правила *): 

Of dur OF dua of du, 
dg flu (x), Ue (x), 2% › Ln (x)J = Ga, dx + ou, de ooe ou, “dx? 

d a, af du d2,. °° dof fdu\2 , df аи 
ax tte (*)1 = Wa ax’ Ge [м (х)] = Е (=) +: Ay 

  

(6) Сумма, произведение и частное. Логарифмическое дифферевцирование: 

а аи ао а du 
ax (u (x%) + 9 (x) J = ах dx’ ax L@ “u(y)=—a ig 

а. __ „Чи du а Ги (x) 1 аи аи 

о а иди а | (ах чар) © ® о, 
| а y’ (x) 

Замечание. Чтобы продифференцировать функцию вида и -== Us (x) и: ® ... 
о, (х) 93 (х) eee 

может оказаться полезным найти сначала ее логарнфмическую производную. 

  

г 

1, (au + Bo) =o т +B a = (av) = У ck ns ee. 

k=0 

(<) Обратная функция. Если функция yy (x) имеет обратную функцию 

х=зх (у)**) и oY = yy #0, To | 

1, Идя. dy у у, у (и; 

(4) Неявная функция (см. также п. 4.5-7). Если функция задана неявно долж- 

ным образом дифференцируемым соотношением Г (х,у) =0, где Fy 52 0, то 
у 

ау. => .— Px 42 = «— 1 ( oop? lope к’ р’ п к? ax Е” xt pe F 2F" F’ Fo AF? F 

у 
хх и ху хуи YY Xf}. 

(е) Функция, заданная с помощью параметра #. Если даны х =эх (1), узу@и 

  

у а ° d ee d2x oe da? 

х (0 = а 20, и) = re x (“= “aie и (0 = ye TO 

dy GQ ay ФОТО: 
dx gy’ a [x OF 

  

*) В первой формуле (а) при т >> 1 следует предполагать дифференцир уемость 
фупкцин Е (а, Ua, eo, ит) в соответствующей точке, для чего достаточно непрерьв- 

иости п этой точке всех ее первых частных производных! см. п. 4.5-3. 
**) Если функция и (х) на интервале а = х < ® строго монотонна и пепрерывниа, 

то на замкнутом интервале с концами и (а) и и (6) она имеет обратную функцию х (и). 
чисже иепрерывную. Если, Кроме того, функция у (х) в точке хо, где а <<, име- 
er производную и’ (№) --0, то функция Х(у) в соответствующей точке Yo == и (хо) 
также имеет производную н справедлива первая из нижеследующих формул. Если 
функция и (х) имеет вторую производную, то имеет место и вторая из этих формул, 

    Pn, |
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4.5-5. Однородные функции. Функция Й(ха, х.,..., хп) есть однородная функция степени 

г относительно аргументов хи, ха, ... , хп, если # (ох, ахог ... ‚ ахи) = а’ (хи-Хь, +... Хп) (см. 
такжеп. 1.4-3, а). ЕслиЁ (хи, хз, ..., хп) — непрерывно дифференцируемая одпородная фуик- 

ция степени. г, то 
of 0} of 

Х1 Ox, 4-х. OX, + ... +Xp OXp =F | (%1,X2, eee Xn) (4.5-12) 

(теорема Эйлера 06 однородных функциях). 

4.5-6. Якобианы и функциональная зависимость (см. также пп. 4.6-12, 
6.2-3, Би 16.1-2). Если функции 

==; (1, 2, ..., Lp) 1(=1, 2,..., п). (4.5-13) 

непрерывно дифференцируемы в некоторой ` области п-мерного пространства 
и если якобиан или функциональный определитель 

9 (11, 1, ..., д ` (Hs! Un) — de et | Se и (4.5-14) 
9 (Ха. х.. wey Xn) 
  

отличен в ней от нуля, то уравнения преобразования (13) (см. также п. 14,1-3) 
в достаточно малой окрестности каждой точки. области определяют взаимно 
однозначное соответствие этой окрестности и множества точек (у1, у, ..., уп), 
образованных зпаченнями функций (13), принимаемыми в этой окрестности. 
Если дифференциалы 

п 

OY; . 
dy; = У ix dx, (is=1, 2,...,n) (4.5-15) 

. = 1 

линейно зависимы в данной области (п. 1.9-3), то якобиан (14) в этой обла- 
сти тождественно равен нулю. Если в И нет точки, в которой все элементы 
якобиана (14) одновременно обращаются в нуль, то якобиан, (14) тождественно 
равен нулю в области У в том и только в том случае, когда у каждой точки 
этой области существует такая окрестность, в которой функции у; связаны 
некоторым непрерывно дифференцируемым соотношением Ф (ут, Уз» ++.) Yn) = 0, 

ede производные 7, не все одновременно равны нулю. В этом случае говорят, j ; 

что функции (13) функционально зависимы в этой окрестности (см. также 
nm. 4.5-7, 

4.5- 7. Heanuste функции. 
(а) Если функция у==у (2) задана неявно должным образом дифферен- 

цируемым соотношением А (х, у) =0, то 

  

dy Fy dty . lw te ,, и (р к-т’ i = pe Pes Fe — QF FF, + FF) (F340). (4.5-16) 

(5) Если пе функций yy = у; (2, ть, ..., Жи), Уз == Уз (21, ®ь, 00s Vy)y oe Ym = 
= Ym (Z1, Lq,-+- Ly) от п независимых переменных ху, хо, ..., Х„ заданы неявно 

т соотношениями 

Е; (Ут, Ул, ..., Ут; р, Жо, .... бп) =0 (1=1,2,...,т), .(4.5-17) 

где АР; — непрерывно дифференцируемые функции в ‚рассматриваемой области, то 
Г. Дифференциалы dy; ах: связаны т? линейными уравнениями dP; =0. 

  

Yj 
2. Для каждого значения А =|, 2,..., п все т. производных ` 5х 

k 
могут быть получены по правилу Крамера (п. 1.9-2) из т линейных уравнений 

т . 

ОЕ Oy; OF ; . ‘ 

У ong to, =° (i= 1, 2,.,..,™), (4.5-18) 

j=! *
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ссли только 

д (Г, Е», ... ‚ Рт) 

д (Из, 12, „.. „ Ут) 
  = аа" "| 20 (4.5-19) 

для рассматриваемых значений ху, Хо, ... , Хл.  Дфферениируя уравнения (18), 
получаем соотношения, дающие производные более высокого порядка функ- 
UHH yy. 

B частности, два непрерывно дифференцируемых соотношения Р (х, и, #2) =0 
н С (х, у, 2) =0 дают 

  

ЕЕ, Е, Е Е, Е 
ах: ау аг=| 9 ? 2х хи] (4.5-20) 

в, 6, а; 6 Gy G, 

    

  

    

Хх Если, например, первый из определителей справа отличен от нуля, то данные 
соотношения определяют у иг как функции отл (см. (с)) и уравнения (20) позволяют 

найти производные-@7- и <=. Хх. 

(с) Теорема существования неявныхфУнкций (см. такжеп. 4.2-1, Б). Пусть дана 
точка Р = (Х1, Х», ..., Хы; Ув, У», ...,Ут) В КОТОрой выполняются соотношения (17) и (19). 

Если все Fy; и OF; /ду} непрерывны в некоторой окрестности О. точки P, то т соотно- 

шений (17) в некоторой окрестности точки (хил, Хо, ... Хи) определяют` у: как непрерывные 

функции OM м, х»,... ‚п. Вели, кроме того, в Р непрерывны и все производные ОЕ; /дхь, 

то в указаниой окрестности точки (х1. хз, ... ‚ Хп) существуют и непрерывны производ- 

ные ди ‚ (дхь. Если якобиаин (19) в О тождественно равен нулю, то левые части соотно- 

шений (17) в некоторой окрестности точки Р функционально зависимы (п. 4.5-6), таю 
что у; не определены однозначно. 

4.6. ИНТЕГРАЛЫ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ 

4.6-1. Х Определенные интегралы (интеграл Римана). 
(а) Пусть действительная функция }(х) определена и ограннчена на огра- 

зиченном замкнутом интервале [а, Ь]. Разобьем этот интервал на п частичных 
интервалов точками 

= Xp << << X, =. 

Выберем в каждом из частичных интервалов по произвольной точке Е; (х;.1 = 

<; = х) и составйм сумму (интегральная сумма), x f (E;) (x; ~ X7_)). 

Если существует предел интегральной суммы npu стремлении к нулю 
длины наибольшего частичного интервала разбиения: тах (хх; —х; 1} —0, то 
функция f (x) называется интегрируемой в смысле Римана на интервале [@, 5]. 

редел этой суммы 

I= lim BPG) — Ha) = Uf фа, (4.6-1) 
max (x; — Xj—) 70 i=] 

ипазывается определенным интегралом от /(х) по интервалу [а, Ь] в смысле. 
Римана (интеграл Римана). Это определение означает, что для любого поло- 
жительного числа = существует такое число б > 0, что при любом разбиении 
интервала [а, 65] на частичные интервалы, длины которых меньше б 

max (xj — хр) <<, 

и при любом выборе промежуточных точек &; выполняется неравенство 
п 

2 f (Gi) (%i — Xin) — 

Фуикция / (х) называется  одынтегральной функцией, ааи В — пределами 
интгерирования. В табл. 4.6-[1 перечислены важнейшие свойства определен- 
ных интегралов.
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Таблица 4.6-1 

Свойства интегралов 
  

(а) Элементарные свойства. Если интегралы существуют, то 

b а b с b 

JFidx=—J[f (dx), [Ff (xydx= Jt (x) dx + [i dx, 
a b a a с 

b b b b 6 
J Ce) + 2 (x) dx = | u (x) dx 4- f 0 (x) dx, f au (x) dx =o fu (x) ах. 
a a a a a 

(5) Интегрирование по частям. Если функции и (х) и о (х) непрерывно дифферен- 
цируемы на интервале а < х <b, mo 

b b b 

J 2 (x) 0° (x) dx = u (x) 9 (x) Lose u’ (x) dx 
a a 

или 
b b b 

fudv=uo| — fodu. 

a а а 

(с) Х Замена переменного (интегрирование подстановкой). Если функция х = x (u) 
непрерывно дифференцириема на интервале а < и ЗВ, а финкция [(х) непрерызна 
на интервале т х < М, где т — точная нижняя, а М — точная верхняя граница 
финкции х (и) на интервале а Зи В. то 

х (В) В d 
f (x) dx = F [x (4)] in du, 

х (а) a 

(4) Х Дифференцирование по параметру. Если-функция } (х, А) и ее частная производ- 

ная ni! (x, A) HenpepoigHnt Ha mHOnCecmee AN KXQSOASASA, @ hynxyuu u (A) u 

v(A) дифференцируемы на интервале м < А < М и удовлетворяют на нем условиям 
а < и (^) < 6, аз (А) ЗЬ, то при № <АЗ М 

b b 
d д ANE 4х = Fx, A) dx, 

a a 

a "а а а А Го Мах= | SPM de thom, VF-Twa, YS 
u (A) uA) 

(правило Лейбница). 

Первая формула остается в силе и для несобственных интегралов, если предполо- 
b 

д 
жить, что интеграл [Ё(х, №) ах сходится, а интеграл | Ox f(t №) ах равномерно схо- 

а а 
дится на интервале № <^ < М. (При этом функция f (x, №) и ee производная 

их №(х, №) предполагаются непрерывными лишь на множестве ах, м <^А < № 

или на множестве а<хЗЬ, м ЗАЛА...) 

  

b 
&) Это равенство следует рассматривать как определение интеграла ГЕО ах 

а 

а 

при $ <а. Из него также вытекает, что | { (х) 4х =0. 
| а      
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Таблица 4.6-1 (продолжение) 
  

Второй случай часто можно свести к первому подходящей заменой переменных, 
Отметим также, что 

А —а 
а 

(е) Неравенства (см. также пл.’ 4.6-19). Если интегралы существуют, то (при 
а<ь) 

us f (x) <= (x) Ha (а, 6] следует 
Ь . b 
[ Fey ax <f gH ах. 
a a 

A А . 
d 1 of Of 

an \h A) dx = 7—\ i (x, A) +b (A — a) ae -+- (x — a) 55 | dx. 

a 

Ecau |f (x) | < М на ограниченном интервале [а, 21, то из существования инте- 
b . 

грала ff (x) dx вытекает и существование интеграла | | f (x) | dx ur 

а . а 

  

6 b 

ffiax|< fli @ldx <M (b—a. 
а а 

  

      
Если функция у=Р[(х) на интервале [а, 6] пеотрицательна, то интеграл { f(x) dx 

а 

выражает пл04адь, ограниченную кривой у = } (х), осью абсцисс и двумя прямыми х = a 
их=ф. Если P(x) < 0, то иитеграл выражает эту площадь, взятую со знаком минус. 

(5) Функция | (х), ограниченная на ограниченном замкнутом`‘интервале [а, 6], интег- 
рируема на нем в смысле Римана в том и только в том случае, если она непрерывна 
почти всюду на [а, 6] (п. 4.6-14, Ь). Это, в частности, верно: 1) если функция { (х) непре- 
рывна на Та, 6]; 2) если функция | (х) ограничена на [а, 6] и имеет на [а, 6] конечное 
или счетное множество точек разрыза; 3) если функция Ё (<) монотонна на [а, 6]; 
4) если {(х) есть функция ограниченной вариации па |а, 6] (см. также п. 4.4-8). Если 
финкция }(х)` интегрируема на [а, 6], то она интгерируема и на каждом интервале, 
содержащемся в [а, 65 

4.6-2. Несобственные интегралы 
(а) Если функция 7(х) ограничена и интегрируема на каждом огранн- 

ченном интервале, содержащемся в (а, 6), то понятие определенного интег- 

рала {/(х) ах (п. 4.6-1) можно расширить так, что оно станет применимым 4 | 
и когда , 

1. Функция 7 (х) не ограничена`в любой окрестности одного из пределов 
интегрирования а или 6 (см. также п. 4.0-2, Б). 

2. Интервал (а, 6) не ограничен. 
Так, если функция ] (х) ограничена и интегрируема на каждом конечном 

интервале [а, Х]|, где а< Х < Ь, то по определению полагают 

6 x 

}! (1) de == lim | ) f (x) dx (4.6-2a) 

и, в частности, при ф = -- со 

| < x 
{ f(x) de= lim J f(x) de. (4.6-25) 
а X—>-+00 a 

Точно так же 
v b b b 

1(х) ах = ili = i . ‚0- ) ПО = lim | | f (x) dx, Ste) = Шт | 14) 4х. (4.6-26) 
7-0 *¥
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Каждый несобственный интеграл, определенный таким образом, сущест- 
вует или сходится, если существует предел в правой части равенства. Несоб- 
ственный интеграл от функции ] (х) сходится абсолютно, если сходится соот- 
ветствующий несобственный интеграл от !|} (х)|. Из абсолютной сходимости 
следует, сходимость (см. также. пп. 4.6-15, еи 4.9-3). Несобственный интеграл, 
который сходится, но не абсолютно, называется условно сходящимся. 

(Ъ) х Правила интегрирования из табл. 4.6-1 применимы к должным обра- 
зом сходящимся несобственным интегралам. Если функция } (х) определена 
в ограниченном или неограниченном интервале (а, 5) или [а, 6], за исклю- 
чением, быть может, конечного числа точек ас <6сж... си =, не огра- 
ничена в любой окрестности и; каждой точки х==с; (1 =1, 2,...,п), а вне 
объединения окрестностей из, и›,..., и, ограничена, то песобственный интег- 

рал J 1 (х) ах можно определить как сумму несобственных интегралов вида (2). 

Например, если с1 =а и с.=ё и пределы в правой части равенства 
существуют, то 

а 

(Fo = т Г, Jim a f (x) dx, (4.6-3) 
а X ya+0 xX. * 

где 4 — произвольная точка интервала (а, 6). - 
Если а = — ох иф=-| со, то 

со а Xs | 

\ f(x) dx= lim } о lim | f(x) de. (4.6-4) 
—co X ;->—00 Xe +O _f , 

Если | (х) не ограничена в окрестности точки с, лежащей внутри интер- 
вала “ b), TO 

ое lim Tie act lim \1) (a<c<b). (4.6-5) 
Xi>c—0a Х.-—с--0 | 

В случае, ерли интегралы (4) и (5) не существуют, могут все же существовать соот- 
ветствующие главные значения интеграла ло Коши 

X с —6 

lim | f (x) ax и Ш | f (x) dx +. I, | (х) el; (4.6.6) 
Хх>- о —Х b6-+0L a 

если какой-либо из интегралов (4) и (5) существует, OH ино равен своему глав- 
вому эначению. 

b 

(©) Несобственный интеграл }! (х, y) 4х равномерно сходится на множе- 

стве 5 значений у, если соответствующий определенный интеграл сходится 

к своему пределу (пп. 4.6-2, ан b) равномерно на $ (п, 4.4-4). Если Vit y) dx 

при каждом и из интервала у, <иу< и есть интеграл вида (2a) и сли функ- 
ция F(x, и) непрерывна на множестве ах <, и <у< и, а интеграл 

| (х, и) 4х равномерно сходится в интервале у, < у < д, то | (x, y) dx есть 

непрерывная функция от у в этом интервале (тео рема о непрерыв- 
ности). Аналогичные теоремы верны и для интегралов вида (26) и (76). 

(4) Признаки сходимости ‘и равномерной сходимости перечислены 
в пп.4.9-З и 4,9-4. | | |
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1.6-3. Среднее значение. Среднее значение функции } (х) на’ интервалах 
fa, 5], [0,-Е со) и (—со,-Н со) по определению соответственно равно 

x x 

=z \f () de, кет их os | FG) de . (4.6-7) 
а — 

  

если эти величины существуют. 
4.6-4. Неопределенные интегралы. Функция } (х) имеет в интервале [а, 2] 

неопределенный интеграл \ f(x) dx, если существует такая функция F (x), 4TO 

F’ (x) =f (x) na [a, 6]. B atom случае функция F (x) однозначно определена 
в [4, 6] с точностью до произвольной аддитивной постоянной С (постоянной 
интегрирования); Любая такая функция Р (х) называется первообразной (при: 
митивной) функции f (x) Ha ja, 6]. Полагают 

VF) ) dx =F (x)-+C (@=х=65). . (4.6-8) 

Заметим, что разность Р (х) — Е (а) =ЕР (х) | при а=х = определена одноз- 

начно. . 
Отметим также, что 

[lau во о] ах а [ид 4+ В [260 4х, (4.6-9) 

[4 (x) 07 () dx =u (x) v (x) — J at (x) 0 (x) dx, (4.6-10) 

если-эти исопределенпые интегралы существуют (см. также табл. 4.5-2 и 4.6-1). 

4.6-5. Осповная теорема интегрального исчисления. Если [ (х) — функция, 
ограниченная и интегрируемая на интервале [а, 5], и если существует перво- 

образная Ё (х) функции [(х) на [а, 8], то 

x x 

\F@)ag=F(x)| =F@—-F@ (a<x<b). (4.6-11) 
а а ‚ 

В частности, это верно, если функция f (x) непрерывна на [а, 6]. При этом 

x 

СИ = (axr<d). (4.6-12) 
a . 

Более общее утверждение: если функция }(х) ограничена и интегрируема на [а, 6], 

то интеграл JF (=) Е является функцией ограниченной вариации на [а, 6], ц для почти 

всех х из [а, by} (п.4.6-14, Б) ‘имеет место равенство (12). 
Замечание. Основная теорема интегрального исчисления дает возможность вычис- 

пять определенные интегралы, обращая процесс дифференцирования. 

4.6-6. Методы интегрирования. _ 
(а) Интегрирование есть операция отыскания (определенного или неопре- 

деленного) интеграла от данной подынтегральной функции } (х). Определенные 
питегралы можно вычислять непосредственно как пределы интегральных сумм 
(численное интегрирование, пп.20.6-2 и 20.6-3) или путем вычисления выче- 
той (п.7.7-3). Чаще пытаются найти неопределенный интеграл и затем поль- 
зуются формулой (11). Чтобы найти неопределенный интеграл, данную подын- 
тегральную функцию [ (х) нужно с помощью «правил интегрирования», пере- 
численных в табл. 4.6-1, a, b, cy представить | в виде суммы известных‘ произ- 
ВОДИыЫХ. 

В дальнейшем перечисляются методы интегрирования, применимые к неко- 
Форым специальным типам подынтегральных функций. Существуют разной



118 ГЛ. 4 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ И ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 4.6-6. 

степени полноты таблицы определенных и неопределенных интегралов (см., на- 
пример, [4.6]). 

(6) Интегрирование многочленов: 

| (ааа ach vet Mgnt) dm 
= Ant +4 Ay 1% а хз --... += 7 agx™t1+-C, (4.6-13) 

(c) Интегрирование рациональных функций. Методы, опи- 
санпые в пп.1.7-2 и 1.7-4, сводят интегрирование каждой рациональной функ- 
ции к интегрированию суммы многочлена (п.4.6-6, ЪЬ) и некоторого числа эле- 
ментарных Onobeti (1.7-5) и/или (1.7-6). Элементарные дроби последовательно 
интегрируются с помощью следующих формул: 

  

  

  

  

    

  

    

1 
— = С (т==1), 

pez | (m — 1) (2 —x,)™ it (m= 1) 
(x — x4)! Lin |x—x,|+C (m= 1); 

ах — а . 

тон в ас G+; 
( dx __ 

[(х — a)? + в] 11 р (4.6-14) 
—_ x—a 2m —1 \ dx , 

~~ Ime? [ (x — a)? + 02] " 2m? [(x — a)? + 2] 

( x dx — ` 
[("— а)? 4 geri 

—_ a (x — a) — @? а ax 

2m? [(x — a)? + w2]” 2mw? [(x — a)? + w2] 

(4) Функцин, интегрирование которых с помощью 
замены переменных сводится к интегрированию рацио- 
нальных функций. 

1. Если подынтегральная ‚Функция f(x) есть рациональная функция om sin x# 

H cosx, TO nOosaraioT u=tg >, так что 

1— м? 2 du 

| - м?’ dx = 

2. Ecau подынтегральная функция | (х) есть рациональная функция от shx 

и с№х, то полагают и = oy так что 

. 2u 
sin x= TG COS X =. (4.6-15) 

shaw, сре СЕ dye 2M. (4.6-16) 1 — 42? 1 — u?? 1 — и? 

Замечание. Если #(х) — рациональная функция от $1п2х, с0$2 х, Чпх созх и Шх 
(или от соответствующих гиперболических функций), то вычисления упростятся, если 
сделать замену ий = № лх (или п = Ш х). 

3. Если подынтегральная функция [(х) есть рациональная функция от х 

и либо от УТ — 22, либо от V 2—1, либо от V +1, то задача сведется к 
случаю 1 или 2, если соответственно сделать подстановку х==6с0$ 9, ИЛИ х ==сНу, 
ИЛИ Х=$П 9. 

| 

‚4. Бели подынтегральная функция [(х) есть рациональная функция от x 

и либо от У 2-1, либо от Ух-—1, то можно положить соответственно 
u=x+tY x? « 1; Torga : 

c=g(uzt) Ve al=s(wagh deaz(leq)du. (46-17) 
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5. Если подынтегральная функция [(х) есть рациональная функция от х 

и от У ах?--вх- с, то задача сведется к случаю 3 (или 4), если сделать под- 
становку 

  

2ax -+- b uv Vi 4ac— $2} — 6 
FOS =— s 4.6-1 

И| 4ас — 6? |’ 2а 8) 

6. Если подынтегральная функция }(х) есть рациональная функция от х 

  6 ou «р 

и от и= И“, причем а4— 520, то в качестве новой переменной берут и. 

7. Если подынтегральная функция }(х) есть рациональная функция от х, 

Vax-b u ИУсх--4, где а-20, то в качестве новой переменной берут и =. 

= Иах-Е. 
В различных специальных случаях применяют многочисленные другие 

подстановки. 
(е) Интегралы от функций вида 

xem, x" Inx, x" sinx, x" cosx (nyf—}); 
sin™ x cos™@x (n-+-m=40), e*sin® x, e%¥cos* x 

вычисляют с помощью интегрирования по частям (табл. 4.6-1, Б), применяя 
его, если нужно, несколько раз. 

(К Многие интегралы нельзя выразить в виде конечных сумм, содержащих только 
алгебраические, показательные и тригонометрические функции и функции, им обратные, 
В этом случае подывтегральную функцию можно разложить в бесконечный ряд (пи. 4.10-4, 
4.11-4, 15.2-6) или же прибегнуть к численному интегрированию. В гл. 21 можно найти 

x 

примеры «новых» функций от х, определяемых как интегралы вида \ Ё(=) аЁ или \ f(x, м) аз. 

а а 

4.6-7. Эллиптические интегралы. Если { (х) — рациопальная функция от х 
  

и от Иа ах -Р ах? --азх-- ад, то \ { (<) ах’ называется эллиптическим ин- 
а 

тегралом; можпо исключить тривиальный случай, когда уравиени 

Apx' + ayx3 + a,x? + asx t-ay=0 | 

имеет кратные корни. Каждый эллиптический интеграл можно выразить через 
элементарные функции и нормальные эллиптические интегралы (п. 21.6-5); 
значения последних приведены в таблицах. 

4.6-8. Кратные интегралы (см. также пп. 4.6-11, 4.6-12 и 4.6-13). 
(а) Пусть функция [(х, и) кусочно-непрерывна (п. 4.4-7) в ограниченной 

замкнутой области О), определяемой как условиями а=х= в, в: (х) =у=8о(х), 

так и условиями & < у= В, 1 (,) =х= (и), где &1 (х), в» (х), у1 (и), № (и) — 
кусочно-непрерывные функции в указанных интервалах. Тогда 

В \(0 В Гу (и) Ь &2 (x) 

Vay \ Гьуж=\)| | fee ydeldy=lde | fe, ydy= 
о м @ [1 (у) _ @ 8“) 

=\\ F(x, y) de dy. ° (4.6-19) 
р 

Аналогичные теоремы справедливы для тройных, четырехкратных и т. д. 
интегралов. 

Пример. Бсли ОР — область, ограниченная окружностью х?-[- у? =| ц функция 
ЕЕ И = с постоянна, то 

1 У Ш 1 
\\ fe, y) dx dy =4\ ax y cdy=tc | Vim at dx = ne, 
р 0. . 9 - 0 |
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о Если функция [(х, и) непрерывна на множестве а < х<-+ <, а у=8в, и интег- 
со 

рал \ f(x, y) dx равномерно сходится на интервале а = и=В, 20 

а 

В +0 +o В 
\ ay \ fix, pax= | ак Ра, nay. (4.6-20) 
a a a а 

Аналогичные теоремы верны для несобственных интегралов других типов. 

4.5-9. Х Длина дуги спрямляемой кривой (см. также пп. 6.2-3, 6.4-3 и 17.2-1). 
Пусть С—дуга непрерывной кривой, лежащая в конечной части плоскости 
или пространства. Длиной $ (С) этой дуги называется предел длины ломаной, 
вписанной в эту дугу, при условии, что длина наибольшего звена этой ломаной 
стремится к нулю. Если указанный предел существует, то дуга называется 
спрямляемой. 

Для регулярной кривой на евклидовой плоскости нли в евклидовом про- 
странстве, описываемой в прямоугольных декартовых координатах уравнениями 

х=х (И,  у=уУ(Ю на плоскости | | 

_ x=x(),  y=y (2) =2z(t) — в пространстве. (4.6-21) 

(п. 3.1-13), длипа бесконечно малой дуги, соответствующей промежутку {#,#-- 4], 
есть элемент дуги 

Ива = У 1+ (4%) z) a =У (#) + (4) пи ие at 
— на плоскости, (4.6.22) 

узееачканы у ева 
в пространстве. 

  

Знак кория выбирается обычно так, чтобы производная 5’ (1) была =0. Длина 
дуги s(C) кривой, соответствующей конечному интервалу [fp, Ё#, равна 

[1 

s=s =| as =| Gdt=s(). (4.6-23) 
ig | 

Длина дуги $ (С) есть теометрический объект, не зависящий от системы коор- 
динат ин от выбранного для описания кривой параметра [. В пп. 6.2-3 и 6.4-3 
приведены формулы, выражающие 45 (а значит, и $5’ (1)) в криволинейных 
координатах. 

Длина дуги $ (С) существует, если функции (2!) являются на По. {] функциями огра- 
ниченной вариации; в этом случае элемент 4$ определен почти всюду (п. 4.6-14, Ь) на С. 
Каждая регулярная кривая спрямляема. 

4.6-10. Криволинейные интегралы (см. также пп. 5.4-5, 6.2-3 и 6.4-3, где 
введены векторные обозначения и используются криволинейные координаты). 
Для данной спрямляемой дуги С, описываемой при а={=6 уравнениями (21), 

криволинейный интеграл {iG y, z)ds от ограниченной функции } (х, у, г) по 
2 | 

определению равен 

Ау д6= о Пт >) На (тр, y(t), 2(ta) Ass 11 ) 2 
x As; => 0; 

где 
  

=У[х (Вх (ии 4) —y бу 
=, <ип<ь<...<Ш=Ь tp Sth, i=), 2,..., m), (4.6-24a)
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ссли предел существует (см. также п. 4.6-1). Криволинейный интеграл (24а) 
можно вычислить (или непосредственно определить) как интеграл по & ` 

b 

\itx, y 2ds=\ Fix), y (0), zy) dt, (4.6-246) 
С а 

гле элемент дуги 4$ находится из (22). Опуская в (24) члены, отпосящиеся 
к 2, получаем криволинейный интеграл для кривой, расположенной на 
плоскости Оху. Несобственные криволинейные интегралы определяются по спо- 
собу п. 4.6-2. 

4.6-11. Плотади и объемы (см. также пп. 5.4-6, 5.4-7, 6.2-3, 6.4-3 и 
]7.3-3, где введены‘ векторные обозначения и используются криволинейные 
координаты). 

(а) Пусть $ — ограниченная замкнутая область на евклидовой плоскости. 
Если точная верхняя граница множества площадей всех многоугольников, 
содержащихся в ©, и точная нижняя граница множества площадей всех 
миогоугольников, содержащих 5, равны, то область $ называется квадрируемой 
(измеримой по Жордану), а общее значение этих границ называется площадью 
А области $5. В частности, область S ограниченная простой замкнутой регуляр- 
ной кривой, квадрируема. Объем И ограниченной замкнутой области У в трех- 
мерном евклидовом пространстве определяется аналогично. 

Нлощадь А ограниченной регулярной поверхности $5 (п. 3.1-14) опреде- 
ляется следующим образом. Разобьем $ на конечное число частей; в каждой 
части выберем по произвольной точке и ортогонально спроектируем эту часть 
на касательную плоскость к поверхности в выбранной точке (п. 17.3-2). 
Илощадь поверхности А есть предел (если он существует) суммы площадей 
полученных таким образом проекций, когда диаметр наибольшей из рассмат- 
риваемых частей стремнтся к нулю. 

Хх Диаметром множества Е в метрическом пространстве С (п. 12.5-2), 
в частности, в евклидовом пространстве, называется точная верхияя граница 
расстояний между любыми двумя точками множества Ё. Хх 

(6) Площади и объемы можно вычислять (нли даже непосредственно 
‘определять) как двойные или тройные интегралы в соответствующих коорди- 
натах: 

А= \ dA = {i ахау . в евклидовой плоскости, (4.6-25) 
Ss. Ss 

u=\ 9 = iN dx dy dz B евклидовом пространстве. (4.6-26) 

Ллощади и объемы пе зависят от выбора системы координат. В ’ криволинейных ноор- 
Runatax x1, x2, хз (п. 6.2-1 1) 3) 

— — д (х, у, 2) ‘ 
U = \ev {Jace hay on dx2 dx? (4.6-27) 

(см. также пл. 4.6-13, 6.2-3 и 6.4-3). 
В криволинейных. координатах и, э на плоскости или поверхности (п. 3.1-14) 

А = faa = [JVa wo. (и о) ди 45, (4.6-28) 

где а (и, 0) функция, определяемая в п. 17.3-3, с. 
с) Простые частные случаи. Площадь плоской области, ограничевной 

Иримыми х=аи х=ьр, гдеазь и „двумя кривыми у == 8! (х) и у= В. (х), причем 

в: (^) «4, (Х) при а <x <b, равна | [82 (x) — в, (х)] 4х (А> 0). Площадь плоской’ 

Фомин, а 

›) Здесь № 2, 3 — не показатели степени, а индексы.
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области, ограниченной простой замкнутой кривой С, описываемой уравнениями х = 
= х (г), и == и (1) ‘или уравнением г =г ($) (п. 2.1-8), где функции удовлетворяют долж- 
ным условиям, равна 

] _@у ах С... А=-- ф (+ у a) 4 или А=-- \ r2 (p) do, (4,6-29) 
6 С 

где символ ф указывает, что интегрирование производится по замкнутой кривой: А > 0, 
если обход кривой С совершается против часовой стрелки. 

Площадь поверхности А, образованной вращением кривой у = (х) =0 а<х—<ь, 
вокруг оси Ох, и объем Ц, ограпиченный этой поверхностью, равны 

b 5 b | 
д=ал [Ро Vf i+ (54) ах, Ил [о] ах. (4.6-30) 

а а 

4.6-12. Интегралы по поверхности и по объему (см. также пп. 5.4-6, 
5.4-7, 6.2-3 и 6.4-3, где введены векторные обозначения и рассматриваются 
криволинейные координаты). Интегралы по поверхности н интегралы по объему 
можно определить как пределы сумм по способу пп. 4.6-[| и 4.6-10. Их можно 
также ввести непосредствеино как двойные и тройные интегралы в помощыо 
элементов площади и объема, определенных в п. 4.6-1] 

Интеграл по поверхности от кусочно-непрерывиой функции [(и, 9) по 
удовлелворяющей должным условиям поверхности $ с криволинейными коор- 
динатами и, и равен 

(F(a, 5) dA=\\F (u о) Уа(и, 0) dudv. (4.6-31) 
S 

Сюда в качестве частных случаев входят и интегралы по плоским областям 

(где, в частности, возможен и случай и=х, v=y, Иа(и, v) =1). 
Интеграл по объему от кусочно-непрерывной функции 

P(x, y, 2)=f [x (xt, x7, x8), y (xt, x2, x8), 2 (x!, x, x3)] 

по ограниченной области У равен 

гк у, дау=\\{ Ра, у, 2) ах ау ае == 
у. У 

` д (х, у, 2 «Де (а, 2, ©, рол, а, ©, 20а, A Mg Hay aw ae ae 
(4.6-32) 

‚  Несобственные интегралы по поверхности или по объему (неограниченные 
функции или области) определяются по способу п. 4.6-2. | 

Формулы, связывающие интегралы по поверхности и интегралы по объему, 
рассматриваются в пп. 5.6-] и 5.6-2. Отметим частные случаи этих формул, 
связывающие криволинейные интегралы и интегралы по плоской области 
(С—граница области $; обход С совершается против часовой стрелки): 

и Афр у) ах-- О (х, y) dy 

(формула Грина), 

\ (ито — оузи) 4А =§ (uS2— 052) ds 

(двумерная 2-я формула Грина), 
где. 

020 , 0д?о до до до 
2 = — — = — — Vu (x, y) = для Г диз on ds = ay dy бу AX,
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4.6-13. Замена переменных в интегралах по объему и по поверхности. 
Если с помощью непрерывно дифференцируемого преобразования координат 

ХЕ = yl (x}, X?, ХЗ), X2 = xX? (x1, x, ХЗ), x3 = x8 (x}, X2, ХЗ), 

0 (x', x2, x8) 

| (x1, x7, x8) 

ввести новые координаты X!, Х?, ХЗ (см. также п. 6.2-1), то интеграл .по 
объему (32) можно переписать в новых координатах: 

Six, у, 2) ау = ЦА фа, да, 4) фазах = 
у V 

= фа (ха, дз, ХЗ), 2 (RL, 2, 9), 9 (1, 2, 29) COLE) ааа, 
у д (х*, х?, хз) 

(4.6-34) 
Интегралы по поверхности преобразуются аналогично (см. также 

о. 17.3-3). 
4.6-14. Мера Лебега. Измеримые функции. 
(а) Мера точечного множества. Внешняя мера Лебега т, (5) 

произвольного ограниченного точечного множества 5 на прямой есть точная 
нижняя граница (п. 4.3-3) суммы длин конечного или счетного множества 
интервалов, покрывающих 5. Внутренняя мера Лебега т;|5] множества $ 
есть разность между длиной 6—а любого ограниченного интервала [а, 6], 
содержащего 5, и внешней мерой дополнения множества $ до [а, 6] (п. 4.3-2, а). 
5 есть измеримое множество с мерой Лебега т[5], если те [5$] = и [$]==т [$] 
(конструктивное определение меры Лебега). Неограниченное множество $ 
на‘прямой измеримо, если для всех Х > 0 измеримо пересечение (— Х, Х)[\$. 
При этих предположениях по определению полагают 

т [$] = lim m[(—X, X)NS} 

мера %[$5] может быть как конечной, так и бесконечной. 

 Рассматривают и более общее определение: мера М [$], определенная на подходящем 
классе (вполне аддитивной булевой алгебре, п. 12.8-4) точечных множеств $, есть функ- 
ция множества со свойствами 

М [$] >0, М [ф] =, (4.6-35) 

и для каждого конечного или счетиого множества попарно непересекающихся точечных 
множеств $1, $;, ... 

M [S1US2U...)=M [Si] + M [S.J +... (4.6-36) 

Мера Лебега т [5$] точечного множества на прямой обладает Дополнительным свойством 

т (Ца, 5)] =в-а . (4.6 -37) 

для каждого ограниченного интервала (а, 5); таким образом, мера Лебега является 
обобщением длины интервала (аксиоматическое определение меры „Лебега; см. также 
пп. 12.1-Ё, 12,8-4 и 18.2-2). 

Мера Лебега точечных множеств в пространствах двух, трех, ... измерений опреде- 
ляется (либо конструктивно, либо аксноматическн) с помощыо аналогичных обобщений 
площади и объема. 

(6) Каждое ограниченное открытое множество (п. 4.3-6, а) измеримо. 
Можно высказать более общие утверждения. Борелевское множество на прямой 
сесть множество, полученное посредством конечной или счетной последователь- 
ности объединений, пересечений и/или взятия дополнений интервалов и полу- 
чающихся в результате комбинаций. Класс борелевских множеств есть вполне 
аддитивная. булева алгебра измеримых множеств. Каждое измеримое множество 
есть объединение некоторого борелевского множества и множества лебеговой
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меры ниль. Каждое конечное или счетное множество измеримо и имеет лебегову 
мери нуль. Аналогичные теоремы справедливы и в многомерном случае. 

Если какое-либо свойство выполняется для каждой точки данного интер- 
вала, области или множества, исключая, быть может, лишь множество лебе- 
говой меры нуль, то говорят, что это свойство выполняется на данном 
интервале, области или множестве почти всюду (или почти во всех точках 
этого интервала и т. д.). 
”. (©) Измеримые функции. Функция f (x), определенная на интервале 
[а, 6], измерима на [а, 6], если для каждого действительного числа с мно- 
жество. точек х интервала [а, 6], в которых { (х) = с, измеримо. 

В. этом определении условие [(х) <с можно заменить любым из условий Рус, 
#(х) 2е. Кх) > с. 

Финкция, непрерывная на [а, 6]. иэмерима на [а, 6]. Если на.[а, 6] измеримы фиунк- 
yuu fy (x), fe (x), .... то на [а, 9] измеримы и функций [ (Хх) + Ь (x), Qh, (x), Fy (x) Fe (x), 
а также‘и lim F(x), если этот предел на [а, 65] существует (и даже если этот прг* 

п- 

дел существует на [а, 6] лишь почти всюду). 
Аналогичные ‚определения и теоремы справедливы и для измеримых функций 

F (“ Хо, ...» хи), определеиных на пространстве точек (= 1, Xoo ove Xn)» допускающем опре- 

деление меры Лебега. 

4.6-15. Интеграл Лебега (см. также пп. 4.6-[ и 4.6- 2). 
(а) Интеграл Лебега от ограниченной функции. Пусть 

действительная функция у=|(х) измерима и ограничена на ограниченном 
интервале [а, ] и Аи В— соответственно ее нижняя и верхняя точные гра- 
НИЦЫ. Разобьем интервал [А, В], содержащий множество значений функции 
f(x) Ha [а, 6], на п частей: 

АЗИЗ <... <= В, _ (4.6-38) 
и обозначим через 5; множество точек х интервала [а, 1, в которых и;_1 < 
<f (x) < уг. Составим две суммы (интегральные суммы Лебега): 

ны и У ип 15, 
i=] i=] 

Обе интегральные суммы стремятся к одному и тому же предель у, не зави- 
сящему от выбора значений ур, если только наибольшая из разностей у:— у; 
стремится к нулю, Число 

[= lim У ут [$; | f ) dx (4.6-39) 
max (Y;—4j_4)*9 f1 

есть ‘определенный интеграл от функции | (x) по интервалу [а, 5] в смысле 
Лебега (интеграл Лебега). 

Это определение означает, что, каково бы НИ было положительное число к, 
можно указать такое число $0, что при любом разбиении интервала. [А, BI 
на части такие, что тах (у; — yt 1) <6, 6yAyT справедливы неравенства 

У yj_ym[S;]|<e 4 1-3 ут [$ |<, 
1—1. i==] 

а значит, и неравенство 
. п 

1— У! 11т[$ | <, 
i=] 

  

#) Функция E(x) может быть определена на [а,6] не всюду, а лишь почти всюду.
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Где и; 1; = и; [nvterpaa Лебега можно определить и как’ предел суммы 

У т т за} 
i= 

(5) Интеграл Лебега от неограниченной функции. Если 
функция | (х) измерима и не ограничена на ограниченном интервале [а, 6], 
то интеграл Лебега определяется как 

b 

аа lim Via der fim (fy (x) de 
a A-» 4-00 

где " 

| 0, ecan f(x) <0, 

fa(e)={ F(x), ecm O<f (x) <A, 
А, ecan f(x) >A; 

0, если f (x) >0, 

fy (x)=4 F(x), ecun O>f (x) SB, 
B, . ecan f(x) <B, 

(4.6-40) 

  
6 | 

Если интеграл | #(х) ах существует, то функция }(х) интегрируема по Лебегу 
а 

(суммируема) на интервале [а, 6]. | 
(с) Интеграл Лебега по неограниченным интервалам. x 

Если для всех X >a существует внтеграл \ F(x) 4х, то интеграл Лебега 
| 2 

-- со 
\ # (х) ах спределяется условием 
a 

+ с X14 Xo 

x) dx= Jim li (x) dx, ) f (x) хо Him fa (x) dx 
где 

— 0, если f (x) <0, 

hy w= f(x), ecnm f(x) >0, 

_ ‚ если f (x) 0, 

I w= f(x), если F(x) <0. 
++ 

Интеграл Jd [ (x) dx определяется аналогично, а интеграл 

(4:6-41: 

о. 

{ [(х) ах — равен- 

стом (4) на. стр. 116, 7 

(dd) Интеграл Лебега по точечному миожеству. Кратиые 

иитегралыь Лебега. Интеграл Лебега f Fu ах по произвольному измеримому 

Ss 
миижестпу точек $ определяется без изменения так же, как н в пп. 4.6-15, аи Ь. Крат- 
ный интегрил Лебега по области или измеримому множеству точек (x) Ags “erry п) опре- 

делистеи ппалогично. 

(с) Существование и свойства интеграла Лебега. Срав- 
Henne интеграла Лебега и интеграла Римана. Каждая
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ограниченная измеримая функция на любом ограниченном измеримом множестве 
суммируема. Финкция, суммируемая на измеримом множестве S, суммируема 
и на каждом измеримом его подмножестве. 

Из определений пп. 4.6-15 а, Ъ, си @ следует, что интеграл Лебгга 

VF (x) 4х существует в том и только в том случае, если существует интеграл 
5 . 

Лебега ) f(x) | dx. Если любой собственный или несобственный, простой или 

кратный интеграл Римана существует в смысле абсолютной сходимости 
(п. 4.6-2, а)1), мо соответствующий интеграл Лебега существует и равен 
интегралу Римана. 

Теоремы из табл. 4.6-1 и пп. 4.6-5 и 4.7-1, с, 4 справедливы и для интс- 
грала Лебега. 

Для каждого конечного или счетного множества попарно непересекающихся изме- 
римых множеств $, $. ... 

| Р(ж) ах = [Ро ах -- | Род ах -- на (4,6-42) 
$1150... $1 5. 

если интегралы существуют. Интеграл Лебега по любому множеству (лебеговой) меры 
нуль равен нулю. 

Замечание. Лебесговское интегрирование применимо к более общему классу 
функций, чем римановское интегрирование, и упрощает формулировки многих теорем. 
Многие теоремы, высказанные в терминах интеграла Лебега, непосредственно применимы 
к абсолютно сходящимся несобственным интегралам Римана (см. также пп. 4.6-16 и 4.8-4, Ь). 

4.6-16. Теоремы о сходимости (теоремы о непрерывности; см. также п. 12.5-1). 
(а) Если последовательность функций Spy (x), $1 (X), Se (x), ..., каждая из которых 

ограничена и интегрируема в смысле Римана на ограниченном интервал: [а, 6], равно- 

мерно сходится на [а, 6] к Функции $ (<), то предел Ит Isp (x) 4х существует и равен 
fl— © a 

b 

интегралу | $ (х) ах. 
а 

(6) Следующая более общая теорема формулируется специально для интеграла Лебе- 
га: пусть $о (Хх), $1 (Х), $2 (Хх), ... и неотрицательная функция сравнения А (х) суммуруемы 
на измеримом множестве $5, и пусть Sp, (x) | <А (<) при всех п и при почти всех хе $ 

(п. 4.6-14, Ь). Тогда из того, что Ит $1 (х) ==$ (х) для почти ссех х 6 $, следует, что 
по 

предел Ит J Sy (~) 4х существует и равен f $ (х) 4х (теорема сходимости Лебега: см. 
fm — co $5 $5 

также п. 4.8-4, Ъ). 

4.6-17. Интеграл Стилтьеса. 
(а) Интеграл Римана— Стилтьеса. Интеграл Римана—Стилтьеса 

от функции } (х) с интегрирующей функцией д (х) по ограниченному интервалу 
[а, 5] по определению есть 

b m 

fF (x) dg (x)= lim У а (д фа и), — (4.6-43) 
a max (¥,— 4%; — 1) 707] 

где 
= <<... «3 хи= 

  

#) Отметим, что функция | 5 I 

= 2 wa | —= os —- f (x) =a (+ sin 9 = 2x sin mx cos —; 

не суммируема на интервале (0, 1), несмотря на то. что несобственный интеграл Римана 

1 1 

| Е (*) 4х = lim j F (x) dx == sin 1 
0 x ох — -{ 

существует,
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и х/1т<=х; (06 определении предела см. п. 4.6-1). Если &(х) — функция 
ограниченной вариации (п. 4.4-8, Ъ), а [(х) — непрерывная функция на [а, 8], 
мо предел (43) существует. 

Несобственные интегралы Римана — Стилтьеса определяются, как‘и в п. 
4.6-2. 

(6) Интеграл Лебега—Стилтьеса. Каждая функция & (х), неубывающая и 
пепрерывная справа (п. 4.4-7, Ь) на ограниченном интервале [а, 6}, с помощью соотно- 
щепий (35), (36) и - 

М [< <х<В]=@& (В) — & (a) (a<a<p< bd), (4.6.44) 

где в квадратных скобках указано множество значений х, определяет меру (меру Лебега— 
Стилтьеса) М [5] каждого борелевского множества (п. 4.6-14, Ь) на интервале [а, 6]. 
Отметим, что 

M[(a<x <A] = 8 (8) — g (a— 0), M [a<x< Bp] = g (B — 0) — @ (a), | 

M[ax<«<Ppl=—g(B—0)—g(a—0), M[x=a]=—¢ (a)—g(a— 0) a<a<cp< dj. 
| | (4.6-45) 

Отправляясь от меры Лебега—Стилтьеса ограничепных интервалов по способу п. 4.6-14, а, 
вводят, меру М |5} Лебега—Стилтьеса произвольного измеримого множества как общее 
значение внутренней и внешней меры. 

Если задана функция y =f (x), огравиченная и измеримая на интервале [а, 6], то 
интеграл Лебега—Стилтьеса по [а, 6] от функции { (х) с интегрирующей функцией @ (л) 
по определению есть 

b . m 
ff) dg (x) = lim aM [Sy] (4.6-46) 
a шах (ур и 1) Os) 

для произвольного разбиения (38) интервала, содержащего множество зпачений функцич 
f(x); S;u здесь есть множество значений х, в которых и; — | <[(%) < в; (об определе- 
нии предела см. п. 4.6-15, а). 

Интеграл Лебега—Стилтьеса от ограниченной или неограниченной функции f (x) no 
любому измеримому множеству можно теперь определить по способу пп. 4.6-15, b, cud, 
предполагая, что функция g(x) ограничена на каждом рассматриваемом ограпиченном 
множестве. В многомерном случае функция g (xX) заменяется фуикцией. неубывающей по 
каждому аргументу. Можно, далее, применяя равенство (8) к сумме двух мопотопных 

фупкций (п. 4.4-8, Ь), определить интеграл Лебега--Стилтьеса f f (x) dg (x) с mo6oit nurter- 

a 
рирующей функцией g (x) ограниченной вариации. Если интеграл Римана — Стилтьеса 
гуществует в смысле абсолютной сходимости, то соответствующий интеграл Лебега— 
Спилтьеса ему равен. 

(с) Свойства интеграла Стилтьеса (см. также табл. 4.6-1). 
Если (а, 6} — ограниченный или неограниченный интервал, для которого 
существуют рассматриваемые интегралы, то 

b a b. с b 

\fdg=—\F dg», \fdg=\fdg+ \F ag, (4.6-47) 

b b b b b b 

Sith) de=SfdgtS fede, Гаев = | Рава Гав», (4.6-48) 

io b b 

(VGA de=\ Fd eg) =a Si dg, (4.6-49) 
b b b 

\fdg=fel — Ve df. (4.6-50) 
a a 

Wem. = 18 oe coe 

  

8$) См, сноску ва стр. 114.
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Если в (х) — неубывающая функция на (а, 6), то 

5 ` b 

WFdg/<\|fldg (<6). | _ (4.6-51) 
а а 

Если а (х) — неубывающая функция и | (х) =Р (х) на (а, 6), mo 

. b b ; 

\fag<\Fadg (a<b). (4.6-52) 
a a ‘ 

Интегралы Стилтьеса часто имеют «наглядный» смысл (криволинейные 
интегралы, интегралы по поверхности, по объему; интегралы по распределе- 
нию массы, заряда и вероятности, п. 18.3-6). Заметим, что интеграл Стилть- 
еса в качестве частных случаев включает в себя обычные интегралы и суммы: 

b b 

\ F (x) dg (x) = | fF () g’ (x) ax, (4.6-53) 

если функция 5 (х) непрерывно дифференцируема на (а, 6) и 

“+00 0, если х< 0, о 
хЮ- J Fed Sa ee) В (= т о | (4.6-54) 

4.6-18. Свертки. Свертка Стилтьеса двух функций { (х) и & (х) по интервалу (а, 6) 
есть по определению функция 

b b 
wWHHlfe—xadgw= [ed—x di w (4.6-55) 

a a . 

для всех значений #, для которых эти два интеграла существуют и равны. Классическая 
свертка { (х) и 8 (<) по (а, 6) подобным же образом определяется как 

b b 
У“ = [16 — лафах= [& 4-х (> ах. (4.6-56) 

а а 

В литературе и (55) и (56) часто просто называют сверткой функций F(x) u g (x) no (@, b) 

и любую из этих функций (55) и (56) обозначают символом {Г Х & или ЁХ 8; точный смысл 
а 

обычно очевиден из контекста (см. также пп. 4.11-5, 8.3-1, 8.3-З3 и 18.5-7). 
Если имеют место равенства (55) и (56), то 

ЕХРЕЕРХ а, [ХЕХЕ ХЕХ ЕВ, [Х 6+ ЮЕЕТХЕЕХ А. (4.6-57) 

При а = — со и/илн 6 ==-- ©, если интегралы существуют, то равенства (57) спра- 
ведлигы. + 

Свертка двух конечных или бесконечиых последовательностей а (0), а (1), а (2), ... и 
Ь (0), 6.(1), 6 (2), ... есть последовательность 

ахь= Уа@— #64) (= 0, 1, 2 ods (4.6-58) 
$ | 

4.6-19. Неравенства Мииковского и Гельдера. . 
(а) Если (а, 6) — ограниченный или неограниченный интервал, для которого цнтег- 

ралы в правой части существуют, то 

b р Г I/p fb 1/р 
| ВЫ аа = | [fs IP ca + J [Ь [Раза (4.6-59) 

a’ a a 

(1 < р<- ©) (неравенство Минковского), 

b b I/p [6 We = 1)/p 
| f fife da <|} [fi 1? “а fits joke — ) ag т 

. а а 4 

1 <р<-- ®) (неравенство Гельдерс). | (4,6-60)



4.7-1. ’ 4.7. ТЕОРЕМЫ О СРЕДНЕМ ЗНАЧЕНИИ 129 

Угя перавенства справедливы, в частности, для обычных интегралов Римана и Лебега п, 

более общо, лля многомерных интегралов. При и = — 
в — 

  г =2 неразенство (60) превра- 

щается в неразенсизо Коши — Шсарца (15.33} *). 
(5) Из неравенств (59) и (69) вытекают соответствующие неравенстза для сумм я аля 

сходящихся бесконечных рядоз. Еслн симми спраза существуют. тэ 

  

. ю | - ® 

12: | tp dp р = < р Ура | +; i Oy eye 4.6-61 

& . R - 

{1 3 р< + оо: (неразенсниео М ичколзского). 

Ч ч ‘ 1: 1 — — 

ХУ and, | < | =! ap й р [> [68 РР |’ П/Р (4.6-62) 
R R "с ‘ 

i<p<+am) (неравенство Гельдеаз. 

  

Ири гр = г =? неравенство (62) препращается в неравенство Коши — Биуняковского 

(см. также п. 1. 3-2). 

4.7. ТЕОРЕМЫ О СРЕДНЕМ ЗНАЧЕНИИ. РАСКРЫТИЕ 
НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЕЙ. ТЕОРЕМЫ ВЕЙЕРШТРАССА О ПРИБЛИЖЕНИИ 

4.7-1. Теоремы о среднем значении (см. гакже п. 4.10-4). Нижеследую- 
щие теоремы полезны для оценки значений и пределов действительных функ- 
ций, производных и иитегралов. 

(а) Если функция #(х) непрерывна на |а, 6] и дирференцируема на (а, 6). 
то в интервале (а, 5) существует такое число Х, что 

Е (5) — 1 (а) ==! (Х) (6 — а) (4.7-1) 

(теорема Лагранжа; теорема о конгчном приращении). Число Х часто запи- 
сываю! в виде X =a+6(6~a)(0<6< 1). MMpn F(a} = (2) эта теорема на- 
чывается теоремой Ролля (см. также (п. 1.6-6, е). 

  

Если финхцил ] (4: Ag se Ap) Чепрерывна при а; = Sa; Sb, i Чифференцируема при 

и; <; <5; (¢=1,2,..., 2), 0 существиет набор mukux чисел xy, Ха, ен “Ап. что 

ч<Х, <Ы (=, 2... fl) Ц 

п 9 1 (5. by. се 6) —- 1 (а. Typ ee, a) = >, дх; x. х, x у — а;) (4.7 -2 

‘==! t° n 

(b) Ecau 1) функции и (х) 2 0 (x wenpepuaya xa [a, b)}, 2) 2 (b) Avian 3) производ- 
ные a’ (x) uo’ (x) существуют в цитервале (а, в) и одновременно не обращцаютсл в нуль. 
п в интерзале (a. bi гуществует тагое число X „ что 

и {6) -ч (а; и’ (Х) , 
== „7-3 

u (by — & (a) vu’ (xX) a 
  

(теопема Коши). 

(с) Если функция } (<) непрерызна на [а, 2], moe интервале (a, 6) cytyecm- 
ayem такое число Х, что 

S 

SF (x) dx =) (X) (b—a). (4.7-4) 
4 . 

(4) Поли функции f(x) 4 g(x) непрерызны на Га, В] и g (x) 0 на [а, 6] 
(или ч(х) 0 на [а, 6]). то в интеоволе (а, 5) существ ует такое число Х, 
чо b b — 

SF (x) g (x) de =P (X) | g (x) ах. (4.7-5) 
9 4 

  

") В отсясственной литературе это веравенсгво вазывают неравенством Коши — Бу- 
ник опского 

О Г. Кори в Т. Корн
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Если финкции |(х) и 8 (<) непрерывны na (a, 8] и функция 8 (х) в этом интерепле 
не возрастает (или не убывает), 10 в интереале (а, 6) сицествует такое число Х, ито 

  

b A b 

\ f (x) © (x) dx = @ (a) \ f (x) dx + g (6) \ f (x) dx. (4.7-6) 

a a x 

Если, кроме того, & (х) = 0 xa (a. b), mo auainepeaae (a, b) cywecmeyem makoe uucao X, что 

Xx 

‚ ё (а) \ | (х) 4х, есля & (Хх) не возрастает, 

` а 
\ i (4) 8 &) 4х = b (4.7-7) 

п | g ib) \ f (x) dx, ecan £ (x) ne yCripaert. 

X 

4.7-2. Раскрытие неопределенностей (примеры см. в табл. 4.7-]). 

(а) Пусть функция f(x) вида 4 =, и (до, Шор u(x) —9(x) 
очк | о © о соо 15° в точке х == а не определена и принимает вид --, -, 0. со, 00, со, 1“ или со—©0. 

  

  

Это значит, что /() =“ где Ши и(х)=0 и Нм 9(5)=0 в первом 
u (x) x—-a х-а 

случае; [(х)=- где Шт и) = и Им © (х) =со — во втором; 
ум) va x—a 

| (х) = и (<) 9(х), где Им и (<) =б и lim v(x) =co—s третьем, и т.д. Термин 
х>а x—a 

«раскрытие неопределенностей» означает, что отыскивается предел Вт} (х). Если 
х>а 

этот предсл существует, то часто по определепию полагают } (а) = lim f (x). 
х>а 

Таблица 4,7-l 

Некоторые часто встречающиеся пределы (п. 4.7-2) 

  

  

. I\n « te . lly . cw — } . 
lim [1-- a) —=2 = 2,7158. lim (1 + xyli+ =e, lim —-—— = Ine. -> 0, 
пс \ п x— 0 t— x 

. : Хх . . 8 .  t 
lim x*=], lim 2 i* == Ит ig x lim shx _ lim they, 

х—0-|- х—>0 * х->0 * х>0 * x» * 

Sill WX 
lim И ОХ oO - (—-o<a<+ 0), 
x0 * 

lim x*inx=s= lim x “In x=: lim x%e*—0 (a> 0). 
х—>0-|- х—>- со х—>-Ё со       

(5) Случаи 0/0 и сэ/со. Пусть Ит и (х) =Ит о (х) =0. Если сущест- 
х—>а х-а 

вует окрестность точки х=а, в которой при ха: 1) 9(х) 5-0 и 2) произ- 
водные и’ (х) и 9’ (х) существуют и 9’ (х) 520, то 

lim ни. (4.7-8) 
ха (x) хаб (x) 

если предел в правой части равенства существует (правило Лопиталя). 
Пусть ИЙт и (х) = Ито (х) = со. Если существует окрестность точки 

х>а х—>а 

х=а, 8 которой при х-да производные и’ (х) и v' ix) существуют и 9’ (х) ==,
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мо равеиство (8) справедливо, если предел в правой части этого равенства cy- 
цествует (эта теорема также называется правилом Лопиталя). 

    

. и’ (х 
Гсли само отношение =: a представляет собой неопределенность, то ука- 

заппый метод может быть в свою очередь применен и к a, так что 

. u(x . ul (x . url (x 

lim я =! uf a = 1 vo" ori (4.7°9) х-+а а ) х-+а х) 

этот процесс, если иеобходимо, может быть продолжен и дальше. 

(с) Случан 0. со, 00, со, 1 и со— со. Выражения и (х) т (х), [и (х)] 
и и (5х) —9 (х) с помощыьо какого-либо из соотношений 

9%} 

    

  

  

    

ae (x) — 8 () ] 
и (х) 9 (x) ~~ bv (x) ~~ Tu (x)? 

— а ` Inu(x) _ sou (x) [uP se lai) = = |, | , 1/о (х) Лии (Хх). | (4.7-10) 

—_ — u (Xx) —__ ших) 

u (x) —v (x) = In g (x) lew) = я 

и (х) “9 (x) ) 

Ф (x) 
часто можно привести к виду wi ‚ Н тогда к ним становятся примепимыми 

мсгоды п. 4.7-2, Ь. 
(94) При вычнслении пределов иногда бывает полезно воспользоваться 

формулой Тейлора (п. 4.10-1). 
(е) Методы пп, 4.7-2, а, Ъ, си 4 применимы и для отыскания одно- 

CINOPOHHUX пределов Jim F(x) и Jim f(x) (п. 4.4-Т). Пользуясь тем, что 
—0 а--0 

lin Loa Jim ‚Гат, находят | im f (x). 
“¥ 4.09 

74 7-3. Теоремы Вейерштрасса в о приближении (см. также пп. 4.10-4, 4.11-7 
н 12.0-4). 

1) Пусть } (х) — действительная функция, непрерывная на ограниченном зам- 
кнутом интервале [а, 6]. Тогда для каждого заданного положительного числа в 
(максимум погрешности приближения) существует такой действительный 

многочлен Р (х) = x apx®, что || (х)—Р (х) | < в при ecex x & [a, 6]. 

2) х Пусть функция f (x) удовлетворяет дополнительному условию | (8) = 
© f(a) ио=2д/ (6 —а). Тогда найдется такой действительный тригонометри- 

т. 

неский многочлен Т(х) = У, (ск со Кох -Е В» яп Кох), что |f(x)—T (x)|<e 
k=0 ‘ 

при всех х еЕ (а, 6]. 

Лпалогичные теорсмы справедливы и для функций двух и большего числа перемен- 

Wax, Теоремы Вейерштроасса о приближении позволяют различные свойства непрерыв- 
ных функций выводить из соответствующих свойств многочленов или тригонометричес- 

Вх МПОГОЧлСНОвВ. 

4.83. БЕСКОНЕЧНЫЕ РЯДЫ, БЕСКОНЕЧНЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ 

И НЕПРЕРЫВНЫЕ ДРОБИ 

4.8-1. бесконечные ряды. Сходимость (см. также п. 4.4-1). Бесконечный 
PHN Га, |-9.--... действительных или комплексных чисел (членов) а%, ат, 
(lg ,‚.. сходится, ссли последовательвость Sy, $1, Sg, ++. его частичных сумм 

6
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п 

= »} а» имеет предел $, т. е. в том и только в том случае, если после- 
k=0 

довательность остатков Ryyj=S—S, сходится к нулю. В этом случае $ = 
= lim Sn называется суммой wee И Pees писать 

fl—oo 

Qy + a, ag-+ -У ав == lim у ав = Ит 5, =$. (4.8.1) 
" p=0 m-- oo k=0 fi—> CO 

Ряд ag--a,ta,t+... (необходимо сходящийся) называется абсолютно схо- 
дящимся, если сходится ряд | @в |-+ | а: || а |-|-... Если ряд не сходится, то 
он называется расходящимся (Они расходится; см. также л. 4.8-6). В пп. 4.9-1 
и 4.9-2 приводятся искоторые признаки, лозволяющие исследовать сходимость 
задазного бесконечного ряда 

4.8-2. Ряды функций. Равномерная сходимость (см. также п. 4.4-4). Ряд 
функций ао (х) На: (х)-Р ао (х)--....сходится к функции (сумме) $ (х) при каж- 
дом значении х, при котором 

п 

lim У ap (x) = $ (x). 
N-+O p-— = ` 

Ряд равномерно сходится к $(х) на множестве. 5 значений х, если на мно- 
жестве э к функции $ (х) равномерно сходится последовательность его частич- 

п 

ных сумм $л (x)= » ар (х). В п. 4.9-2 приведены некоторые признаки рав- 
k=0 

номерной сходимости. 
4.8-3. Операции над сходящимися рядами. 

со oO 

(а) Сложение и умножение на число. Если У ар и У by — 
k=0 k==0 

сходящиеся ряды с действительными или комплексными членами и а — действи- 
тельное или комплексное число, то 

со 

x ap x р, = у (ак-- 5»), © У аь= У aap. (4.8-2) 
k=0 k=0 = 0 k=0 

В каждом из этих случаев из сходимости или абсолютной‘ сходимости рядов 
в левой части вытекает сходи мость- или соотвеп:ственно абсолютная сходимость 
ряда в правой части. 

(5) Нерестановка членов. Коммутативно сходящийся ряд есть 
ряд, который сходится и имеет сдну и ту же сумму при любой перестановке 
его членов; эпю имеет место в том и только в том слуиае, если ряд абсо- 
лютно сходится. Каждый ряд, получающийся из такого ` ряда, если из нсго 
выбросить какие угодно члены. также абсолотно сходится. ` 

Сходящийся. Ho пе абсолютно сходящийся ряд называется условно сходящимся. 
Члены каждого условно сходящегося ряда с действительными членами можно переставить 
так, ито: 1) последователь ность его частичитх сумм станет сходиться к данкоми пре- 
дели, 2) последовательность его частичных сумм станет неограниченно возрастать, 3) пос- 
ледовательность со частичных сумм станет неограниченно убывать и 4) последователь- 
ость его частичных сумм станет колебаться между двумя любыми дапными числами 

{теорема Римана). 
со со 

(с) Двойныеряды. Двойной ряд > У а сходится к $ (имеет сумму 
i=0k=0 

lim у у Qip= 

M—+Oj;—-0k=0 
n— c 

$), если
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(п. 4.4.6). Отметим, что 

co © со со со [2 

> У, к — > № Qik |= У \ У, an), (4.8-3) 
i=0k=0 i=0\k=0 k=0 \i=0 

если все три ряда сходятся (теорема Прингсгейма о суммировании по 
столбцам и по строкам}. В частности, если рассматриваемый двойной ряд 

(ap oOo} CO 

У У, аь сходится абсолютно, т. е. если сходится ряд x У | а;ь |, ТО этот 
о k=0 . i=O0k=0 

ряд имеет одну и ту же сумму при любом порядке суммирования. 

(9) Произведение двух бесконечных рядов. Если > Ap 

в = () 

Oo 

и У, р, — абсолютно сходящиеся ряды с действительными @ли комплексными 
№ =0. 

оо со 

членами, то двойной. ряд У У аб еть абсолютно сходящийся ряд с сум: 
. i=0k=0 

оо © \ 

мой | >) ay | 6,!. Более общо: 
" \e=0 \e=0 | 

со со п 

Ус ‘)( ув ‚|= Я У ав, (правило Коши), (4.844) 
А =0 =0 n=0k=0 

если. эти три ряда сходятся. 
4.8-4. Операции над бесконечными рядами функция. 
(а) Сложение и умножение на ограниченную функцию. 

оо Oo ° 

Сели ряды У ay (x) u S} by (x) сходятся равномерно (п. 4.8-2) на множестве 
k=O k=0 . 

$ значений х, то равномерно на множестве 5 сходятся и ряды 

‘I 

у. [а (<) + В (| & Хе ap (x), 
k=Q Zo 

‚де ф (х) — произвольная ограниченная на $ функция. 
(5) Пределы, непрерывнос сть иинтегрирование (см. также 

п. 4.4-5). Пусть ряд у ар (х) равномерно сходится на ограниченном откры- 
k==0 

том интервале (а, b), X=Xq U X=X,— OBE AIOHoIE NouKU этого интервала. Гогда 

со со 

|, lim У ав (х) = У, lim ap (x), 

t+ Xo p=) k= =0 *— *o 

lim у Ap (x) = > lim ар (Х), 
X-+Xo +0 pay =X Xo 0 

oO oe 

пт У @= У lim sae (x) 
> Xo —-U ps0 k=0 * Xo
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если при К=0, 1, 2,.,. арществуиот соответствуиощие пределы 

lim ap (x), lim ap (x), lim @p (x). 
Х—> А. х> Хо--0 X-—> Xq-- 0 

2: Сумма ряда у а’ (х} непрерывна в точке х==х., если в этой тоике 
k= 0 , 

непрерыеен каждый член ряда а, (х). 
Cc 

3. Ряд У ав (х) равномерно сходится на замкнутом интервале [хо, ми 

«0 x1 co co ли 

\ SS) ay (x) | dx У \ a, (x) ax, 
Ло [6 =0 В -=0 № 

если каждый илен ау, (х} непрерывен на [ху, х1]- Из сделанных предположений 
вытекает схолимость ряда в правсй части каждого из этих равенств. 

Нижсследуклцая теорсма формулируется спениально для интеграла У7сбега. Она 
может примепяться и к должным образом сходящимся весобствениым иитсгралам Римана 

со 

(см. также п. 4.6-15). Если рлд У ар (х) функций, сунмирусмаых на Фераниченном 

ke = 
или недг равиченном) измеримом множестве (в частности, на интервслс) 5, схобштся на $ 
почиш сскду, то 

ro 

co 

(| Sy ay te) fax = у \ ex (x) ах, (4.8-5) 
SLR=O k=0 | 

если слиествист такое действительное число А (или фонкция А (х), симмиргемая на $, 
п 

п. 4.6-16), что У, ap (x) |< A 9лл всех пи пени дал всех x € S. Sanctum, Yo pasos 

k= 0 
мерная сходимость не предиолагастся. 

. со 

(c)x Au ф ференцирование, Пусть ряд», SS) ap (х) сходится по край- 
> 

ней мере в одной точке с «= (а, ь). Тогда, если производные a (x), а, <), 

ay (x), ve. ¢ ущеснвиют na (a, 6) u psd у а, (х) равномерно сходится в интер- 
А == 

со 

вале (а, 6), то ряд У ay (x) сходится в (а, в) и 
k=0 

а со 

ах У. ар (х) = 3 а, (х) (ax<x< 6b). (4.5-6) 
№ =0 к =0 

4.8-5. Улучшение сходимости и суммирование рядов. Суммы некоторых рядов 
(см. Также пп, 7.7-4 и 20.4-3). 

(а) Преобразование Эйлера. Если ряд в левой части равенства 

< — 1% - . 1a, = de a о, (4,8-7) 
К = 

сходится и разности А ао спределяются, как ь п. 20.4-], а, то это ре COC INGO гправёд- 
/и60. Ряд в правой части ревсиства часто сходится быстрее, чем ряд слева,
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(\ Преобоазование Куммера. гам для сходащихся рядов 
ca со 

s= У а, и © = У, 

Ге =0 № ==) 

гищегиацет предел у = Ит (а. /6„) BO, mo 
aro ПМП 

7 / Ь s= Sa ,=ySt+ >, | —у Е ap. (4.8 -8) 

Ссли сумма $ известна, то преобразование Куммера может оказаться полезным при 
и^лоных зыхладках, 

3 таблице 4,8-1 приведены суммы векоторых числовых радов (папболее подробпые 
чпблиця такого рода см. в-[1.6]\. 

Таблица #.8-{ 

Суммы некоторых числовых рядов 
  

  

  

    

| a — (—- 

+ №н-* i+ > kl a" 
k=l k=l 

11 © (— 18 
1+ aay achh + У Ser acos ty 

к ==1 ka! 

со 
оо 

.. Е-1 м (01 _ 

в==1 

о оо 

aay У = пе уни. = 

M
s
 

=|
 f 

gj
a 

M
s
 

=!
 = 

а
 

o
n
 

a
 

м
 | =
 | 

а
 

21
 

  

‘= kal k=l 
со oo 

р . 

о Site pF on ype _ м 
У, = 19, 

= =, 
_ 

* i 4 21 СЕ > 32 

со со 
о 

=! 
=I 

R=? 

о 
со 

> \' 1 | 
4 =—— (m=1, 2... 
4" hed (ee + ND. (ee +) пит (т 0 Ae weeds EAP D EFS i 

Toa’ |а| < Е (бесконечно убызающая геометрическая прогоессия) 

1
8
 

>,
 

} 

ti
m,
 

=
     
  

со 

ic) Формула суммирования Пуассона. Бсли ряд У f (Qk + 4 

\ — а ° со 
риппомерно сходится на интервале 0<3#<3л к фунхции. разлагающейсл в ряд Фурье 
(см, п. 4.1 -3), 30 ° . 

со \ со +0’ 

>, F (27k) ot > \ (tye dt, (4.3-3} 
& == — OO , = — 0—0 

дц пинеграл в правой часии разенства существует.
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(I) Формула суммирования Эйлера — Маклорена. Если npouseod- 

ная [(2m 2) (x) существует и непрерывна при О х=л, mo 

n л` 0) Ef (ny 
2! юго О + 

(211 +- 2)! 

(na =1,.2,...; 0<6<])), (4.8-10) 

т в. on nB 

ка ИВ ay — 9 0+ с, ВН и 
k=!) 

2де В, — числа Бернилли, определяемые в п. 91.5-2. 

Формула (10) часто позволяет дать’ замкнутое выражение для приближенного пред- 
п 

ставления конечной суммы У, Г (#) или представить се в виде сходящегося или полу- 

Е =0 
сходящегося (п. 4.8- Со, а) ряда. Эта формула применяется также для численного интегри- 
рования (1, 20.7 -2, 

Отметим следующие формулы для сумм специального вида (частвые случан этия 
формул приведены в п. 1.2-8 и табл. 4.8-1): 

  

  

  

п 
Мм 

Pao ke М-Н 
aa Dy Ong ety vi * Bp (4.8-11) 

k=] k=l | 

д . 

1 (= DN +! (amy2N 
2 aN ~ —sanjy i. B2N, (4.8-12) 
k=l 

< ki N-+l g2N—1 2N 
. У ({—1) _ = 1) (2 —iyx B 

ам мт 2N? 

‘а 
(4.8-13) 

— 

‘ 

У О В 2 —1 PN 5 
5 ев 0 — 2 ON. 

В формулах ИП — (13) N=], 2, 
(е) Лемма Абеля. "Следующая лемма иног да оказывается полезной для оценки 

частичных сумм. (1 исть последовательность Qo, Qi, Qo, ... положительных действитель- 

n 

вых чисел удовлетворяет YCAOBUAM Up = = а: =... 2 a, >... Тогда @$ = > : С pop = 

=0 
<= eS’, ede S и S’ ~— соответственно наименьшая и паибольшая величина из последователь- 

ности сумм у а, при г = 0, 12...., п. 

k=} 

Отсюда следует. зто если для любого п справедливы неравенства М = > a,SM’; 

n 

TO GoM = se Opa, = @М’ также для любого п. 

k=0 

4.8-6. Расходящиеся бесконечные ряды (см. [4.2], т. и, гл. ХИ, $ 6). 
(a) Полусходимость. Расходящийся ряд а -- ат На» -—... может быть 

полезен для приближения величины $, если абсолютная погрешность |5 —$. |= 
п. , 

Se У, ак|, прежде чем вновь начинает возрастать, убывает до некоторо- 
=0 

го достаточно малого минимума, . достигаемого при определенном значении По 
„омера пл (полусходящийся ряд).



4. в>7, 4.8, БЕСКОНЕЧНЫЕ РЯДЫ И ПРОИЗВЕЛЕНИЯ 137 

п 

Пели при этом последовательные застичные суммы У аь поочередно то 

k=O 

больше, то меньше величины $, то ряд называется обвертывающнм, Соседние 
члены такого ряда обязательно. имеют разные знаки (знакочередующийся ряд). 

(5) Асимптотизческие рялы. Расходящийся ряд У; ap (x) есть 
k=0 

асимптотический ряд, описывающий повеление функции [(х) при х-—> Xz 
со 

((х}— У; аь(х) при х-> хо), если сушествует такой номер №, что пра лю- 
== 0 . 

бом фиксированном п > N 
| h | 

. I 
Им — Y ay =0 4.8-14 
Xb xq (X— Xo)" f (x) p(x) * (4. ) 

k= 

со | 
Расходящийся ряд » ар(х) есть асимптотический’ ряд; описывающий 
vs =-=0 . 

со Е 

повеление функиии { (х) при х—>-- со ({ (х) > У, ар(х) при х-— +00), если су- 
# —0 

ществует такой номер Л, что при любом фиксированном л >> М 
}. 

lim x") F(x)— S) арх) |=0. (4.8-15) 
х — - 00 k=0 

Асимптотический ряд дает полусходящиеся приближения функции ] (х), при- 
чем при х-—> хз или х-» + со номер пу — со (см. также пп. 4,4-3 и 8.4-9). 

(е) Суммирование средипими. арифметическими. Сходящийся 
или расходящлийся ‘ряд 4 а, а. -- ... суммируем средними арифметическими (сум- 
мируем ло методу Чезаро средними первого порядка, суммируем С,, суммируем (С, 1)} 
w Cy-cymme Sy, ссли последовательность do, 09, 02, .. . средних арифметических 

n—J № ‘ ` 

OnLy = У, и [Где $, = У ч;] ‘ходится к Sy. Каждый сходящийсл ряд сумми- 

k= i= 
рим средними арифметическими и $; = 5. Ряд с положительными членами суммируем 
«р-диими арифмвтическими в том и только в том случае, если он сходится (см. также 
И. #.11-7). 

4.8-7. Бесконечные произведения. 
{а) Бесконечное произведение 

co 

(1-- ао) (1-На,) (1-Н аз) ...= [а ал) 
К —0 

лействительных или комплексных множителей 1--а» ==0 сходится к числу 
со . 

р= || (1--а») ==0 (значению бесконечного произведения), если 
kere | 

iim Tt (1 -+ ay) =p. 
> 

со 

Утю имеет место в том и только в том случае, если ряд № (Г-Н ар) сходится 
k= 0.
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к одному из значений 11 р (см. п. 21.2-10). Если , И TL, (1+ a4) =0, 

то говорят, что бесконечное произведение  асходится | К нулю. 

OO 

(5) Бесконечное произведение П (-На,,) (необходимо сходящееся) сходится абсо- 

k=0 
со 

лютно, сели сходится произведение 1 1 Та» [); для этого необходимо и достаточно, 

k=9 
on 

+41155бы абсолютно сходился ряд > а, Бесконгиног произведение сходится коммута- 

=== () 
THEHO (т.е. его значение ме зависши от порядка множителей) в том и только в THOM 

случае. если оно сходится абсолютно (см. также и. 4.8.-3, 5). 
OO 

(<) Бесконечное произведение [i+ ap (х)] равномерно сходится на мпожестве $ 

k=0 
значений х, для которых. при всех & выполняется условие 1--ар (x) #0, ecnu последова- 

n 

тельность функций IL [1 -+-ap (x)} равномерно сходится на $ к фучкцни, не приинима- 

k=0 
ющей на $ значения, равного нулю. 970, в частности, имеет место, если на $ равно- 

OD 

мерно сходится ряд У | ap (x) |. 
~=— 

4.8-8, Непрерывные (цепные) дроби. Последовательность вида 

. a 
So= 00; 51=),y + oo 58 — бо + 

b+ 

"$4 = by — (4.8,-16) 

a 
be + 5. 

пазывается последовательностьюо, определяющей данную непрерывную дробь; п-й зна- 
менатель равен В„_1-Нан/Ьи. 

Хх Сокращенно чепрерывная дробь обычно записывается так: 
аз аз an 

i 4- by + by +. +... 
а . 

Дробь 7 называют л-м звеном непрерывной дроби. МЧепрерывиая дробь называется 
n 

конечной, если она имеет консчное число звеньев, и бесконечной, если она имеет BX 
бесконечное число. Х 

Разложение некоторых’ функций в непрерывную дробь сходится быстрее, чем соот- 
ветствующее разложение в степепной ряд, п оказывается полезиым в пекоторых прило- 
жениях (расчет электрических сетей; см. также п. 20.5-7). 

Хх Примеры. Приведем разложения ипекоторых функций в пепрерывную дробь 
(следует иметь в виду, что такое’ разложение не едниственно): 

by + 

etal + | — оз > + 3 — И 

=F ] oe r+. wef 5 ст |... Сео), 

In (I mo 5+ = + + = + Fl bn. (>— lo 

x? 4x2 n2x2 x 
arclg «= T + +5 ча... (“O54 SO). K
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4.9. ПРИЗНАКИ СХОДИМОСТИ И РАВНОМЕРНОЙ СХОДИМОСТИ 
БЕСКОНЕЧНЫХ РЯДОВ И НЕСОБСТВЕННЫХ ИНТЕГРАЛОЗ 

4.9-1. Признаки сходимости бесконечных рядов (п. 4.5-1). 
(а) Необходимое и достаточное условие сходимости. 

Погледовательность действителеных или ‘комплексных чисел Sp, 31, 52,... (На- 
пример, последовательчость частичных сумм некоторого ряда, п. 4.8-1} схо- 
иттся в том и только в том случае, если для каждого положительного числа в 
сицествует такой номер №, что из т> М и п> №'следует |, —зт|<& 
(критерий Коши сходимости последовательностей или рядов). 

(6) Признаки сходимости рядов с положительными 

члецами (эти признаки полезны и как признаки абсолютной сходимости 
рядов с произвольными действительными или комплексными членами, пп. 4.8-1 
и 4.8-3). Ряд «-и-а--... с положительными членами сходится, если 
cylyecmeyem такой номер № что при п > М выполняется хотя бы одно из 
следующих условий: | м 

а 
1. ал = Ма и/или с < a, ede My -- My-+ My +...—cxo- 

бящийся ряд сравнения с положительными членами (признак сравнения). 
2. По крайней мере одна из величин 

Ant| ar— а 
Е, Им, n (“EE — 1) 42, 
any ap 

ja (“2th 1) 41 Jina 2 
Un 

имеет точную верхниою границу Ч < 1. 

Четвертый из этих четырех признаков сильнее третьсго (признака Рааб®), 
который в свою очередь сильнее двух перпых (нризнака Даламдера и «ради- 
кальн10го» признака Коши). 

  

(4.9-1) 

3. аа =] (п), где | (х) — положительная невозрастающая функция, 
- 90 

для которой сходится (несобственчый) интеграл \ (х) 4х {инте 
N+1 

гральный признак сходимости Коши) см. также п. 4.9-3, 5). 

Ряд и + а, + а. + ... расходится, если существует такой номер №, что 
npu n> М выполняется хотя ды одно из следующих условий: 

a . Я . . 

1. tg да и/или АА 1, где 4 -- 4-4 -...— расходцийся 
п п 

ряд сравнения с положительными членами (признаки сравнения 
для расходи мости). 

2. По крайней мере одна из величин условия 1 имеет точную 
нижнюю границу А = 1. 

3. аа —=Р(п), где [(х) —положительная невозрастающал функция, 
-- © 

для которой интеграл \ 1 (х) ах расходится. 
NI co 

| | Я 1 
Замечание, В качестве ряда сравнения часто бывает полезен ряд У —, 

, k=l * 
когорый при действительном А, сходится, если А > 1, И расходится, если А = 1. 

(с) Ряд ag--ay- ag... ¢ действительными членами сходится; 
. Если соседние его члены имеют разный знак (знакочередующийся 

рлд), его общий член ап не возрастает по абсолютной величине и 
Нэт а; ==0 (признак Лейбница), 

п- о
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2. Если последовательность 5%, $1, 5а, ... его частичных сумм огра- 
ничена и монотонна; эта последовательность монотонна, лишь если 
члены ряда имеют один и тот же знак. См. в этом случае признаки 
из (Ъ). 

(9) Пусть у, &1, Go: ...— невозрастающая последовательность положитель- 
ных чисел. Ряд Ogg + нат -|- бра... сходится: 

1. Если сходится ряд в-на--аз--... (признак Абеля: см. также 
п. 4.8-5, е). 

п 

2. Ecau tim Gy, ==0 и сумма У а, как функция от п ограничена 
пс k= GU 

‚(признак Дирихле). 

4.9-2. Признаки равномерной сходимости бесконечных рядов (п. 4.8-2). 
(а) Необходимое H достаточное условие равномерной 

сходимости. Лоследовательность 55 (х), 51 (х), 82 (х), ... действительных 
или комплексных Функций (например, последовательность частичных сумм 
некоторого ряда фучкций, и. 4.8-2), определенных на множестве э значений х, 
равномерно сходится на множестве 5 в том и только в том случае, если 
O48 каждого положительного числа в существует такой номер М, не зависящий 
от x, что из т> Ма п>М для чсех хе 5 следует |зи (х) —$т (х) | < 
(критерий Коши равномерной сходимости последовательностей или рядов). 

`` (6) Ряд аз (х)- а (х) -- аз (х)--... действительных или комплексных функ- 
ций равномерно и абсолютно сходится на каждом множестве 5 значений х, 
на котором функции ап (x) определены, и при всех п выполняется неравенстзо 

1 ап (х) | = Мо. где Мо М.-- М.--...— сходящийся ряд сравнения с положитель- 
ными членами, мажорирующий ряд (признак. Вейериитрасса). Сходимость ряда 
сравнения’ может быть исследована с помощью признаков п. 4.9-1, b. 

(с) Пусть , ол, а», :..-—невозрастающая последовательность положитель- 
ных чисел. Ряд о а (х)-- ола (х)-- чз аз (х)--... равномерно сходится на мно- 
жестве 5 значений х: 

1. Если pad ag (x)-- a, (x) + a, (x)... равномерно сходится на 3 
(признак Абеля, см. также п. 4.9-1,. 

2. Если lim ==0 и существует такое число А, что 
nC : 

  

п 

У ар (х) | = А при всех п и при всех ха 5 (признак Дирихле). 
в == 

Хх Признаки Абеля и Дирихле часто полезно применять и в более общей 
форме, рассматривая вместо последовательности с, 01, ... последовательность 
функций. См., например, [4.2], т. Ш, стр. 451. х 

4.9-3. Признаки сходимости несобственных интегралов (см. также п. 4.6-2). 
В пп. 4.9-3 и 4. 9-4 приводятся признаки сходимости несобственных интегра- 

-- © b 
лов вида \ f(x) dx « \ F(x) as tim J f (x) dx. Несобственные инте- 

" a а 
гралы других типов сводятся к tnterpanan "coro вида (п. 4.6-2). 

Предполагается, что действительная функция } (х) ограничена и интегри- 
руема на каждом ограниченном интервале |а, X], He содержащем верхний Mpe- 
дел интеграла. 

(а) Необходимое и достаточное условие сходимости 
+ co 

(критерий Коши). Несобственный интеграл Е (х) 4х сходится в том. и 

только в том случае, если Оля. каждого положип тельного числа в существует 

такое число М > а, что из Х. > Х, > М следует | Р (х) ах | <в. 
. x
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b 

Апалогично интеграл 16) Ах сходится в том и только в том случае, если 

а 

Оля каждого положительного числа в существует такое число 9 (0<8<Ь-—а). 

amo us 6 —6< А < Л. следует iy f (x) dx} <a. 

(b) Признаки сходи мосты несобственных интегралов 
от неотрицательных функций (эти признаки полезны и как приз- 
паки абсолютной сходимости несобственных интегралов от произвольных дей- 
ствительных или комплексных функций; замепшм, что из абсолютной сходимости 
следует сходимость). Если функция | (х) = О в интервале интегрирования, то 

- © X 

несобственный интеграл \ f(x) dx uau }! (x) dx= lim \ f (x) ах сходится 
X~b—Oa 

в том и только в том случае, если интеграл \ [(х) 4х как функция от Х 
а 

ограничен в интервале интегрирования. В частности, если интервал интегри- 
рования содержит такое число М, что при х> М (соответственно при М< 
<<) выполняется неравенство | (х) = 2 (х), где в (х) — функция сравнения, 

-- со b 
Оля которой сходится интеграл \ g(x) dx | или соответственво \ в | 

М \, 
то первоначальный интеграл сходится (признак сравиени a). 

Аналогично, ‘если @& (х) > 0 и интеграл f 8 (x) dx wn | В (х) 4х расходится, то 

М М 
нз } (4) > &4а) следует, это расходится и соответствующий интеграл от } (х). 

со 

ах 
Замечание. Интеграл \ 7” тде а>0, сходится при А>1 и расходится 

x 
a 

b 

прв Л. < 1, а интеграл = сходится при А <1 и расходится при Ал >21. Если 
(b — x) 

а 
b 

hi) = 0 (1/x4) А > 1) при х- + ©, то интеграл [; (х) ах сходится абсолютно. Если 
а 

. b , 

f(x) =O [1/ {6 — x] (^ < |) при х-6 — 0, то интеграл | bi) ах сходится абсолютно 

(см. также п. 4.4-3). a 

- со Ь.. 

(с) Если несобственный интеграл ( f (x) dx или ( f (x) dx cxodumca абсо- 
a a 

лютно, а &(х) — финкция, ограниченная па интервале интегрирования и инте- 
грируемая на каждом конечном интервале |а, Х], не содержащем верхнего пре- 

-++ oo 

ела интеграла, то несобственный интеграл \ ©, (х)}(х) ах или соответст- 

b 

венно \ (x) f (x) dx cxcdumca (абсолютно). 

(d) Пусть функция & (x) ограничена и монотонна на интервале ах <+ оо. 
+c 

Hegobcrneennona интеграл \ %(х) | (x) ах. - сходится: 
и
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“++ 00 . 
1. Если интеграл \ Г(х) ах сходится (аналог признака Абеля, 

Я 

п. 4.9-1, 4) ила 
X 

2. Если интеграл } (х) ах как функция от Х ограничен на 
а 

интервале а < Х<--5 и lim 9@(х) =0 (аналог признака Дирихле, 
х>- © 

п. 4.9-1, а). 
(©) Вп. 8.2-4 см. ряд приложений. 
4.3-4. Признаки равномерной сходимости несобственных интегралов 

(см. также п. 4.6-2, с). 
(а) Необходимое н достаточное условие равномерной 

сходимости. Критерий сходимости Коии из п. 4.9-3, а превращается 

в критерий равномерной сходимости несобственного интеграла Vie. y) dx 
. . ° а 

b 

или \ Fy) dx wa множестве $ значений у, если дополнительно указать, что 
а 

число М или 6, находимое по этому критерию при каждом у == $ для любого 
положительного числа е, не зависит от у (см. также п. 4.9-2, а). 

-Н оо b 

(5) Несобственный интеграл \ f(x, y)dx uau Wace у) 4х равномерно и 
а а 

абсолютно сходится на каждом множестве S значений у таком, что при 
любом уе5 и любом х из интервала интегрирования выполняется неравен- 
ство [Е (х, и) |e (%), гд? в (х)— функция сравнения, интеграл от которой 

-|- b 

| g(x) dx (или соответственно \ g (x) dx) сходится (аналог признака Вейер- 

tumpacca, n. 4.9-2, b). 
oO 

(с) Несобственный интеграл J a (x, y) f(x, 9) dx равномерно сходится 

на множестве 5$ значений у, если, при любом у = 5 функция &(х, и) не воз- 
растает на интервале ах <--оо и равномерно стремится на $ к нулю 

при х> -- © и если при х>аиуеЕз абсолютная в величина Уи y) dx | oepa- 

ничена константой A, не зависящей ни от х, ни от у (аналог признака 
Дирихле, п. 4.9-2, с). 

4.10. РАЗЛОЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ В БЕСКОНЕЧНЫЙ РЯД. 

И ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ИХ ИНТЕГРАЛОМ. СТЕПЕННЫЕ 

РЯДЫ И РЯД ТЕЙЛОРА 

4.10-1. Разложение функций в бесконечный ряд и представление их инте- 
гралом. Фуикцию | (х) часто разлагают в соответствующий бесконечный ряд 

г 
. 

У Op Pp (xX) ввиду того, что 
&-0 

1. Последовательность частичных сумм (или средних арифмети- 
ческих, пп. 4.8-6, с и 4.11-7) этого ряда может давать полезные 
для вычислений приближения функции } (х).
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2. Операции над функцией }(х} может оказаться возможным 
описать в терминах более простых операций над функциями Ф, (х) 
или над коэффициентами QQ, (методы преобразований см. также 
пп. 4.11-5,Б и 3.6-5). Функция ф, (х) и коэффициенты @„ могут 
иметь какой-либо наглядный (физический) смысл (п. 4.11-4, b). 

Подобные же преимущества может давать гредставление функций в виде (обычно 

пссобственного) интеграла Ja (A) @ (x, А) ах (см. также пл. 4.11-4, с, 4.11-5, с и гл.. 

а . 

Возможность реализации одного или обоих пренмуществ, перечисленных выше, 
часто * нуждается в сходимости или же равномерной ‘сходимости ряда или интеграла 
(отсюда — важиость признаков сходимости из пп. 4.9-1 — 4.9-4), но это относится не 
ко всем случаям (пп. 4.8-6, 4.11-5 и 4.11-7). 

4.10-2. Стеленные ряды. ` 
(а) Степенной ряд относительно (действительного или комплексного)’ пере- 

менного х есть ряд вида 

оо со 

У аь (х—а)® WIM agbtaxtax +t... У apx® при а=0, (4.10-1) 

где коэффициенты ау, ар, 45, ...— Действительные или комплексные числа. 
Для любого степенмого ряда (1) с члцествует такое действительное число 
Ге (0 = гс =-- оо), ито ыпот ряд сходится абсолютно при |х|< ге и расходится 
при |х| > ге. Число ге пазывается. радиусом сходимости дапиого стспепного 
ряда. Каково бы ни было число 4, удовлетворяющее условию 0 < д < ге, степен- 
ной ряд (1) равномерно сходится при | х| = д (на интервале, если х — действи- 
тельное переменное, и в круге, если х— комплексное псременнос). 

Из сходимости степенного рлда (1) при х==хо вытекает его сходимость и прах! 
<|хо |, а из "го расходимости при х=хо вытекает его расходимость и при |х|> №0]. 

(6) Сходящиеся степенные ряды можно складывать в соответствии с равен- 
ством ̀ (4.8-2) и перемножать в соответствии с правилом Коши (4.8-4). При 
|х.| < ге сумма степенного ряда (1} есть непрерывная и сколько угодно раз ди4- 
ференцируемая функция х. Степенной ряд (1) можно почленно дифференцига- 
вать при |х| < гс и интегрировать на любом замкнутом интервале, содержа- 
щемся в интервале (— гс», гс). Получающиеся в результате. почленного диффе- 
ренцирования или почлеиного интегрирования от 0 д0 х ряды имеют mom sce 
радиус сходимости ге. 

‚ Некоторые правила действий со  степенными рядами ривед CNL 
в табл.`4.10-1. 

(с) Если существует такое положительное число r, что при всех х, идоз- 

летворяющих условию |х | < г, два степенных ряда У архй и у рьх" имеют 
k=0 k=0 

odny wu my oe cymmy f (x), mo ag==bo, a,—=b,, a,=Do, ... (теорема единст- 
ecnnocmu). 

Пример. Бесконециая геометрическая прогрессия 

ао + OX + Ax? +... =a У, x” == q, —— я! < Ds (4.10-2) 
k=0 

(см, также пп. 1.2-7 и 1.7-2) сходится абсолютно при | х!<1 в расходится при! х! > 1. 
Дам ree 4, удовлетрорзющего условию O<4qa<L. mporpeccua papHomepHno сходится 
при | хх
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4.10-3. № Теоремы Абеля и Таубера. 
со со 

. R 
(ay Tycme r>0. Ecau pad У) are сходится и имеет сумму $: то ряд У; ах 

Е =0 bond) 
| со 

замкнутом интервале (0, г] сходится равномерно и lim > ах" = $ 
. x—-r—0 в=0 

(теорема A6ean), со 

(Ъ). Пусть r>0. Если ряд » a,x” сходится в интервале ([0, г), причем 

k=0 
со 

linn у a,x x® ms и tim ka, re = 0, mo pro У a,r® сходится и его сумма 

я к — k=0 | 
разна $ (теорема Tay6: эра). 

Замечаине. Особый интерес представляет случай г =л 

4.10-4. Ряд Тейлора (см. также п. Т.5-2). 
(а) Пусть | (х) — действительная функция, имеющая в интервале ах < В 

п-ю производную }"' (х). Тогда 

I (x) =F (а) (а) (ка) НР’ (а) («—а)*--...+ 
аи fi") (a)(x—ayTI+Ry(x)  (axx< bd), (4. 10-3) 

С’ 

| ‚п . 
где В (х) | ==“ — sup |Ё”’ (Е)| (формула Тейлора). В, (х) называется 

а<ё<х 

остаточным членом формулы Тейлора. 
Более точно, существует такое число X= =a-+8(x—a), что а<^ <x 

(wn OSM 6< 1) u 

ох Е 
ры (axx<b) — (4.10-4) 

а a Q 

п раз 

(Остаточный член формулы Т ейлора в форме Лагранжа). Х и 0 зависят от а, 
х ил (см. также п. 4.7-[). Формулы (3) и (4) остаются справедливыми и 
если функция {(х) имеет п-ю производную в иптервале—6 < х == а, причем 
здесь 6 < х< Ха. 

(5) Пусть функция |(х) имеет в интервале (а—г, а-- г) все производные 
и пусть для. нее-в этом интервале lim ‘Rp (x) =0. Тогда 

no 

  

Fix) SR (ay(x—ayt, — |x—al <r (4.10-5) 
№=0 

и ряд равномерно сходится к [{(х) на любом поомежутке | х—а|= 9, где д9<г 
(разложение функции }(х) в ряд Тейлора в окре:и ‘ности точки. a). Здесь по 
определению положено 01=1 и fF (a) =f (a). 

Если в (5) вместо а пацисать х, а вместо х—а написать Ах, то соотпошение (5) 
со 

можно переписать a pune } (x-- Ax) = » ‘i pie (x) Axe ims, 4,5-3 n П.2-0. При а=0 

k=0 
; со | 

ряд Тейлора (5) У at (0) хе назызается рядом Маклорг»на. 

№ =0 
(с? Каждое разложение функини }(х) в ряд по степеням (х — a), сходящийся при 

а—’т<х«<а+- г, необходимо тождественно с (5) (п. 4.10-2, с). Вели # (х) — рациональ- 
пая фуикция, то ее разложение по етепеням`х или по степеням 1/х часто получают. нс- 
ограниченно продолжая процесс деления (п. 1 1.7-2, см. также равенство (2)). ‘Иримеры 
ризложения в степенной ряд см. вп. 21.212.
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Разложения в степенной ряд допускают почлехиое дизфереицирование и интегриро- 
вание (см, 4.10-2, Ь} и, таким образом, оказываются полезными для иптегрировавия функ- 
цин р (х) и для решения дифференциальных уравнений (п. 9.2-5), Заметим, однако, что 

я 

п-я частичная сумма YG — ie {a) (X-- a)” ряда Тейлора не обязательно будет наилуч- 

(ao " 
man приближением функции {(х), являющимся мпогочленом п-Йй степени (см. также 
п, 20.5-1). 

Фупкция [ (х), которая может быть разложена в стеиенной ряд, сходяцийся в неко- 
rope. окрестности точки а, вазывается зпалитической в этой окрестности (см. также 

= 

`4.10-5. Кратный ряд Тейлора. 
(a) Пусть P(t, Xo, so X „) -- действительная функция, имеющая все непрерывные 

частные производные порядка = 11 в некоторой окрестности О точки а. Тогда 

п З 

of . Vf Гир Fay ones Ly) =F (Ay Age ves Oy) >) 
i=1 $ 

' n n 

+я >; Qu ey 
(== | 

а;) + 

  

(а а, wee, a,) 

(я; 95) (Xp — 4p) Hee В (Хр Жи) —
 

  

(ат, а 9» eee 9 an) 

(Ap Ха, +... Я) Е D) (формула Гейлора). {4.10-6) 

Остаточный член Ru (x удовлетворяет соотношению, апалогичному 

равенству (4). | 
Формулу (6} можно засисать при помо:ци ‘дифференциалов 

f (4, + dx,, a, -+ dx, a, -b dx.) —f (ау, 9 os ,) = 

1 *%gr ces xn) 

1 т-1 = df -+-—— df 4-,.. +} ———— - 4.16-7 df by, Ot oe bo М + Ви, (4.16-7) 

где все дифиеренциалы зычисляются в точке (а, а., ... , Чи), а 

ат; | (X,==a,+0dx,, O<O0<1, 6=1,%.,, A). 10-9) 
m ni (Ky, Xo, wee x ,) 

(5) Если функция / (ха, хо, ..., x) имеет в 2 все непрерызные частиые производные 

Ho lim R,, (1. X20 oy Xp) =O BD, TO равенство (6) иригодит к разложению фупкции 

Pet. Ke. ue, X,) B ‘кратный степенной ряд ‘‹хратный ряд Тейлора. Бели функция 

Хх... , X в) может быть разложена в степенцой ряд, сходящийся в пекоторей окрест- 

посг1 точки (4), Any vee, а,,}, то она назызается аналитической в этой окрестиости. 
= 

4.11. РЯДЫ ФУРЬЕ И ИНТЕГРАЛЫ ФУРЬЕ 

4.11-1. Вводные замечания. Ряды Фурье и интегралы Фурье используются 
для представления и/или приближения функций (п. 4.10-1) во многих важных 
приложениях. Разложение в ряд Фурье есть частный случай` разложения в ряд 
по ортогональным функциям (см. пп. 15.2-3— 15.2-6). 

4.11-2. Ряды Фурье. 
(а) Если задан интервал разложения —п<<л, то ряд Фурье, порож- 

денный действительной функцией {(К, для которой существует интеграл 
п 

\ |{ (+) | 411), есть бесконечный тригонометрический ряд 
—л 

4 

оо 

= Ay У (a, cos kt + b, sin n ft) = № cper®t, (4.11-1a) 
k=] y= 00   

1) Во многих приложеннях достаточпо рассматривать иптегралы в этом парагразе 
как изтегралы Римана (п. 4.6-1), по использование интеграла Лебега (п. 4.6-15) делаег 
теорию значительно шире применимой. См. в ип. Ю.2-3 — 15.2-6 ряд теорем, формуля- 
руемых специально для интеграла Лебега,
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коэффициенты которого определяются по формулам Эйлера —Фиурве 

Л п | 

a, == \ f(t)coskt dt, — by= \ f (v) sin At at, 

— п =" (&=0, 1,2, ...). (4.11-18) 

Ch =C_y =5 (а. —1,) =: \ Ее т 

—л J 

Здесь ap, A 6, — действительные, а с, — вообще говоря, комплексные числа 
(п. 4.11-2, 9). 

` (5) Если задан иитервал разложения —Т/2 << Т/2, то ряд Фурье, 
порожденный действительной функцией /(0, для которой существует инте- 

T {2 a 

грал \ |1[ (т) | 4т, есть бесконечный тригонометрический ряд 
—T /2 , 

co +00 9 

= в +- » (ap COS Rot +b, sin kot) = » сео! (wo="F), (4.11-2a) 
R=! k=—© 

где 
T /2 5 T/2 

aps | F(t) coshigtdt, bp z | f(t) sin kwgt dr, 
тд —T /2 

| | т (4.11-25) 

Ch = Cpa 5 (dp— lbp) = т \ | (©) = (657 д. 
—T/2 

В частном случае, когда Т =2л, равенства (2) превращаются в равенства (1). Если 
в качестве интервала разложения выбрать интервал (а, а-|- Г), то интегралы п (26) сле- 
дует брать не между — Г/? и ТД, а между аиа-- Т. 

Г/2 
(с) х Если существует интеграл \ [1 ()]2 4, то средняя квадратиче- 

—T /2 
ская погрешность 

T /2 

г \ LF) — Pp (a) Pat, 
—Тр 

п 

1 2 , 21 о 
где Ри (1) == 5 бо -- > (и cos k и ++ B, sink +) — произвольный тригонометон- 

k=1 
ческий многочлен, при каждом п принимает наименьшее значение, когда в ка- 
честве коэффициентов а», Вь многочлена Ри (Ё) берутся соответствующие козф- 
фициенты Фурье (25) ак и Б, функции [(®, т. е. когда тригонометрический 
иногоилен Ру (1) есть частичная сумма 

. п 

S, () = 5 Ay + У (ay cosk a bp, sin k T) 
k=l 

ряда Фурье функции }{#) (см. также п. 15.2-6).
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Если тригонометрический ряд (а) сходится к | (1) в иитервале (— T/2; 7/2) pacno- 
мерно, то сго коэффициенты необходимо являются коэффициентами Фурье (26) функ- 
ции | (!) (теорема Эйлера). 

(4) Х Если абсолютная величина ![Ё (1) | интегрируема на интервале разложения, то 
коэффициенты Фирье а, и by, Функции [(1) при Ес стремятся к нулю (теорема 

Римана — Лебега), Если функция [() на всем замкнутом интервале разложения имеет 
непрерывные производные 090 (т — 1)-го порядка включительно, причем каждия из этих 
производных в концах этого интервала имеет одно и то же значение, и если т-я произ- 
всдноя кисочно-непрерызвна, то коэффициенты Фурье a, u by (ibynxuuu f (ft) при Е > © 

убывают не медленнее, чем /тт, т.е. 

ja <<, 16 <. 
К Rm г А pm 

где С — постоянная. 
{e) Действительлые коэффициепты а, в b, и комплексные коэффициенты с, свя- 

заны формуламн 

y= Cp beige Op =i (Cy Сь) 
1 oo Loa (k= 0, 1, 2, «..), (4,11-3) 

Ch (2, — (bp), cp = = (4, + #"p) 

me 6,=0. Paya Фурье (2) чстной или же печетной функции f (f) (n. 4.2-2, b) cBomntca 
соответственно к ряду Фурье по косинусам и к ряду Фурье по синусам. 

4.11-3. Интеграл Фурье и преобразование Фурье (примеры см. 
в табл. 4.11-3—4.]1-5}. . 

(а) Интеграл Фурье, порожденный действительной функцией | (1), абсо- 
лютная величина |} (1); которой интегрируема на интервале — со <#<-- со 
(иптервал разложения) 1), по определению есть 

-+- 00 -+ 90 + co | 

т \ dw \ Г (т) с0$ ® ((— т) 4 == \ с (У) еп" 4 — 

0 — © —с< 

- со + < 

ео \ С (®) do = a0 \ Q (w) 2°! dw, (4.11-4a) 
—oo ~—© ; 

где 

-|- co 

с = } Ге М а, 
— 

+00 

С (в) = \ | (2) ет Е С (32), 1 (4.11146) 

— с 

-+- 00 

@ (©) = \ f(t) e'@t dt =c (32) (@ = 2m). 
о.   

Фувкпия с (\%) называется преобразованием Фурье с (у) = Я [{(#)] функции / (0. 

Заметим, что преобразованием Фурьс функции [ (1) вазывают не только с (м), 
но и C(w) или же ® (0). 

a 

1) См. сноску к п. 4.11-2.
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(5) Косинус-и синус-интегралы Фурье, порожденные действительной 
функцией }(1), абсолютная величина |} (1) | которой интегрируема на ннтер- 
вале разложения 0 <Ё<--со, определяются соответственно как 

    

-+- 00 __ с ) 

2 \ сс (6) с05 2nvt dv = Vi \ C. (@) cos wf dw, 

0 . 0 
4-00 4-00 > (4.11-5a) 

2 \ Ce (v) sin 2nvt dv = =V2 \ С. (©) sin wt da, 

0 . J 

где . 

| 4-00 | 
бе (\} =2 \ f(t) cos 2nvt dt, 

0 

= со 

— 2 . 
Ce (0) == и = f(t) cos wt dt = т с. - ©, 

> (4.11-56) 
-|- со 

с; (№) ЕЕ? \ # (т) эт 2лут а5, 3 

В с , 

C, (0) = Vz f(t) sit! wt at = == = С. (v) (w == 27tv).   
Действительные функции с, (у) = Я ((О] и с. (%) = Я,[7 (| называются 

соответственно косинус- преобразованием ‘Фурье и синус-преобразованием Фурье 
функции | (#). Часто косинус- и синус-преобразованием Фурье называют вместо 
этого С, (в) ин С, (@). 

4. tt. -4. Фупкцин, разложимые в ояд Фурье и представимые интегралом Фурье. 
Гармонический анализ (примеры см. в табл. 4.11-1). 

(а) Ряд Фурье или интеграл Фурье, порожденный действительной функ- 
цией | (6), абсолютная величина которой интеерируема на соответствующем 
интервале разложения Г, 

1) сходится к на каждом открытом ‘интервале, 

где функция | (Г) и ее производная [’({) кусочно-непрерывны (п. 4.4-7, с); 
при этом на каждом замкнупем интервале, в котором функция не. 
прерызна, ряд Фурье равномерно сходится к [ (В; 

2) сходится равномерчо к } (1) на каждом таком интервале (а, 6) = 

<: (4—6, Ь--8) < 1, г 6>0, что на (а—8, 6-6) функция [() 
непрерывна и имет ограниченную варианию (п. 4.4-8, b); 

(—0 C40 
3) сходится к tt Ce на каждом открытом интервале, 

содержащемся в [. на котором Функция [(1) имеет ограниченную 
варцацию (признак Жордана). 

Напомним, что финкция } (Ё), ограниченная и имеющая конечное число`отно- 
сительных максимумов, относительных минимумоя и точек разрыза. первого 
рода на некотором конечном интервале (условия Дирихле, п. 4.4-8, Ъ), является 
на этом интервале функцией ограниченной вариации. 

(5) Гармонический анализ периодических функций. 
Пусть (В) — действительная периодическая фучкция с периодом Т ‹п. 4.2-2, Ь), 

  

he —O +70 +9) 
9 

, 
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Г [2 
для которой существует интеграл \ |[(т) | @т. Тогда 

О. 

t
o
 

I , . 
(А) = 5 Ay+ У, (Ap COS kgf -+ bp sin kwot) = У, Cp о ой — 

№ ==] =— 03 

& 

= ly+2 S) Sey! cos (Rwyt + arg cp), 
№ == 

Т/2 

eee № Jo COS RW yT ат (op= Fy k=, 1, 2, ...), (4.11.6) 

  
T /2 

2 
bn =F \ f(T) sin kMyt dt, 

—T/2 

T /2 
- 1 _ oh 

САС \ f(t) em Oot gy 
— T /2 , ] 

па каждом открытом промежутке, на котором } (8) и Г’ (1) кусочно-непрерывны, 
если в каждой точке разрыва {(Ё) по определению положить 

Pl-- MW EEL Но 
Г) = 9 

(см. также п. 4.4-8, Ъ). Таким образом, функция /(2) представлена в виде 
суммы 

1) постоянного цлена (а%/2) ==су (среднего значения финкции f (L), 
см. также ип. 4.6-3 и 18.10-9) и 

2) некоторого множества санисоидальных членов (сивусоядальных 
компонент) с частотами У ==1/7` (основной частоты}, 2%, =2/Т (2-й гар- 
монической частоты), BVg = 3/T (3-H гармонической частоты), ... 

Ё-я гармоническая компонента 2 | Cp | cos (+ —~ -- arg ce) имеет частоту Lv, = 

= k/T, kpyrosyto "acTotTy R@y = 2RVy = 20k/T, амплитуду 2|сь | == V E+; -- 5 и 
«фазу» arg ср == — arctg (b,/a,z). 

Нечетные гармонические члены в разложении (6) описывают антипернодическую 
часть функции } (1) (п. 4.2-2). 

Отметим, что 

. 1 T /2 1 | со оо 
т и 

ЕТ \ Гори +ь У (4+) = S jy. aun 
—T/2 k=] b= ° 

если ичтеграл в левой части равенства существует (теорема Парсеваля, см. также 
п. 15.2-4). В табл. 4, 11-3 приведены коэффициенты Фурье и средние значения кзалрата (7) 
пеноторых периодических функций, По поводу численного гармонического аналвза см, 

. 20.6-6.
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Таблица 

Коэффициенты Фурье и среднеквадратические значения 
периодических функций 
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4.11-1 

  
  

  

  

  

  
    

  

  

  

  

              

s (x = | 

Среднее | Среднее 
enauatiya | Квадратн - 

Периодическая функция, о . SHANCHHe, | ecko 
Fi) =F + Г) Козффициейты Фурье _ (ку — 4 | значение, 

2 {Г 

To . 
re _ Г 

1| Прямо- TTT 7 а, =2А Г. $ (77°). т T 
угольный „1 1 А — °- Az -~2- 
импульс yh р =0 Т т 

Z 2. п 

2| Симме- 7 о пТо 
тричный | И а, = А -- $? ( ). 
треуголь- | _/ A _ п 2T A Fo At ae 

пый РТ | ь —0 2T 3 
импульс > п 

=A То ки Г: х 

3| с a Г 

тричный | КАР x (tito Гу] | 
трапе- \ [A 27 A Tot+T, A? 2T,+7; 

цеидаль- - . 5. тт 
НЫЙ Abt { хз |7 (То -- Т,) 2т 31 

импульс 2222 or , 

о =0 

г, 

| a, =A Xx 

4 |Полусипу- о 7— _— x {s 1 2п То —1 + 
сои даль- A L2\ 7 2 4 tTo}  gzto 

лье. 1, t | (27 То т 7 ar 22 +s|> (+1) I} 
6, =0 

1) Пры То = Г. — = fo= 2 A т + Jt cos wi + 1 cos 20f — 1 cos 40)f + 
2 @ ’ п 2 4 3 15 

1 - 

-- ЗЕ COS 6ot — +) «детектированная» синусонда. 

20 4 1 1 1 I 
П T y= Т == — = — — -+{- — о —-——- - —- — PH 10 о’ f(t) x A (- | 3 COs 21 iz oS 4mf + 35° COS 66 ..) 

«выпрямлениная» сипусоинда.   
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Габлица 4.11-1 (продолжение) 

Среднее | роли, 
Периодическая фупкция, Значение, | `` ческое.. 

Г = ЕТ) Коэффициенты Фурье «Е — 0 | значение. 

- 2 #2) 

5 | Срезанпая Я 
синусоида x = 

, _ до То © G & 
oo а x Mie, N 7“ 

к. "т. | И: BIR = —› кое | RLF 
5 ИТУ т. НЕ |9 $ 

т 7 WY о 

} > ai J eho : +s Ё -+ 1) т — с 0 А к г ее a x [ele EI 
© wT aft —/ в < 

< — 2cos -+-" s (72)} > [Ne 
T T < 4 мо 7 

I < 
< —1в | 

. “TIN 

ae | a] a — 0 
6 | Треуголь- -—м-- п , a 

иая форма м. А п=!2, ... A =- 
сигвала 5 | one a 2 

(c) Функции, представимые интегралом Фурье. 
Пусть }(6) — действительная функция, для которой сущеслвует интеграл 
++ со 

К |1 (т) | 4%, Тогда 
— со . 

+o + со 

f(t} = \ 6 (v) emt gy — —L \ С (6) е®' до = 
— CO . 

+ © 
1 ° ‚ 

= 55 \ Q (w) ef ca, 

— CO 

-|- со 

c(v) = \ # (т) 27 дд, ‚ (4.11.8) 
— со 

-|- © 

С (®} == —— \ Е) ет т = =) 
VT Von \2n/? 

— со 

-- CO ‘ 

© (©) = \ f(t) e788 dt =c (=) (@ = 2nv) 

— }   
на каждом открытом интервале, на котором f (2) и [ (1) кусочно- непрерывны, 
если в каждой точке разрыва 1 (1) по определению положить 

f= 
iad — 0) + Fu + v) 

2 -* 
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Функция [(Ё), имеющая преобразование Фурье c(v), называется обратным 
преобразованием Фурье Х`* [с (у)] функции с (%}; при данных предположениях, 
ссли функция } (Ё) непрерывна, равенство (8) определяет Я 1 [с (%)] однозначно. 

Равенство (8) можно переписать в различных формах, например: 

+ 0 + oo lo, ea 

= } ао \ f(t) cos @ (t ~ 1) dt = |/ 2 \ | C (w) | cos [wt + arg C(@)} dw = д. UM п > 

—‘ю “о 0 
+o 

—=2 } мо с0з 2л\Ё -- В (\) sin 2nvt} dv- (o = 2nv). — 4.1-9) 
0 

Действительные функции A (У) и В (\) в (9) соответственно являются косинус-пре- 
Образованием четной части (п. 4.2-2) фуикции f (1) wn сипус-преобразовапием нечетной 
части фуипкции # (1): 

  

oe , Fa ) 
А (\) = ey ret) = Fe een = \ f (т) со$ 2л\т ат, 

— с | 

> (Veo) (4.11-10) 

— В (\) = и — Ff [ea | = \ F(t) sin Qnvt dt, 

СЕ =А М — (В. ] 

А (\) =0, если Фуйкция 1(1) нечетна, а В (\) Е 0, если функция {() четва (см. также 
п. 4.11-3, Б). 

Предетавление интегралом Фурье описывает функцию [(4) как сумму бескопезпо 
малых синусоидальных компонент с частотой У вли круговой частотой ® = 2лу {у > 0}; 
функции 2 | с (\) | ин агес (\) соответственно определяют амплитуду и фазу этих сиву- 
соидальных компонейт, 

Отметим, Что с (—\) =С(\), С!-- 9 =С (©) и что 

+ < +2 +5 
Г пора = [ icwPav= | [Cw do, (4. 11-ГО 

— © . — со — © 

если интеграл “ 4ев0й части разенстза существует (теорема Парсеваля; см. также 
табл. 4.11-2). 

(4) Функции более общего типа могут быть представлены в виде суммы фупвкции (8) 
н некоторого множества периодических функций (6), так что у них существуют как 
«дискретный спектр», так и «непрерывный спектр» (см, также п. 18.10-9). Рассмотрение 
рядов Фурье и интегралов Фурье может быть формально унифицировано с помощью 
введения обобщенного преобразования Фурье (п. 18.10-19). 

. (е) Теорема Пэли — Винера. Пусть ф (6) — действительная неотрицательная функ- 
eo 

ция, определенная при —co<maSo, uw | (p* (@) 4® существует. Для того итовы суще- 

— © 
ствовала действительная: или комплекснозначная функция [(/). равная нулю при Е >0 
и такая, что ге преобразование Фурье С {®) идовлетворяет условию 

0 

I (ty ev iw! 
own | \ (уе 10° 41| = ф (6), 

V 20 о 

со 
[оф (©) |. необходимо а достаточно, чтобы интеграл The 40 был сходящимся. 

Примечание. Георему Пэлин — Винера для преобразования Фурье в комплексной 
Области см. в 0. 7.6-5.
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Таблица 4.11-2 

Свойства преобразования Фурье 

(см. также п. 1.11-3 и табл. 3.3-1 
  

  

Пусть 

+ 00 . __ 
9] = J bo em? at se (vy) = VIAC xv), 

-+ 00 -- со 

Г) = \ 2 (vy eBMive gy, _t } С (в) ae, 
; V on 

— 40 — ©. 

-- со 

910] =2 { fF @) cos anw dt = co), 
Q 

. -- oD 

90] = | FW sin 2a dt =c, (wy 
0 

и предположим, что рассматриваемые преобразования Фурье существуют. 

(а) % [ай @) Е ВЁ (| =а Я [11 (1)] - В & (1, (4)] (линейность), 

Я бе] =, 
. 1 У a a 

$ UF (at)) = я < (=) (и>>0) (теорема масштаба, теорема подобия). 

я ЕЕ] = ет УТ (v) (*neopema д сдвигг). 

(5) Если функция Р\(Р) непрерывна, то из Я (ГС, а)] — Я{{а)] при а-+а 

следует | (Ё, а) -»}! (1) (меорема непрерызности). Аналогичные теоремы справедливы 
и для косинус- и синус-преобразований Фурье. 

(© ЖЕН 0] Я 60] = Ж ШО ХЬ ), 
FtLOh OS F 0х 90 

| (пзорема Бореля о свертке), 

где 

-- со + 00 
AOxXxhO= J hOheé-vnat= [ he~ok,~@ dt 

— 0 — 00 

u 

-|- 00 -++ со 

Cy (¥) Kea (v) = J се (№) сз (У — А) а^ == ] са (У — № с» (^) dA 
— © — с 

(п. 4.6-18). 

Я [Ро еп | сум), 
1 

Я ИС с0$ 21%] = 2 [e (Vv — Vo) +e (Vv + Vo)], (теорема о модуляции), 

F CF sin vot] = 5 [с (У — Vo) (Vv + Vo)] 

—
 

e
s
 
a
n
o
n
 
o
m
e
n
 

ae
 

{ . Coe" а) Я (|= оли” Я CF 0] (r =0, 19...) 
‹:еорема о дифференцированичц), 

если предположить, что производпая pio (1) существует при всех Ё и что все произ- 
водные меньшего порядка ари |2 | — -- со стремятся к нулю. 

“+ 00° со 

(е) Если нитегралы J [Е (6) 12 4Ё и | [ 5 (0) [2 42: существуют, то 

— © — 0 

J FS TOF (fp olav= J AO he @) dt (meopema Sapseeaan), 
— oo — © `   
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Таблица 4.11-3 

Преобразования Фурье 

с | и 
1 , zt ] ` —iwt 

= С (щ)е Зо 1 С = ре at == \ уе (0) == \ Е) 

— © | — © 

wd | | С (5) 

| 
sin at п Nie.) = 
—- а>ч) | ( 9 ) ® | 3) { QA, 

| 0, fm joa 

  

1 9-ю Пра-в 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

Tout , Oa, 
en PSESD (am) '/e o—a 7 

9, { «р, [>04 af o= a 
| (Qa) 42 г. 

-ct+iat | . 
c Zz 0 $ 

0, 1<0 (2) [2 (и — о -1- ©) 

en pe? Rep), (Op) "eg 7/4 

ew l/s „—- 02/2 

! 

fay? п \ 
ar 2 ow 

etal? (2u,)— 11/2 (Gs ` J /. 

12 , _1 [02 п 
cos al . (>> () (20) /2 cos ia — “7 \, 

> ку} —> 1} i at — 92 \ sin at (2a) 2 sin ( 5 ta 

ra 7s > \ (2 */2 4 _. wt i \ 5-1 12] {0 < Кез< 1}, (=) P (l—s) sin 5 smile | , 

11-113 во [а 

e— alt] 18 4 (21 '/ 
—-— 11 > 0 [(а Я 02) +2 + a 2 

Е? 12 —- ©?) 1? 

ch at 2 \1/2 cos (a/2) cht (w/2)- 1 2 
ch ma TA San (=) ch w ++ cos a 

  

  

  sh at т \1/, sina 
—лд<а<л — — —_—_—~ 

Sh otf <<” (5=) ch ©) -!- cos a        
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Таблица 4.11 -3 (продолжение) 

  

  

  

  

  

  

  

со oo 

# (1) = 1 \ C (@) 216 C (@) = ll # (2) е р 
Yon . V on 
= — © 

Р (2) С (6) 

ch at < < , . " ( 1 Vy sh а 

sh mt SON 21/ i (ch w@ + cos a) 

sh at 2 \'6 Sin (@/2) ch (@/2) 
— д —_ — оС Дн 

ch mm (“mS asn (=) i (chi @ -- с0$ а) 

(a? —)— "Ne, | <а, te 
0, | tia (31/2) /2 J, (aw) 

sin Jo (a7 + ¢#)*/2] 0, , 1® [> 6, 
  

(a2 + 12)'/2 in/2y'/e J, (aVo2—o@), lal<b 

  

cos (в Ма? — 12) 

  

  

‚ 1 | <а, _ 
(a2 — (2) (/2)'/2 Jo (Vm? + 62) 

0, [|[> а 

ch св (5 Yao) №1 <а 

(а? — 18)» (m/2)'/e Jo (Va? = b2) 

“GC jt {>a 

  

PLO,  |ti<), 

0, [t!>1     Пл"! Jn +1, @   
  

4.11-5. Некоторые свойства коэффициентов Фурье и преобразования Фурье 
(см. также пи. 4.10.Г и 8.3-1). 

(а) Теорема единственности. ДЛолжным образом интегрируемая 
функция f (f) однозначно определяет свои коэффициенты Фурье (25) или свое 
преобразование Фурье. Обратно, поляый набор козффициентов Фурье или 
преобразование Фурье однозначно определяет соответствиюниюо функцию 1 (2) 
почти всюду (п. 4.6-11, Ъ) в интервале разложения; в частности, функция # (1) 
однозначно определена в каждой точке непрерывности в интервале разложения. 
Эта теорема единственности сохраняет силу даже в том случае, если. ряд 
Фурье или интеграл Фурье не сходятся (см. также п. 4.11-7). 

Заметим, что пе каждый тригонометрический ряд (даже не каждый сходящайся ‘три- 
гонометрический ряд) является рядом Фурье и не кажлая функция с (№ является преоб- 
разованием Фурье (см. также п. 4.11-2, с) 

_ 5) Операции над рядами Фурье. Пусть | (Е) — функция с коэд- 
фициентами Фурье ав, бь, сь и ф(1) — функция с коэффициентами Фурье %,,
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By, Ve ля одного и того же интервала разложения, и пусть А, и ци -— дей. 
ствительные числа. Тогда Финкциия АРО- и (0 имеет коэффициенты 
Фурье Adp-- Wap, Na+ UB Аср-- ий» (почленвое сложение’ и умпожение 
на число), 

Почленное интегрирование рлда Фирье (2) по интервал y (tos 1), содержаще- 

муся в интервале разложения, дает ряд, схадящийся к f(t} at. Если КР — 

С 

периодическая фуипкция с периодом Т, то эта теорема справедлива для любых 
значений 5 и 2. 

Заметим, что эти теоремы ле требуют сходимостн данпых рэдов ‘Фурье. По ловолу 
дифференцировалия бесконечцых рядов см. п. 4.8-4. 

_ (с) Свойства преобразования Фурье. Наиболее важные свой- 
ства преобразования Фурье перечислены в табл. 4.1]-2 (см. также п. 8.3-1). 
Примеры преобразований Фурье приведены в табл. 4.11-3—4.11:5. Значительно 
более подробная таблица преобразований приведена в [8.2] и [8.7], 

Отметим также, что 

F ¢ Uf (t) cos 2nvet] = 5 = [Co (V+ V9) +e, (¥—Vp)}, 

Fe (f(t) sin 20vot] = = [es (V + Vo) — £5 (vo — \ 1, 

F | s UF (ft) 0$ 279] = > [65 (У + \,) + с (У — %,)], 

я. (fF (¢) sin 231v,f}] = 5 [< (V—VMJ—o (V \ оф 

г—1 

Я [9 ty} =(— 1)" env)” Fe thwy—2 NH ел майл п (+0). 
j=0 

Г 

Fe [fer rd) ( )! — (— 1)” (ли $ И ()] — 9 > (— 1)7 (2) 27 КГ о2Л (+ 0), 

j=0 

Fs [FP ty] = anv Feo YF? ()] 

при г=0, 1,2,..., предполагая, что производные в левых частях равенств сущест- 
вуют при < -- со и что все производные меньшего порядка при [ -+ -|- со стремятся 
к нулю, 

4.11-6, Интегралы Дирыхле и Фейера (см. также п, 4.11-7). Частичпые суммы 

bot) = -7 ао, = 4+ 3 (a, cos ke w+, ink =) 

nse (n= 1, 2...) (4.11-12) 

"ot 

al соотяетствующие средние арифметнческие бт (i) = = У ь (1) (п, 4, 8- 6, с) ряда Фурье 

п Е 0
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Таблица 4.11.4 

Косинус-преобразования Фурье 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

_ © со 
2 V 2 

В = V 25 Co (@) cos wt dw C. (@) = > \ | (2) cos wt dt 

0 0 

Рё) C, (@) 

1,0<t<a, (=)^ sin wa 

0, 1>а п @ 

5 (9< Res <1) (=)" Г (1 — $) Яп (+ п) а 5—1 

cos 1, О<Е<а, ее ета 

0, t>a 2п 1—® Г о 

-t (= 1/9 1 
@ л ) 1-+ w? 

—ta J — 02/4 
e 2 

1 0? л 

cos (> #) cos (-F-— +) 

1 . 1 Aaa G)? 

siti (-F г) , sin (4 — >) 

Й — 12), 0<2<1, 
0, t>1 YT (vt laa “Vedy 4 17, (0) 

(Rev >— 1)     
Примечания. 

1) Если С («) — косинус-преобразование Фурье для f(t), To F(@) - — KOCHHYC- 

преобразование для Ce (f), 

2) Если Г (2) — четная функция в интервале (— со, оо), то косинус-преобразова- 
ние Фурье для’| (1) (0 <= оо) есть С (6%). 

3) Косннус-преобразование Фурье для f (t/a), где а > 0, есть а Се (ав),      
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Таблица 4.11-5 

Синус-преобразования Фурье 
  

  

со 
о. „> 

Г (0) === V2 j Cy (@) sin w! da С; (@) = V2 F(f) sin ot at 
sO 

Fd Cy (@) 

  

I CG<t<a, 

0, а 

(2 /2 1 — cos 2a 

\ п о 

  

  

  

        

  

  

  

(Re v> — 1)   

cs ia < Res <2) (= г) I Ir (l — s) cos (+ эт) ф 1 

р (=) о _ 
| It 1 -+ @? 

. 2 Vso ye oy 1/2 

Пт аъ (=) и — DT (a8 wey x 
X sin (rn aretg w/a) 

to Ef? ag 012 

sind } 1 FS о 
ia) *72 In 7 rex о. 

, йо ={ 2. у \1/ 

, <‘ >12 (2 ) 2 Jo (aw) 
(12 — qty'/e fsa \ 2, 

(1 — 12), uci <<], 
0, #>1 aD (vb I aT V—/2 Int sy, (a) 

    

Прниннечания, 

образование для С. (1). 

2) Если / (1) есть нечетвая функция   1) Если С; (©) — синус-преобразоваиие Фурье для # (0, то f (w) — синус-пре- 

в нитервале (— со, ©), то сипус-преобра- 
опаних Фурьс для Г (0 9 <Ё< о) ccty iC (@), 

1) Сипус-преобразование Фурье для | (t/a), где а >> 0, есть а С. (а®). 

  

153 
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{21 можно записать в виде' 

  

  

  

Г? . : т р Nt 
. sin (24 +- 1) “. | sin (20 + 1) = 1 и — ~-f Ct а = \ Рино. т deve {ie otters — Г nt 

— Г/: sin ИЯ 0 sin т 

( Г: п=0, 1,2 ) Abel — о . , о ° — ® » se eee . ° ’ 

Pp - fsinn TE\" P/2- sing St\" 
{a= a \ рат) ПИТ dt ( герои ПТ at 

Fn : = 5 

a ~7T/2 °— + \ sin >: an 6 - sin Se / 7 . T 

Г al Oo 
(— 5 < > . й = |, 2, @e .) (4.1114) 

(cM. также интегральную формулу Дирихле, п. 21:9-4, Б). 

4.11-7. Суммирование среднями арифметическими. 
(а) Частизные суммы ряда Фурье функции } (1) могут не представлять собой 

полезных приближений фуикини } (1). Это, в частности, может случиться, если 
ряд расходится илн если эти частичные суммы «отходят» от фувкнии / (/) вбли- 
зи ее точки разрыза (неравиомерная сходимость вблизи точки разрыва, явле- 
ние Гиббса). В этом случае можно прибегнуть к суммированию средними ариф 
метическими (п. 4.8-6, с). 

Каждый ряд Фирье (2) суммируем средними арифметическими к функции 
Ё(Г) при всех Е в интервале (—Т]2. Т/2), для которых функция } (1), непьерывна; 
в очках разрыва первого рода средние арифметижеские сходится к 
i (f—9) +f (t+) 

2 
почти всюду в интервале разложения; они сходятся к } (В равномерно на 
каждом таком интервале (а, 0) < (а—8,6--8) = (—Т/2, Т/2), где 6 >0, что 
функция }(#} на (а—6, 6-0) непрерывна. 

  (теорема Фейера). Средние арифметические сходятся к } (1) 

+o 
(8) `Гочно так же, если существует интегзал \ |1 (т) ат и функция 

. —‘со 

#(#) непрерывна всюду, то средние арифметические 

А 

  

° | А, т” sin AT \ 

rm J.) Cee ams | РИ) OV ae милы 
о в — CO 9 

равномерчо cxodamca now K—>-+oo K gynKkyuu f(t) Ha KaxtOom ограниченном 
интерзале. Если функция f(t) pasnomepno нелрерывна иа всем интервале 
([— <>, --09), то и равиомерная сходимость распространяется на интервал 
{— со, +05}. 

4.11-8 Кратные ряды и интегралы Фурье. 
(a) Еслн задана п-мерная область разложення, определяемая неравенствами 

аи < а-Ть ]=1, 2, ... п, то KpainHold ряд Фиоь‹ порожденный функ- 
цией Fh, bo, cee 11), для которой существует интеграл 

a,+T,a,+T, 4,47, | 

\ ‘{ pee \ If (T1, To, ears Ty) : AT, Abs ео ЧТ п, 

а {
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по опрелелению есть 

со со со - п , ) 

№ У у С ехр |2} > kh / ды ooo Ад . / Г, , 

№ == 00k, = — 00 k=O i=! 

| at т, а) +- Го a, ti, . 

t | 
6 р \ wee \ I (Ty,. To, eee, Tr) KX }(4.11-1$5 RyRy Ry Tyla Ty \ | (Ту, Та, ++ъ› Th) ( ) 

a, ay a, 

п . 
t 
7 

Х ехр! — 211 › hy a 1 AT 4% ... Чи. 
i 

to (   2 

(b) Кратный интеграл Фурье, порожденный функцией { (#1, ty, ooo, Lahr 
цля которой существует икитеграл 

4-0 -Ноо {09 

\ \ ... { [1 (та, Tay sory Ty) | AT, AT, 26. LT py 

—CO ~—20 —со 

по определению есть. 

ее + | | Sos | 
——— eos | C (Gy, Wa, eee, Wy) EXP] E Ot; | dW did, ...dWn, | 

| { Но + | 
C (Wy, Way ees On) = ти. \ \ ... \ (ту, То, ... тп) X ‚(4.11-17) 

—OO —CO -—® 

  
п .. 

x | —! У om | dT dT, ... dT py. 

1—1 

Как и в равенстве (4), можно ввести у, == в1(2л). Для областей интегрироза- 
ння, определяемых неравенствами 0 < {, < -+ со или — со < # <<0, по аналогии 
ен 4.11-3 получают кратные синус- и косинус-интегральы Фурье. 

(<) Если задана область разложения — он <-о, < < а- Го, 
TO для функции /(Ё, 25) можно получить «смешанное» разложение Фурье: 

  

1 te ts аа, 

И2л ) > Cr (®1) г (оч Г. д, 

> ae a,+-T Qn (4.11-18) | со аз. — в Па 

CxO) = TV on \  S f(ty te (ое т, AT AT. 
2 —co ad, 

Апвлогично можно скомбипировать интегралы Фурье и ряды Фурье (а также. 
сину:- и косинус-интегралы Фурье) и в случае более чем двух измерений. 

(4) Показательные функнии в (16), (17) и (18) с помощью равенств (21.2-28) 
могут быть представлены в виде суммы синусов и косинусов. Все теоремы 
(п 4.11.2 — 4.11-7Т могут быть обобщены на случай кратных: рядов и интие- 
(илия Фурье., 

@ Г кров и т. Корв



ГЛАВА 5 

ВЕКТОРНЫЙ АНАЛИЗ 

5.1. ВЕКТОРЫ В ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

В каждом классе векторов (например, перемещений, скоростей, сил, нап- 
ряжениостей магпитного поля) можно определить операции, известные как 
сложение векторов и умножение их на (действительные) скаляры (п. 5.2-1}, 
а также как скалярное умножение векторов (п. 5.2-6). Классы. векторов, 
встречающиеся в геометрии и физике, чаще всего связаны с двух- или трех- 
мерпым евклидовым пространством. 

Векторы любого класса допускают однозначное представление 
в виде перемещений (т. е. ваправленных отрезков) в геомстрическом 
пространстве. Это представление сохраняет соответствие между сум- 
мами векторов, произведениями их на скаляры и скалярными преиз- 
ведепиями векторов (ем. также пп. 12.1-б и 14.2-1 — 14.2-7). 

В большинстве приложений векторы появляются как функции 
почки в геометрическом пространстве (вектор-функции точки, п. 5.4-1}. 

Такис вскторы, как скорости и силы, обычно впервые определяются на 
геометрическом лзыкс как «величины, обладающие длиной и напоавясниемь, 
пан, иИесколько точнее, как величины, которые могут быть нредставлены 
в виде направленных отрезков, складывающихся по «правилу параллело- 
грамма». Такой геомстраческий подход, общий для большинства элементар- 
вых куреов, нспользован в па. 5.2-Ёи 5.2-8 при введении основных опера- 
ций над векторами. Рассмотрение векторов с более общей точки зрения дано 
в п. 12.4-Г и вгл. 14. 

Векторный анализ пзучает векторные (и скалярные) функции. Любой век- 
то может быть задан пабором числовых функций (координат вектела) в со- 
гоетствующем базисе (вп.5.2-2, 5.2-3, 5.4-[ и 6.3-1). 

Замечание. Описание физического состояния векторными величипами следусг 
рассматривать не только как способ сокращенпой записи системы координатных уравке- 
аий одиим уравнением, но и как пример математической модели, элементы KOTODGI не 
сграничиваются числами. Заметим также, что класс объектов, допускающих взаимно 
однозначное соответствие с классом направленпых отрезков, может и ие являться 
векторным иространством, если у него пет описанных выше алгебраических свейств, 

5.2. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА 

5.2-1. Сложение векторов и умножение вектора на (действительный) ска- 
ляр. Векторная сумма а --Ь двух векторов а и Ь одного класса есть век.ор, 
ссответствующин геометрической сумме соответственных направленных отрез- 
ков (правило параллелограмма). Ироизведение вектора а на деиствителье ce 
число (скаляр) © есть вектор, соответствующий направленному отрезку, 
в |&| раз более длинному, чем отрезок, соответствующий вектору а, и кап- 
равленному в случае отрицательного © в сторону, противоположную вектору а. 
Нилевой вектор 0 каждого класса векторов соответствует перемещению вуле- 
вой длины, иа-- 9 — а.
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Оиределениые таким образом сложение векторов и умножение их на ска- 

Янин удовлетворяют соотношениям: 

н-- = -Ра; а-- (6-е) = (a+b) +ema+bt+e; 

х (Ва) = («В) а; (%-- В) а = а -|- fa; a (a+b) = aa-+t ab; (5.2-1) 
[а =а; (—1)-а = — а; Оа =0; а -а=0; а-- 0=—а. 

Обо@щение векторной алгебры см. пп. 14.2-1 — 14.2-4. 
6.2-2. Разложение векторов по базисным векторам. т векторов ау, ао,...., ат 

линейно исзависимы, если из 

Aya, -+- Anas +... + Атат = 0 

еледует 
М = Аа ==... ==Ат =0. 

|} противном случае эти векторы линейно зависимы (см. также пп. 1.9.3 
н |1.2-3). Любой вектор а трехмерного векторного пространства может быть 
ра ыюжен по трем линейно независимым векторам ег, ео, ез, т. е. представлен 
и пнде их Линейной комбинации 

а = ое: -- а»е› -- зе. (5.2-2) 

Конрырициенты 01, a, оз называются координатами вектора а по отношению 
к бизису, определенному базисными векторами е,, е, ез (см. также п. 14,2-4). 

Сели базисная система задана, то векторы а, Ь,... представляются упоря- 
доченными тройками (04, @›, 93), (Вл, В», Вз),... их координат; при этом 
и |-Би оса представляются соответственно тройками (©: -- Вл, © - Вь, м | Вз) 
и (0, 00, 403). Соотношения между векторами могут быть выражены через 
CUOMBCINCHIBYIOLUE системы ссотнчошений между их координатами. 

Вскторы, принадлежащие двумерному векторному пространству (например, 
плоскис перемещения), представляются подобпым образом упорядеченными 
пнрами координат. 

Для разложения векторов, определенных в дапвной точке пространства (п. 5.4-1), 
оПычио выбьрают базис, связаниый © используемой координатной системой. В гл. 6 
сисциильно рассматривается разложение векторов по векторам локального базиса, нап- 
ранлииным по координатным линиям криволинейпой системы координат з каждой точке 
) пиериеидикулярно к ним; величииы и иаправлення векторов локального базиса, вообще 
(ри, различны в различных точках. Формулы преобразования координат вектора, 
видинных в различных базисах, даны в табл. 6.3-Гивпи, 14.6-1. 

5.2-3. Декартовы прямоугольные координаты вектора. Если в пространстве 
видина правая прямоугольная система декартовых координат (п. 3.1-4), то 
единичные векторы (п. 5.2-5) 1, }, К осей Ох, Оу и 02 соответственно обра- 
вуют удобную систему базисных векторов. Координаты ах, а,, а: вектора 

a == ayi + a,j + a,k (5.2-3) 
Ha UANUIOTCH декартовыми. прямоугольными координатами вектора а. 

ЗЧиметим, что эти координаты 

ах =а.1, аужа.}, а» =а.К 

Я №1.) иплолотся проекциями вектора а; координаты и. Ё, и -], и + К любого единичного 
eH Tape и инляюлся его направляющими косипусами (п. 3.1-8). 

‚2-4, Искторы и физические размерности. Векторы можно умножать не только на 
Яанразмепиме скаляры (например, иостоянный вектор скоросхи умножают на интервал 
премени. чобы получить вектор перемещения). Если физическая величина ссть вектор (3 
ПАН (И). и ге физическую размерность цглесообразно приписать координатам вектора, 

$ МИ Gaiam впкторал. При этом последние рассматриваются как безразмерные вели- 
SRW нолнуг Олть использованы в качестве общей базисной системы для различных 
BAMevan пиктерой, имеющих различные физические размерности (иапрнмер, перемещения, 

Фран, силы и т, п.; см, также п, 16,1-4), 
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5.2-5. Модуль (норма, абсолютная величина, длина). вектора. Модуль 
|а| вектора а в евклидовом пространстве есть скаляр, пгопорциональ- 
ный длине перемещения, соответствующего вектору а (п. 5.1-1; абстрактное 
определение см. пп. 14.2-5 и 14.2-7). Модуль вектора удовлетворяет соотио- 
шениям (1.1-4). Вектор, модуль которого равен |, называется единичным 
вектором или ортом. (Попарио перпендикулярные) базисные векторы 1, | К 
(n. 5.2-3) являются единичными, так что 

[ах | ==| ах |, |141 | = ау|, jack j = jaz |, 5 9 
ee 59-4 

[а] = Yat +a2+ ab | (5.2-4) 

5.2-6. Скалярное (внутреннее) произведение двух векторов. Скалярное 
произведение а-б [другое обозначение (а, Ь)| двух векторов а и В есть 
скаляр 

a-b=J/al !b! cosy, (5.2-5} 

где } — угол между векторами а и Ь (абстрактное определение см. пп. 14.2-6 
и 14.2-7). 

Если а и Ь — физические величиы, то физическая размерность скалярного 
произведения а.ЪБ должиа быть указана (см. также п. 5.2-4). В табл. 5.2-1 

Таблица 5.2 -1 

Свойства скалярного произведения 

  

(а) Основные соотношения: , 

a-b = b-a; а-(Ъ -| c) = a-b-+ a-c; (аа). = @ (a-b): 

a-b 

V a2b2 * 

  

aa=at=jal?>0; jab] <lal-{b}; cos Y= 

. 7 ` 

($) Выражение в прямоугольных: декартовых координатах (п. 5.2-3): 

= р =К.К = 1; . l.j = j-k = k.i = 0; . 

a-b= (2,1 -- а, + a,k)-(6,1 + byl + bk) = ao. + a,b, + a,b ,; 

a, al, ay = aj, a, = ark,     
  

приведены основные соотношения для скалярного произведения. Два ненуле- 
вых вектора а и ББ взаимно перпендикулярны тогда и только тогда, когда 
а. 6 = 0. 

`  6.2-7. Векторное произведение двух векторов. Векторное произведение 
aXhb (другое обозначение [а, Ъ]) двух векторов а и Ь есть вектор, модуль 
которого равен 

jax bl=fa] |bjsiny; (5.2-6) 

его направление перпендикулярно к обоим векторам а и Ь и совпадает с нап- 
равлением поступательного движения правого винта при его повороте отакЬ 

- на угол, меньший л. Два вектора линейно зависимы (п. 5.2-2) тогди и только 
тогда, когда их векторное произведение равно нулю. В табл. 5.9-2 приведены 
основные соотношения для векторного произведения. Более общее определе- 
ние векторного произведения см. п. 16.5-4; в пл. 3.1.10 и 17.3-3 даны пред- 
ставления площади области как вектора.
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Таблица 5.2-2 

Свойства векторного произведения 

  

(a) Основные соотношения: 

axbe=—bxXar ax (b+cp=axb+taxc; (aa) Xb=u la X b); 

axa=0; a-(ax0d)=—b-> (a & 5) =0. , 

6) Выражение в любом базиее са, её, 2а:. 

а = Це, + Opts -!- Ayeg; b= Pye, + Bees + Взез, 

е Хе O1 Bi 

ax be} ев хе, а, В, 

C1 X Cg Gs By 

ic) Выражение в прямоугольных декартовых коопдинатах: 

ixi=Jxjokxk=0 1х]=К ]хХК=Ь КХ1 ый 

к a, а, а, а, а, Qy 

ox be] a ay a, |= 1 -- i+ | k = 

by b, by b, b, b.. Oe by 

    

  

      

= (2,6, — a,b) + (a,b, - ав.) j+ (7,5, — ayy) К.     
  

6.2-8. Смешанное (векторно-скалярное) произведение. 

а. (ВХ с) == [абс] = [фса} = [<аЪ) == — [bac! = — |сБа] == — [ас 6], (5.2-7) 

[ис]? = [(ажь) (6х с) (сХа)] = а? с? — а? (6 .с)? — 2 (с+а)2 — с? (а - 6)? -|- 

а-а a-b a-c]. о 

-- 2(а-Ъ) (6. с) (с-а) =|Ь-а beb bee ‚(определитель Грама, см. (5.2-8) 
п. 14.2-6), 

с.а с.Б с.с 

a-d a-e a-ef 

[abe] [def] =|b-d b-e bef (5.2-9) 
c-d ce cef 

В любом базисе е|, е», ез (п. 5.2-2, см. также пп. 5.2-3 и 6.3-4) 

а By Vi | 

labc} =| @, fy Yo] [ey eo es]. (5.2-10) 

оз Bs Ys 

3 иравой системе декартовых прямоугольных координат 

ах oy Cy | 

ИИ (> 0, если векторы а, В, с 
абс: == | бу бу су образуют правую тройку). (9.2-11) 

ae z Cz
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5.2-9. Другие произведения, содержащие более двух въкторов. 

b © 
== У a = elt ax wb x 9) b(ae@ ¢ (a*- bj) = | азы оо | (6. 5-32) 

(Oscti noc икторное 'произвебение, 

@axby-cx@)=(a-d &- A —(a-d bo =| 1: "С ар (5.2-13) 
(аХЬ)? = а?5?2 — (а.Ъ)?, {5.2-14) 

fa x b) X (С ХЬ == [ас] Ь — [са] а = [аБа] с — [ас] 6, (5, 2-15) 

5.2-10. Разложение вектора а по направлени:о’` сдинизчного вектора и и сему перпеи- 
Дикулярному: 

  

а = и (а. и) -- ах (аха). \6.2-1$) 

5.2-11. Решение уравспсиий (fabc] + 0). 

(а) я а=р, р , 1 . . 

xxa <b, } х-=а-; -- (ахь) 5; (5.2+17) 
(5) Ха = р, 

x beg, xe LOK HG (xa) + 7 (aXd), 6.2.19) 
хх. с = Г, [abc] <‘ 

(с) ах -- Бу + с2 -- @-=6, 
_ tebe}, _ _ fade}, _ 1259}. а 

“= 5] “= ре’ *= Табе (262-19) 
(d) Me) X-b (ex) y - (aXb) z+d=0. 

== fabo}’ и — ~ abe}? a= — [abe] " 8.2-20) 

5.3. ВЕКТОРНЫЕ ФУНКЦИИ СКАЛЯРНОГО АРГУМЕНТА 

5.3-Р. Векторные функции и их пределы. Бекториая Функция %==у (6) ска- 
лярного аргумсита # ставит в соответствие каждому значению аогумента 2 из 
области апределения (см. также п. 4.2-1) одно (однозначиая фуикики) НИ 
несколько (мпогознпачная функция) «значений» вектора у. В прямоугольных 
декартовых координатах 

recy (== ty (fib oy (а, (К. (9.3-1) 
Всктар-функиня у(Г) ограничена, CCTM oOrpannyuell ee MOAVb !v{é}i. Cua 

ымеет предел у, = Шл у (1, ссли для каждого положительного числа в суще- 
#-> 1 

ствуст такое число 5, что из 0 < {{—&41! < 6 следует [у (} —\ | < ® (см. также 
пп. 4.4-Г и 12.5-3). Если Шт у(Р существует, то 

11 

lim v (f)=-f lim o, ()--j lim a, (t)-+k Ш о, (0. (5.3-2) 
tty 1-1, >11 " t—»f; 

Предел суммы векторов, скалярного и векторного произведений находится по 
формулам, аналогичлым формулам п. 4.4-2. 

Вектор-функния т (1) непрерывна при ==, если Hin У (1} =У (11) (см. также 
> I 

пп. 4.4-6 н 12.5-3). | 
5,3-2. Дифференцирование. Векторная функция у (Ё дифференцирусма. при 

данном значении $, если существует конечная производная (см. также п. 4.5-1): 

dvit) og. vb ADV), Gp lim SRE EO. (5.3-3) 

Если производная dy/al® or dv/dt существует, опа называется второй 
преизводной от У(1), ит, д, Табл. 5.3-1 содержит основные правила диффе- 
ренцирования,
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Таблица 5.3-1 

Лифиеренцирование векторной функции скалярного аргумента 
ун-т’ <   

(п) Осиовные правила: 

| } dv dw ° а | . ave = > ° a VY OtwWOlSs ap Ea a lev @l=a “ai (a = const); 

d а! dv а dv ат 
ae Ov l= Ge v O +E OG ar ly (f) м О] = ew ty “4 * 

d a7. av dw. а_ _ dv df, 
де У хм] хх: ЗУ ars 

d " av dw | ; du 
“ar IvidywHu(d)] = a wa -- E 7 “| -|- | ww я . 

(5) В прямоугольных декартовых координатах 

dv (t) dv, (г) dv, (2) di, (f) , 

ити 

(с) Если базиспые векторы е, (Г), ех ([), е, (В — функции от Ё ину (2 =, (1) е, (8 -- 
ни, (Де, (Ра, (© е (0), то 

des , de, 
      ау (2 f da Ча, at: de 

Bn (Sree + Ge cet apes) + (an Gh te GF a GE 
  

Лналогичные правила примепимы к вычислению частных прочзведных ду/дЕ, 
Ov/Oty,... BeEKTOPNOH фуикции У==у (В, 45, ...) от двух или более скалярных 
иргументов 1, 2», ... 

Замечание. Если %9° (1) — орт всктора У (1): 

У (И = У iv), 
то 

ау —_ , dv div} 4 dy? divi. к 

Gr Ox в ед TI gp aay 4 XY, (9.3-4) 

до исктор @ направлен (по правилу правого винта} вдоль оси, вокруг которой повора- 
чипастся вектор У (1), и имеет длину. равную узлоной скорости поворота вектора у (1) по 
огпошению к Е. (Пример: ссюмпор игеловой скорости в физике; см. также п. 17.2-3). 
Ц формуле (4) первое слагаемое характеризует измевецие длины вектора У (2), а второз 
слагаемое — изменение его направления. Если |У (1) | = сой${&, то векторы у (К) и 4/4 
перпендакулярни. 

6.3-3. Интегрирование и обыкновенные дифференциальные уравнения, Неопреде- 

ленный интеграл У (Ё) = | у (1) аЁ от векторной функции У (Г) определяется как решэние 
вокторного диффереициального уравнения (см. также п. 9.1-1); 

SV) =v Ob, 6.3-5) 
когорое можно заменить снстемой дифференциальных уравнений для координат вектора 
У (1). Другне обыкновенные дифференциальные уравиения, содержащие производные о? 
иокториой функции скалярного аргумента, трактуются подобным же образом. 

Опр-деленный интеграл 

b п 

fv@ d= lim sv (t;) (4-454), 
a 6—0 i=! a 

re (5,3-6) 
а=ь < <ЗЬ<... <= 

р 67S Sep 6 = тах |#Ё; — ¥I 

(ум. также п, 4.6-1\, может быть выражен через координаты 

` В 6 b 5 . | 

fv) dt =ifo, eat + jj 0 (A) a kj 0, it) aly (5.3-7) 
a a a u
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5.4. СКАЛЯРНЫЕ И ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ 

5.4-1. Вводные замечания. Конец этой главы посвящен скалярным и век- 
торным функциям точки в евклидовом пространстве. Если не оговорено про- 
тивное, скалярные и векторные функции предполагаются однозначными, не- 
прерывными и дифференнируемыми достаточное число раз. Соотношения 
между скалярными и векторными функциями устанавливаются: 

1) в инвариантной форме (независимо от системы координат) и 
2)- в координатной форме по отношению к правой прямоугольной декарто- 

вой системе координат (п. 5.2-3}, так что ) 

Е (г) ==Р(х, у, 2) = Fy (x, y, DitFy (x, y, 2) j+F2 (x, у, 2) К. (5.4-1) 

Соотношения в пп. 5.4-2—5.7-3 не зависят от выбора системы ксординат 
в пространстве. Запись векторных соотношений в локальных базисах систем 
криволинейных координат рассматривается в гл. 6. 

5.4-2. Скалярные поля. Скалярное поле есть скалярная фузкция точки 
Ф (г) = (х, у, 2) вместе с областью ее определения. Поверхносги 

Ф (г) =Ф (x, y, z)==const (5.4-2) 

(п. 3.1-14} называются поверхностями уровня поля; они позволяют предста- 
вить поле геометрически. 

5.4-3. Векторные поля. Векторное поле есть векторная функция точки 
Е (г) =Е (х, у, 2) вместе с областью ее определения. Векторные линии (линии 
тока). в каждой точке (г) имеют направление вектора поля Е (г) и опреде- 
ляются дифференциальными уравнениями 

dx dy 42 

ХР (РО или у ay РЯ Fy, (5.4-3)   

Векторное поле Е{г) может быть представлено геометрически своими 
векторными линиями, относительная плотность которых в каждой точке (г) 
пропорциональна модулю |Е (г) |. 

5.4-4. Векторный элемент линии и длина дуги (см. также п. 4.6-9). 
(а) Векторный элемент линии (дифференциал радиуса-вектора) dt вдоль 

кривой С, онисываемой уравнениями 

  

==х (1), 

c=r(/) или y=y (4, (5.4-4) 

2=2 (1), 

определяется в каждой точке (г) ==[х (2), и (1), a формулой 

dr = dx i-tdy jtdzk=(F i+$4j4+2 rk) d t=O at, (5.4-5) 

Вектор’ аг направлен по касательной к кривой С в каждой регулярной точке 
(см. также п. 17.2-2). 

(5) Длина дуги $ ‘спрямляемой кривой (4;} (п. 4.6-9} выражается формулой 
t 

s= \ ds, 

rye   

вика (+ (1 а _ 

ads . dr dv 
— 7 = 4г . аг= ) a’ de dl 

в каждой регулярной точке (г) == {x (t), y(t), 2()] Kpason C. 

(5.4-6)   

  
‘; Всюду в гл. ои 6 индексы в обозначенияя F Py г. vee № указываю! ва диф- 

феревцирование пох, Y, 2, se
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5.4-5. Криволинейные (линейные) интегралы (см. также п, 4.6-10). Для 
спрямляемой дуги С, заданной уравнением (4), скалярные интегралы 

(Ф()&= (Ox, y, 2das=(@[x (2, y(t), 2155 ae, 
C С С 

\ Ри): аг= \ Fe (x, y, 2) ах Py (a у, z)dy+Fz(x, y, 2) dz= } (5.4-7) 
С С | 

  = 7)-а Sr at = | \(fear+ Py D+F G) a 
„ 4 

можно определить непосредственно как пределы сумм тем же способом, что 
ив п. 4.6-10; однако более удобно подставить функции х (К, у(1), 2(1)}; 
dxjdt, dy/dt, dz/dt u3 формул (4) в формулу (7) и иптегрировать по 2. 

Подобным же образом определяются и векторные криволинейные иптегралы: 

[Фшаг=! [ Фо, и. дах 1 jou у, 2) dy +k [@ tx у, 2) 4г = 
с С C 

= fom F a= \[ou, у, 2) E+ @ (x, у, 2) oY Zj4+ Ox, Ys 2) of | ae (5, 4-8) 

с. 1 

фешхаг = (Р ir) x dt = 
, с | 

| Vey dz—F, dy) +4 ( (fF, de — Fy dz) +k \ (Fy ay — Fy 4x) = 
6 с 

ах ау ах 

= fy a dt г) (д - Peat ap )i+(F x at — FF) K| ат. (5.4-9) 

Значение скалярного или векторного криволинейного интеграла зависит 
от пути интегрирования С, если только не выполнены специальные Условия 
n, 5.7-1. 

‚ Применение криволинейных ‘координат см. пп. 6.2-3 и 6.4-3. 

| 3 ам ечание. Часто оказывается полезпым в качестве нового параметра в выра- 

жения (7), (8). (9) ввести длипу дуги $ с ломощью формулы (6). 

5.4-6. Поверхностные интеграль (см. также пп. 4.6-12 и 17.3-3,с). 
(а) В каждой регулярной точке двусторонней поверхности, заданной 

уравнением г-=г (и, и) (п. 3.1-14), можно определить векторный элемент по- 
верхности (вектор площадки) 

dS = (5. x= 55) au dvu= 
ди ‘dv 

‘/dy dz 02 Oy\, Oz Ox Ox Oz, Ox doy Oy Ox | 
= | (5 du da 3) +(e 0 Bu ge) I+ Ge Se 3 oe) «| du dv. (5.4-10) 
В слузае замкнутой поверхности координаты и, и на поверхности обычно 
упорядочивают так, чтобы направлепие вектора 4$ (направление положитель- 
пой нормали к поверхности, п. 17.3-2) было внешним по отношению к телу, 
ограниченному данной поверхностью. 

Элемент площади ‘поверхности в точке ( и) определяется так: 

dS =| dS | = |5: ou sr | au do. (5.4-11) 

В пастности, при их, 0==у, 2==2(х, y) 

(о at к) ахау, 4$ = И (= +L dx ay. (5. 4-12) 
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(5) В дальшейшем предполагается, что площадь (dS (п. 4.6-11) рассма- 
$ 

триваемой поверхности $ существует; в этом случае формула (10) определяет 
элемент 4$ почти всюду на $ (п. 4.5-14,5). Скалярные поверхпостные ин- 
тегралы 

(Ф (г) 4$ и (Е). 48 (5.4-13) 

и ректорпые поверхностные иптегралы 

\Ф (г) 4$ и [F(r)xds _(5.4-14) 
5 S 

от функций Ф (г) и Е (г), заданных на поверхности, могут быть определены 
нспосредственно как пределы сумм так же, как в пп. 4.6-1, 4.6-10 и 5.3-3. 
Однако удобнее применить формулу (10), чтобы выразить каждый поверх- 
ностный интеграл через двойной интеграл по координатам ши, и (см. также 
п. 6.4-3,6). Иногда в формулах (13) и (14) вместо одного знака интеграла 

пишут два, например \\ @ (r) dS. Скалярный поверхностный интеграл 

\F (г). 4$ называется потоком вектора Е (г) через поверхность 5. Заметим, 
5 
что 

(E(x, у, 2). 48= Ех [х (у, г), и, 2] ауаг-- 
$ 5 

+ ff Fy (x, y (x, 2), 2) dx dz +\{ Fi [x, и, 2 (x, y)} dx dy. (5.4.15) 
5 $ 

В нервом иитсграле иезависимые переменные #=у, о=г, во втором интег- 
рале и==2, и=х ит. д. (см. также формулу (12)). 

Формально к такому же результату приводит запись 4$=4у 421 -|- 
-- 42 ах }-- ах ду, но она требует специальпых оговорок относительно смысла 
dx, dy, dz. 

5.4-7. Объемные интегралы (см. также п. 4.6-12). Если дана область И 
в трехмерном евклидовом пространстве, то скалярный объемный иицтеграл 

{ O(r) dV =(S{ Ole, y, 2) dx dy az (5.4-16) 
V V | 

и векторный объемный интеграл 

(Е фа =, у, 2) ЕНР, (и, ЭР. (к у, ЭК аку а? (5.4-17) 
у у 

мсгут быть определены как пределы сумм тем же способом, что и вп. 4.6-1; 
оии могут быть также выражены непосредственно через тройные интегралы 
пох, и, 2. О применении криволицейных координат см. пп. 6.2-3,6 и 6.4-3,с. 

5.5. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 

5.5-1. Градиент, дивергенция и ротор; инвариантные определения. Гради- 
ент скалярной функции точки Ф (г) ==Ф (х, у, 2) есть векторная функция 
точьн, определяемая формулон | 

J @ (ei) ds 
St grad Ф {г) == УФ == Ит (5.5-1) 

6—9
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где У, — область, содержащия точку :г), $1 —замкпутая поверхность, ограпи- 
чивающая область И., 6— наиболышее расстояние от точки (г) до точек ио- 
перхности $1, 

Дивергенция векторнсй функции точки Е(г) есть скалярная функция 
точки, определяемая формулой 

J 4$-Е (г!) 

УЕ (г) = У.Е = im = 1 (5.5-2) 
so fav 

у 

Ротор векторной фувкции точки Е (г) есть векиорная функция точки, 
определяемая формулой 

| аз ХЕ (г!) 

rot F(t) =УХЕ= т >: ray (5.5-3) 
Vi | 

Замечаипе. В каждой точке, где существует вектор grad @ (rt) 529, его модуль 

_9/0Ф 70Ф\, оф — а зо: -/ 77+ sss 
равен наибольшей производной по направлению 4Ф/4$ я этой точке, а его направлзйи 
совпадает с напразлением, в котором эта паибольшая производная достигается {п. 5.5-5. ay 
Вскторпые линии поля хса] (Ф определзиотся уравиепиями 

  

94». op amp --- 
& [= ) § == 8 mee 5 ==. fe vite 

dr У 0 ТЛИ ax: ay: dz = = ) Oy 9 {xy 3) 

Линии градиента, эпределяемые этими ураписниями, периснидикулириы к псоерх- 
постям уровия {5.1-2). 

5.5-2. Оператор У. В прямоугелыних декартовых коордипатах лнизицый 
оператор У (набла) определяегся формулой 

. oO. d 0 - ~- . 
mat -f- jsp! 5.5-6 

- VS oy i] oy НЕ т. (5.5-6) 

Сго применение к скалярным и векторным фуикциям точки формально соот- 
ветствует некоммутативной операции умпожения па вектор с декартовыьма 
координатами 9/9х, 9/ду, 0/02: 

нае , Gp <, OW 4 

VW (x, y, 2) == эгай Ф (х, ц, 2} = Sy ЕН — iy 3 Р-Н а. : 

. . . OF. OF y OF , 

У.Е(х, y, 2) =div F (x, y, 2) =a tat =, 

УХЕ (х, у» г) =rot F {x, Ys 2) = 

i j k 

OF OF ‘OF cr OF OF ~ 
ey ZF 1 —-- ee а i —_ oa = 9. a 9 > 5.5- 

«(ie we) (2 ШИ + (54 ди) к= | ди 021% 4 

Fy Fy Г: 

а, , р oe, 

(G-V) FesGy oF 4G, 2 о ао == 
=(@.УР,) 1-- (6 -УРу) 1--(6-УРО К. |   

В} тибльце 5.5-1 приведены правила действий с оператором У,
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T абли ца 5.5-1 

Правила действий с оператором У 

  

(а) Линейиость (@ = с0п$й) 

V(D+ VY, = УХ - У: У (иФ; =а УФ: 

-(F + G) == У. Е У-С:; У. (аР) =пУ. 6; 

УХ (Е -- 9) =УхЕ-Уух С: Ух (СЁ =аУух Г. 

(6) Дейстзия с произведениями 

V (DW) = УФ -- @ VY; 

VIF-G@=F-WG+iG.ViF+LPXK(V x G+GX (VX F); 

У. (ФР) =ФУ-Е- УФ. Е; 

V-(FxX@=G-VXF—F-VxG: 

С. У) ФБ Е {С. УФ) - Ф (С.Е: 

Vx (DP) = OV x F4 VM x F; 

Ух {Е ха) = (б.УР- (Г. УЗРЦУ 6 —СУ. Е; 

| | \ (<: УЕ =-- [Ух (Вх 6) УР. 0) -Р (У. 0+ С(У.Р) — 

— ЕХ (УХО) — СХ (УХЕ).     
  

Замётим, что векторные соотношения, содержащие УФ, У.Е и УХЕ, не зависят ог 

выбора системы координат. Выражение операций УФ. У.Е и УХЕ в различных системах 
координат см. в гл, бип. 15.10-7 

5.5-3. Полный дифференциал, полная производная и производная по на- 
правлению. 

(а) Полный дифференциал (Ф скалярной функции точки Ф (г), соотвег- 
ствующий перемещению точки @г == ах 1-- аи ]-На2К, есть 

a= 5° dx +52 dy 4-2 >> Padz=ds. grad D =(dr- V) Ф (5.5-8} 

(см. также п. 4.5-З,а). 

(6) Полная производная 4Ф/4 функции Ф (г) вдоль кривой г=г (В есть 
скорость изменения функции. Ф (г) по отношению к параметру & когда г 

изменяется как функция от & (см. также табл. 4.5-2,а): 

a __ dD dx , AD dy , ЭФ а: __ [ак 
=x at T Oy att Oe dt =(п-у)х, (5.5-9) 

где г==г (1) или х==х (1), у=у (В, 2=2 (8. 
Замечание. Если функция Ф явно зависит от &, т. е. Ф = Ф (г, t), TO 

аФ’ /аг г (= у) Ф +5 (5.5 -10) 

(с) Производная по каправлению 46/45 от скалярной функции точки Ф (г) 
есть скорость изменения функции по отношениго к величине перемещения $ точ- 
ки (г) вдоль выбранного направления. Если направление задано единичным. век- 
тором UW = COs G,: Bhs ayj+cosa,k с направляющими косинусами COs G,, 
COS Hy, COS, (n. 3.1-8, a), TO производная по том направлению равна 

т o® 
=F, cos a, +2 © cos о, -- se COS @, = (u- V) OD; (5.5-11) 

4Ф/4$ есть полная производная от функции Ф (г) по длине дуги $ кривой, 
касающейся вектора и = 4г/4з.
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(4) Полный дифференциал, попиая производная и производная по направ- 
лению от векторной функции точки Р (г) определяются аналогично: 

dF == (de -V) F=(de-V) F,i-+ (dr-V) Fy j+(ar- VF, k= | 

=UF, i-+dF, i+dF; k, 

и (ar V) P= (ae re (лил (в. у) Pek = 

  
Е jt ek, | ` (5.5-12) 

“Е и: У) (и. У) К, и-Н (и. У) Ру 1-Е (и. У), = 
aF АГ aF, dr 

= its ds j-+ => 2 (u= =). j 

5.5-4. Произволные высших псрядков по направлению. Ряд Тезлера. Проязводные 
порядка п от функций Ф и Е по направлению единичного всктора и определяются фор- 
мулами 

ап ап 
—~— i — (и. Л. agit Ф т) = (u + V) Ф (г) и deh F (r) = (u- Vt F (r). (5.5-13) 

Если рассматриваемые виже ряды сходятся, то (см. также п. 4.10-5) 

Ф (г -1 Аг) = (г) + (Ar - УФ (г. У)2 Ф (г) +. 

= e(Ar- .У) ir) — Ф (Г) -- Ar ds 72 (г) + Oy (Аг) 2 ‘ds2 Ф (г) + Se ee (5.5 -14а) 

t 
F ir + Ar) =F (Fr) + (Or + V) F tr) + a ements . = 

а 
= е(АГ*У) Е (г) = Е (г) + Ра (7 ЭР -...; = 6.645) 

где все производные ло направлению веру в точке у в направлении Дг, а Аг = | Аг |. 

5.5-5. Оператор Лапласа. Оператор Лапласа (лапласиан) У2==У.У (обозна- 
часмый иногда черсз А) выражается в декартовых прямоугольных координа- 
тах формулой 

У? =У. У © (5.5-15) 

(другие выражения см. гл. би п. 16.10-7). Этот оператор может быть при- 
MCHEH K скалярным и векторным функциям точки с помощью некоммутатив- 
иого скалярного «умножения»: 

уз — (24 2 2 ф | 
= (5 ваз) (ху, 2), (5.5-16) 

У?Р == УЕ, 1-- УЕ, ]--УЗЕ, К. | 
Заметим, что 

У? («Ф- ВЧ) = У2Ф--В У2Ч (линейность), (5.5-17). 

У? (ФФ) = У2Ф--2 (УФ). (УФ У. (5.5-18) 

5.5-6; Операции второго порядка. Отметим следующие правила повтор- 
иого применения оператора V: 

div grad D=V-(VD)=V20, 
стад Чу В=У (У.Е) = УЗР-- УХ (УХЕ), | 

rot rot F=VX(VXF)=V (V -F)— V°F, $- (5.5-19) 
rot grad P= Vx (VM) =9 

divrot F=V-(VxF)=0.,



  
сов-векторов Г == (х, и, 2) но== (8,1 
Г (г. 0) == =F (x, y, 2 & %, 
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5.5-7. Операции над простейшими функциями от г. В табл. 5.5-2 и 5.5-3 
приведены результаты применения дифференциальных операций к некото- 
рым простейшим скалярным и векторным функциям от радиуса-вектора г. 

ТГаблица 5.5-2 

Операции над скалярными функциями 

  

  

(r=|r|, a=const, n=0,+1, + 2,.,:) 

Ф ХФ ‘ vn 

aor a о 

гп arte n(n +1) „п-2 

Ins = > 

|         
  

Таблипа 5.5-3 
Операции над векторными функциями 

  

  

  
    
  

    
  

  

  

  

Е У.Е УХЕ _ (G.V)F V2F У (У. Г) 

г 3 0 С 6 .) 

{ 
ахг 0 2а ахс 0 & 

п. 

п n-2 n-2 n~2 n (n+l) xX “ ° ий 
ar nr (rea) |] oer (rxXa) | пл г. С) а x pt 2g fen (n—2)r ax 

X (rear 

Neo 

n n mes n(n+ 3) x n=9 
rr (п 4- 3) r 0 ob nr 2 x n-2 n(n+ 3) r “rc 

. / r 

% (r+ G)r xr 

rea гха (С. ра а 2 (Г. а)г 
alnr 3 yy rr mz) а 

r r r r r г           
  

  
Дополнительные формулы могут быть получены © помощью табл. 5.5-1. Отметим 
еще формулы {Е (г). У} г=Е (г), (5.5-20) 

—_ ахг. ae =—Ух-з- mpH a=const. (5.5-21) 

5. 5-8, Функции ост двух и болес радиусов-вектороз. В типичном случае двух радиу- 
С) к функциям вида Ф (г. о )==Ф (х. у.2; Ё, м, 6), 

5) моту т Stirs применены два различных оператора у; 

‹ . 9 
== = i ! == — | 

v= Ox fy it gy k . Ve Os ++ 

В частпости, имеем. 
У 9 (г— @ = — У, Ф г — 0, 1 

ЕК 0) = — мо. РГ 0), 7 

УХР (Г — 0} = — УохЕ (г 0). } 

д 

(5,5-29}
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5.6. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ 

5.0-1. Теорема о дивертенции *) и связанные с ней теоремы. 
(а} В табл. 5.6-1 собраны важнейшие теоремы, связывающие объемные 

питегралы по области У и поверхностные интегралы по границе $ этой о5- 
ласти. Область У предполагается ограниченной и пространственно-односвяз- 
ной (п. 4.3-6), поверхность $ — замкнутой и регулярной (п. 3.1-14), функции — 
одпозпачными и непрерывными в ИУ и на $, причем все частчые производные, 

, Таблица 5.6-1 

Тевремы, связывающие объемные и поверхностные интегралы 

  

e F . = S ® 

|. Теорема о дивергенции | У (г) ау J а Р (г) 
V 

  

x F (r) dV = f dS x F (r) ; fv 
2. Гсорема о potope у < 

  

f v@(r) dv =f dS @ (r) 
у 

©
 . Теозсма о градиенте 

“Ne
 Oo 

  

{ v>-vWav+ [№ УФ ау = [ 4$. УФ) = 
у у $ , 

= \ Ni OD dS, 
) ai 

4. Teopemi: Posua 
fo wo—-O Vw dv =[ ds-(V VO —OV) = 
у $ 

® 

1 
24 

e 

\ Vid dV = \ 4$ + УФ -\ ge 4$ (теогема Гаусс} 
UL 

и ` S ct 

fivmitay + fow@ddv = | 4$ + (Ф УФ) = 
и у 

5. Частные случаи iy у $ 
, cD .. 

= \ ‘(Dp “in       
  

остречающиеся в объемных или поверхностных интегралах, предполагаются же- 
прерывными соответственно в И или на $. Все теоремы остаются справедливиии 
и для неограниченной области, если подынтегральные функции в поверхностных 
интегралах имеют порядок О (1/73) при г» оо (п. 4.4-3). Формулы для поверх- 
ностных и объемных интегралов в системах криволинейных координат см. сл. 6 
ип. 17.3.3; приложения см. пп. 15.6-5 и 15.5-10. 

Словесная формулировка теоремы о дивергенциин (теоремы Гаусса-Остэо- 
градекого) такова, Поток сектора через замкнупиию поверхность (п. 5.4-6) Lae 
ий интегралу от дивергеенции по объему, ограниченному этой поверхность. 

(6) Замечание о нормальной производной. Нормальная 
производная от скаляриой функцни Ф (г) в регулярной точке поверхности $ 
- 
  

*) га. теорема в отечественной литературе называется meopemol Laycca — Остро- 
враЧеки.о.
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есть производная по направлению положительной нормали, т. е. 4$ (если 
поверхность замкнута, то обычно берут внеинюю нормаль, и. 17.3-2). 

Нормальная производная обозначается обычно через дФ/дп, так что’ 

OP oo 

5.6-2. Теорема о роторе и связанные с ней теоремы. Если векторная функ- 
пия РЕ (г) однозначна H имеет непрерывные частные производные всюду в ко- 
нечной поверхностно-односвязной области У и если лежащая в области И 
поверхность $ односвязна, регулярна и ограничена регуляриой замкнутой 
кривой С, то 

\ dS + [УхЕ (r)} =6 dr. F (r) (meopema Cmoxca), (5.6-1) 
С 

т. е. криволинейный интеграл от Е (г) по замкнутому контуру С равен по- 
току ротора УХЕ через поверхность, натянутую на контур С. Ориентация 
вектора площадки 4$ должна быть согласована с орнентацией контура С по 
правилу правого винта. (Точнее, такая ориентация производится у края 
поверхности, а затем продолжается по непрерывности.) 

При тех же условиях, что и выше, 

\ asxwxe ry =Q dex (r), 6.6-2) 
$ С 

и для любой однознатной скалярной функции Ф (г) с непрерывными частными производ- 

ными в областн 

\ 4$ ХУФ (г) = 4г Ф (г), {5.6-3) 

5 С 

Формулы (1). (2). (3) остаются справедлизыми и для неограниченной области И. если 
подынтегральная функция в криволинейном ицтеграле справа имеет порядок О (1//?2) вон 
ro (1, 4.4-3) 

6.6-3. Nona c paspiisamu nwa nosepxdocTax ‘см. гакже п, 15.6-5, 6). Пусть скаляриая 
фуикция Ф (г! или координаты векторной функции Р (г) непрерывно. диффереицируемы 
но O62 стороны от регулярной поверхности $5. но разрывны на $:, причем существуют 
предельные значення как па одной (положитэльной) стороне поверхности 

Фу (г) или Fs (r), 

так и на другой (отрицательной, стороне поверхности 

MD (г) или В (Г. 

В каждой точке (г) поверхности $, опзеделим функции 

по (г) [Ф. (г) — Ф_ (г)] (почерхиостный градиент), 

пе (г). [Р.4. (©) — Р_ (г)] (поверхностная дивер:ениия), (5.6-4) 
n? (r)X[ Fy (r) — FL (0)] (поверхностный ротор), 

где пе — орт положительной нормали к поверхности $: в точке (г) (п. 17.3-2). Тогда ин- 
иезральные гигорем: табл. 5.6-1 останутся в силе и для тахих функций, если в точках 
поверхности 5, заменить в объемнчх интегралах градиент, дивергенцио. и ротор на их 
поверхностиные аналоги. 

5.7. ОТЫСКАЕНИЕ ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ ПО ЕГО РОТОРУ 
И ДИВЕРГЕНЦИИ 

5.7-1. Безвихревое векторное поле. Векторное поле Е (г) называется без- 

вихревым в области У, если в каждой точке этой области 

УХЕ (г) =0, 

т. 6, (5.7-1) 
oF, OF, OF, OF, OF, OF, 

Wy He OG HO AO
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Ноле Е (г) является безвихревым тогда и только тогда, когда’ —Е (г) есть 
градиент УФ (г) некоторой скалярной функции точки Ф (г) в каждой точке 
области У (см. также формулу (5.5-19)); в атом случае выражение 

Е (г). аг==Р, (х, и, 2) ах-- Ву (х, у, 2) 4у- Е, (х, у, 2) 42 =5 

=—dr-VO(r) =—dO (5.7-2) 

есть полный дифференциал (п. 4.5-3, а). Функнию Ф (г) часто называют ска- 
лярным потенциалом безвихревого векторного поля. | 

` Если область У псеверхностно-односвязна (п. 4.3-6.Ь), то Ф (г) — однознач- 
ная финкция, определяемая по Е (г) с точностью до аддитивной постоянной, 
и криволинейный интеграл от F (r} no кривой С, лежащей в области У, не 
зивисит от пути интеграрования: 

r 

| Е (9) - 46 =— [Ф (г) —Ф(а)|. (5.7-3) 
а 

В этом случае указывают только нижний и верхний прелелы интегрирования. 
Криволннейный интеграл ФЕ (0). 4» по любому замкнутому пути С. (цир- 

куляция вектора ЁЕ (г) вдоль С) в области У равен нулю. Если область И 
многосвязна, то функция Ф (г) может быть многозначной. 

В частности, условие . — 

OF or 
x 1 

| 

Oo) 7 or =9 (5.7-4) 

необходимо и достаточно для того, чтобы криволинейнцый иитеграл 

Vr, (x, y) dx+ FY (x. y) dy 

не зависел от пути ивтегрировация, т. е. чтобы подыитегральное выражение было пол: 
ным дифферснциалом ')} 

5.7-2. Соленоидальные (трубчатые) векторные поля. Векторное поле F (r) 
называется солепоидальным в области У, если в каждой точке этой области 

oF, OF, «OF, 
У.Е (г) =0, т. е. ar boy ba = 9. | (5.7-5) 

Векторное поле является соленоидальным тогда и только тогда, когда 
Е (г) есть ротор У Х А (г) некоторой векторной функции точки А {г} (см. также 
формулы (5.5-19)), которая называется векторным потенциалом векторного 
поля В (г). о 

5.7-3. Отыскание векторного поля по его ротору и дивергенции. 
(а) Пусть У —конечная открытая область пространства, ограниченная 

регулярной поверхносгью $ (п. 3.1-14), положительная пормаль которой 
однозначно определена и непрерывна в каждой точке поверхности. 

Если дивергенция и ротор поля РЕ (Г) определены в каждой точке (г) обла- 
спи У, то всюду в У функция Р (г) может быть представлена в виде суммы 
безвихревого поля Е} (г) и соленоидального поля Е. (Г): 

Е (г) = 2, (г) НВ, (г), 
УХЕ, (г) =0; У.Е, (г) =0 J - 

(теорема разложения Гельмгольца). 
pr 

rue (5. 7-6) 

') Сы. сноску к п. 5.4-1.
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Ффуккция Р (г) определявися однозначно при дополнительном условии зада- 

ния нормальной составляющей Е (г). as] byakuuu F (r) & Kaxcdolt more noseux- 
. } 

ности 5 (теорема единственности). 

Эффективное отыскацие функдии ЕР (г) по этим данным сводится к решевию диферен- 
пнальных урависций с частпыми ороизводными пол пекоторых краевых условиях. 
Важиый частный случай. в котором 

У.ЕР{г) =, VX Fr) =), 
и, значит, всюду в У | 

Р (г) = — УФ (г), — УФ г) =0, 

рассматривается в теории потепциала (ип, 15.6-1—15.0-10). 

(b) Если в каждой точке (г) пространства заданы функция 

У.Е (г) =4л 0 (г); УХЕ(Г=4л} (г), (5.7-7) 

то Формулы (6) onpezeanior F,(r) un Е, (г), а следовательно, и Е (г), одно- 
значно с точцостью до такого слагаемого ЕР, (г), для которого У? Е. (г) =0. 
Имеют место следующие формулы: 

Е, (Г) = — УФ (г), 

Р. (г) 9% А (9), | 
‹ ф = dV (5.7-8) 

jr— ol"? 
lig A (r)=\ —*— dv 

(г) Jir—e] "J 

где интегралы справа (скалярный ц векторный потенвиаль) предполагаются 
существукяцими (см, также п. 15.0-5}; интегрировапие производится по писем 
точкам (2) пространства.



ГЛАВА 6 

СИСТЕМЫ КРИВОЛИНЕЙНЫХ КООРДИНАТ 

6.1. ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

В главе 6 дается описание скалярных и векторных функций точки 
(см. Также. ий. 5.4-1—5.7-3) в криволинейных координатах (п. 6.2-1). Век- 
торы будут разложены по направлениям координатных линий илн перпенди- 
кулярно к ним (пп. 6.3-1—6.3-3). Применение криволинейных координат 
упрощает многис задачи; наиример, можно выбрать такую систему координат, 
чтобы на координатной поверхности рассматриваемая функция была иостоян- 
HOH ir. 6.4-3 u 10.4-1, c). 

сновное внимание в гл. 6 уделяется ортогональным системам координат 
(пп. 6.4-1—6.5-1}, как наиболее важным для. физических приложений. Пред- 
ставленне вскторных соотношений в неортогональных координатах рассмот- 
рено более подробно в тензорном анализе (гл. 16). 

6.2. СИСТЕМЫ КРИВОЛИНЕЙНЫХ КООРДИНАТ. 

_6.2-1. Криволинейные координаты. Система криволинейных координат, 
заданная в области ИУ трехмерного евклидового пространства, ставит в соот- 
ветствие каждой точке (х, у, г) упорядочениую тройку действительных чисел 
x1, х?, ^31). Криволинейные координаты 21, х2, ХЗ точки (х, 9, 2) == (x1, x2, x3) 
связаны с ее прямоугольпыми декартовыми координатами х, у, г формулами 

= (х, у, 2), = (х, и, 2), №=43 (Хх, И, 2), (6.2-1) 

где функции (1} всюду в У однозпачны и нспрерывно дифференцируемы, 
: “Ll 52 x3 | 

причем якобиан =) 40 (допустимые преобразования, см. также ии. 

4.5-6 и 16.1-2). 

Система координат х!, х?, хз будет декартовой (п. 3.1-2; по, вообще говоря, нс 
прямоугольной) в том и только в том случае, когда все уравнения (1) линейны, 

6.2-2. Координатные поверхности и координатные линии. Условие x! = 
=x! (x, у, 2) =с00${ определяет координатную поверхность. Координатные Ho- 
зерхности, соответствующие различным значениям одной и той же координаты 
х', не пересекаются в И. Две координатные поверхности, соответствующие 
различным координатам х’, х/ пересекаются ио координатной линии, соответ- 
ствующей третьей координате х”. Каждая точка (х, и, 2) = (м, х?, x3) us V 
может быть представлена как точка пересечения трех координатных поверх: 
постей илн трех координатных линий. 

‚ 6.2-3. Элементы длины дуги и объема (рис. 6,2-1; см. также пи. 6.4-3 
и 17.3-3). 

(а) Элемент длины дуги ds между двумя «соседними» точками (х, цу, 2) = — 
(xt, x8, 23) и, (х--ах, у-нау, 2-42) = (t+ dx), x°-+-dx?, x8+dx3) 3anaetca 

  

1) Зиачки 1, 2, 3 в обозначаннях Xx}, 47, дз не являются показателями степени; 
ем. также пп. 16.1-2 и 16. 1-3, 3a
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квадратичной дифференциальной формой 
3 3 - 

ds? = dx? +. dy? + dz? = У У) Bip (0, x?, x8) dx! dx*, (6, 2-2) 
i= 1k! 

где . 

7х ди ди % oz Te? в (8, 22, x3 = [oa < 92 | = g,; (xt, x%, 33 
ik (. ) = ax! xl re axe ax? Ox” (x, x x3) Eni ( | ) 

(i, =1, 2, 3). 

Функции. бд (х1, х®, ХЗ} — компоненты метрического тензора (п. 16.7-1). 

Координ. линия x3 

(2! 1 13+ 013) 

    

724 dx? 23+ dr) 
(1112, 05213) 

(xc dr! 77+ dx? 134 dr) 

_Koopdun. nunun x? 

(x!     

   

    

    

Ragas? 

(111213) 

Уна 

(11+! rr de? 13) 

Koopéun. линия x! 

Рис. 6.2-1. Элементы коордиватных ‘лирий, поверхиостей и объема в системе криволи- 
пейиных коордипат. 

) Шесть координаттых поверхностей, соответствующих точкам (х!, x2, x) 
nH (xt+dx!, x2+dx?, x3+-dx*) (рис. 6.2-Г), огравичивают 5лемент объема 
(параллелепипеда) 

аи. пра да 43, (6.2-3) 

  

O (x), x2, x3) 

где 
д (х, y, 2) |* 
и = . 1 22 = 
р (xt, x2, x8) fo Get [giz (x", Хх, NSE 

(см. также пи. 5.4-7, 6.4-3, с, 16.10-10). Система ксординат называется пра- 
вой в области У, если касательпые векторы к координатным линиям xl, x2, 
хз, ориентированные в сторопу возрастания соответствующих координат (что 
определяет положительные направления координатных линий), образуют пра- 
вую тройку (как и орты 1, }, К правой декартовой системы координат). Для 

правой системы координат  якобиан 0 (x, y, 2)/d (x1, x?, хз) =ИУр > 0. 
Описание векториых элемеитов линий и поверхиостей в криволинейных коорди- 

патах см. пи, 6,4-3, 17.3-3 и 17.4-2. 

6.3. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ КООРДИНАТЫ ВЕКТОРА 

6.3-1. Координаты вектора и локальный (местный) базис. В гл. 5 вектор- 
ные функции точки были разложены но базису 1, }, К системы декартовых 
координат; модуль и направление каждого вектора этого базиса‘одни и те'же 
в каждой точке. Если векторная функция ЕР (г) описывается в криволицей- 
ных координатах x}, х?, хЗ, то удобнее применять локальный базис из век- 
торов, касательных к координатным линиям в каждой точке (х1, х?, x3) или 
перпендикулярных к ним. Такие базисные векторы сами являются векторными 
финкциями точки. В каждой системе криволипейных координат можно ука- 
зать тли сиособа выбора локального базиса (пи. 6.3-2 в 6.3-3).
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Габлица 6.3-1! 

Соотношения между базисяыми векторами и координатами 
векторов в различных локальных системах отсчета 

  

° 

(а) Соотношения между 1, }, К ч векторами локальных базисов i; Cis е’ системы 

«чриволннейных координат х!. х?, хз: 

  

1 дх д Oz 
|. = . foo ей i = = ‘у | +- i } +7; ks 

V 23; UX x Ox 

; t 
 — Gx, | Ox 9х. = : с ae (tor ita’ (f= 1, 2, 3), 

3 3 

К дх Ш ax! Q ox gt 
| —= \% ven i —--— @, == ——.. ©", ии Хы Хы 

i= i ==] t= 1 

3 3 3 
ах 2 -— Vax! ." 

= Ux gi; 1, = У Ox” е; = XN oy | el 

Ou het OU hot Ox! 
i= , == { i=: | 

3 3 3 

>
 | A
 

' 
5,

 
‚Я
 

—
 } 

he
s : 
©
,
 

i
e
 

} 
> 

| ‚У
 

$
 

.
“
 

A . ° 

(№ Соотцошения между Г, Е. Б.. физическими координатами Р,. коятрава- 

риантными косрлинатами Е; и ковариантнымл координатами К в системе криволи- 

мейных кзординцат х!, х2, х3; 

t t t 
A —— Е, i Ox дх .. , Ox ; P= Vials Fo oa Pb Fits; 

    

Ox Ou 2 

Ox . Oy G2 ото 
и @@ = 1, 2, 3), 

3 9 Bp 3 д 3 д i 
Ox . х 1 дх р мены У, 

” 0 Узи hows OF bras OX * 

3 3 i 
вм LY QO 

нд” Ива hag OM pay © 
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Тноблица 6.3-1 (ррозоллжениг 

  

  

  

(с) Соотношения :ежду векторами ловальных базиеов и кеордичатами векторов 
в друх системах криволияейных координат (базиспые векторы и координаты векторов 
для системы х!, х?, хз отмечены чертой сверху, см, также п. 16.2-1}: 

4 . 3 

! - - Vax! - дх t ее: = Vee ec; Ha YS = 1, 2, 3) 
h = R a ax® t 5 1 » “» . 

opp aod ох so CX 
t= I ==] 

3 b 3 
A 7 t хо Иа | ox . М ay 
F,=V g Fe, pe Wo Fi; y= % —- F.(e = 1, 2, 3) R “RR 4 пм » fowls fered ОХ pan ОХ 

(== J (= 

3 3 

- YOY) ax! ay" 
fo, = — = Я: di, Е =1, 2, 3). 

tk xt дхе “! 
j=} h =m |   
  

6.3-2. Физические координаты вектора. В качестве векторов локально- 
ro базиса в кажлой точке (x!, х?, х3) ==(г) выберем единичные векторы 
ъ 5 `. e ` fe e 2 a + | 

i, (xt, x?) 2), f, (vt, 7, 4%), fg (xt, 47, 28), касательные к координатвым лина- 

  

Conedun, sanua 2 sim xi, x2, 3 (см. также п. 16.8-3). 
РИ Каждая векторная функция 

P(r) == F cx}, 22, д3} может бьзь 
Ooo одназначпо представлена в виде 
we A и , 

P(r) =P Ot, 0% x2) = 
> een ть , ~ д. rae re ^ 

Е А “А Kaede линия 12 = Ри, -{- Р-Р (6.8-1) 
А ws —__ в каж Ой оке (г У к? aS 

ms Ва as ii Я TO IKe ( ) --- ЦА , 5; > Хх Je 

`` Физические кооодинат!: 

У Аварии линия se! Py F (8, 2, x), } 
` 

FF, (x1, x, x3), [6.32 

Рис. 6.3-\. Разложение вектора Е по сдиния- a к 
ным вскторам и. ba, iss физические координа- Fis, (xt, x, x3) 

th) Fy, Е», Fy явсктора, 
вектора Е и локальные базяаены 

векторы fy (xt, x2, x3), ip (xt, x8, ХЗ}, 13 (5 5, хз) могут быть выражены нз- 
посредственно через координаты ЁРх, Ру, Е» того же вектора и орлы i, i, k 
прямоугольной дехартовой системы координат (см. табл. 6.3-1), 

Заметим, что Функции 1% — 98. и 02 являются напозвляю- 
И дя? ИЕи вх! УЕи ом 

HUIMH косинусами орта 1; (т. е. Ё-й координатной линии) во отношенвло 
к ссям Ох, Оц, Ог (см. также рис. 6.3-1). 

6.3-3. Контравариантные и ковариаитные координаты всктора. В качестве локаль- 
чого базиса можио также выбрать либо тройку вектороз 

    

е1 (х\, х?, 41} ЕЕ У вии 11; Qn (xt, x2, x3) =e V aoe bo: 
(6 3-3) 

ез (1, 22, 43} == У баз 1, 

‚направлевных пс коордипатиым лвиням, либо тройку векторов 

. е› хе. я lg Xe C1 X C4 , 
el (xt) xt, xf) se 2A et at, xt, x9) ae BOL et rt, 2, 9) =“, (6.3-4) 

[еее] | 1626] [еле263)
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направленных перпендикулярно к координатиым поверхпостям. Каждый вектор Е (г) 
может быть представлен в одной из следующих форм: 

F (r) =F (x!, x2, x3) = Ре, -- РЕ?е, -- Fie, = Fye! + Fie? -+ Fe (6,3-5) 

в каждой точке (г) == (х!, x2, x3), Kak модули, так и направления базисных векто- 

ре е; п е' меняются от точки к точке, за исключением того случая, когда х\, х?, 

хз — декартовы координаты (п. 16.6-1,. а). 

Контравсариантиные координаты Fi = (x?, х3) =Е.е’ и ковариантные коор- 
динаты . Е; = F; (x!, x?, x3) =F- с; (1 =1, 2. ye. cucreme координат х!, х?, x8 WW COoT- 

 етствующие базисные векторы е; ие могут быть выражены непосредственно через 
г, Ё,, Е, и орты i, j, k прямоугольной декартовой системы координат (табл. 6.3-1). 
Отметим еще формулы (см. также пп. 16.6-1 и 16.8-4): 

_ е2 хе. 0 ao Xe, _ el xX е?. 6.3-6 

е: = [е1е?е3] ’ 2-7 [ete2e3] 37 [eteze}' ( oe ) 

[е;е›ез] = [е'е2ез] 1 — [111,13] V 81182285 =: У 8; (6.3-7) 

— 1 при {= — ° — .. . Г — , 

В частном случае прямоугольных декартовых координат х! ==Х, х? == у, хз == 2 имеем; 

e; =e! = i, =i; Co =e? = 1, = j; ез == @3 = В =К. (6.3-9) 

Глапиое преимущество представлелия векторов в коиптраварнаитиых и ковариаит- 
ных координатах заключается в относительной простоте соотношений, связывасщих 
эти координаты в различвых системах координат (табл. 6.3-1: см. такжо п, 6.3-4). 

6.3-4. Запись векторных соотношений в криволинейных координатах. 
Каждое векторное соотношение, записаниое в гл. 5 в прямоугольных декар- 
товых коордипатах, может быть записано в криволинейных координатах с по- 
мощью табл, 6.3-1. Если рассматриваемое соотношение содержит производные 
или интегралы, то следует учитывать, что базисные векторы в системе криво- 
линейных координат сами являются функциями точки. 

Многие практически важные задачи допускают применение системы ор!то- 
гональных координат; (п. 6.4-1). В этом случае формулы пп, 6.4-1—6.4-3 н 
табл. 6.4-1—6.5-1] дают сравнительно простое выражение для векторпых 
соотношепий неиосредствеино в физических координатах. В тех случаях, ког- 
да такие специальные методы непригодны, целесообразнее применять не физиче- 
ские координаты векторов, а контравариантные и ковариантные координаты; фор- 
миулировка соотношений векторного анализа в контравариантных и ковариантных 
координатах изложена подробно в гл. 16 как частный случай более общих соот- 
ношений тензорного анализа. 

В частности, примспение формул пп. 16.8-1—16.8-4 для вычисления скаляр- 
ного и векторного пронзведений и прямой метод ковариантного дифференцирозания 
(nn. 16.10-1 — 16.10-8) дают выражения для дифференциальных операторов типа УФ, 
у ° ) У х F, 

6.4. СИСТЕМЫ ОРТОГОНАЛЬНЫХ КООРДИНАТ. ВЕКТОРНЫЕ 

СООТНОШЕНИЯ В ОРТОГОНАЛЬНЫХ КООРДИНАТАХ 

| 6.4-1.  Ортогональные координаты. Система криволинейных координат 

x", x2, ХЗ (п. 6.2-1) называется ортогональной, если функции ар (х1, хз, 43) 
удовлетворяют соотношениям | 

Bip (tt, °, x8)=0 mph tk (6.4-1) 

п каждой точке (м, х?, x3), Координатные линии, а значит, и векторы локаль. 
Horo базиса В, 1, igs будут при этом перпендикулярными друг к другу
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в каждой точке; каждая координатная линия перпендикулярна ко всём коорли- 
натлым поверхностям, соответствующим постоянным значениям рассматривае- 
мой координаты. 

6.4-2. Векторные соотношения. 
(а} В табл. 6.4-|] призедены нанболее важные лекторные соотношения в 

ортогональных координатах. Функции ви=вн{л!, ха, х3) ==|е;|? для каждой 
системы ортогональных координат получают из формулы (6.2-2). В этих фор- 
мулах знаки плюс и минус относятся к правой и левой системам: координат. 

Таблица 6.4-1 

Векторные состношения в ортогональных координатах 

(Знакн плюс и мвнус отпосятся к правой и левой системам ортогональных коор- 
динат. } . : 

  

(а) Скаляроче и векторное произведения 

к.с = А, 4, + А,б, - Р.С: в = ИА + + Fa, 

i, x, F, С, т 

Fx G= i, xi, В, С, = P, PF, Л, ‚ 

ar Хх A, б, | С, 6, G 

А, G Hi, Py G, Я 

^ A A . A ‘A А 

[РОН] =|F, G, He [111213] —=+|А, О, 19 

P 6G, ARS А, д, ft, 

(%) Дифференциальные операторы !) (2 == 811822859) 

! @D J 9 ] дФ 
у [у Fax a4 7 Gah + — | 

Ув, dx V Boe Ox? Уё.. 3 9х3 
Ра 

"ВУ: 5ЬИЕнЬФУЕ ves УЕ | (4, Eis + дх? Е, 2 + дхз \ * Bss J J? 

| Vein 1 V Soo be Ув». 3, 

I .9 9 oO 

чт бе бя | 
AVE Oia AVE 

(Е.У) Ф == +: FA OD Fy om Fy 2 

У, Ох УЕ. , дх? V Bus Oxs , 

om az t_ [2 (Ve о) (УЕ =) 2, (ve 22)) 
ee ее ва) tam (ee Se) + am (ae oe) 

') Выражение для У?Е получают вз формулы У?Р = ViV- Pe VX (VX F) или 
из правил п. 16.10-7. Выражение для (Е -У) С получают из табл. 5.5-1 или из правил 
п, 16.10-7. 

  

  

    
  

ПНрнимечание. Формулы для УФ, У: РЕнухЕ могут быть получены и непосред- 
ственно из инвариантных определений п, 5.5-1, примененных к элементариому объему, 
изображенному на рис. 6.2-1.
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(5} Для любой системы ортогональных координаии: ` 

Г при [= |i, Xip= cigs 1, Kk igri, 1 = К, 
о нь | 6-4) 

npu isk; | iy X ipig X ig ig X ig==0:. [iigig] = 1 
‚ — 1 , . 

=2Venes -=УвнР к eh @=1 2,3; (6.43 
tr 

  

i= — Le. 

Vea НИ 

еее = [etete?|- = [1153] V 118208 733 == oh У 5; (6.4-4) 
9 » O 2 O 1,0 1 . @ | д Vert 2 pet pe 2 = + is 5.4- 

С о т дхз . WE $41 = и ГИ an Vea 13 дх on) (6 4 5) 

6.4-3. Криволинейный интеграл, поверхностный иятеграя и объемный инте- 
грал (см. также рис. 6.2-1). 

(a) Для спрямляемой кривой’С векторный элемент линии Аг имеет физи- 

ческие координаты ds, =V oq, ax!, dsy=V Bo ах?, 453 == ваз 4х3, т. е. 

dt= SF dtsdx i+-dy j-+-dzk=ds, i; +dsy ig-+ dsp ig = | 

| = Иди 4 pV Bop Ax? ig + V yg dx? ig. (6.4-6) 
Подходящее выражение. (6) для (г должно быть подставлено в криволинейный 
интеграл, определенный в п. 5.4-5. Для ортогочальчых координат х!, ха, хз 

Р.А А, аз -- А 45 -- Вы ав = (А НР ЕН РЬ Ч) а. (6.4-7) 
С С с 

Заметим что: для любой системы криволингйчих координат 

dr =e, dx! +e, dx? +e, dx! 

(сем. также п. 17.2-1\; Эля ортогональных Koopdunam x, x2, x 

J F .dr =| Fy dx! + Fy dx? + Р, ах? == | НЕЕ хи -- 2,22 ах? + Zork? dx3. 
С С 

by Onncaune илощади поверхности $ и векторпого элемента поверхности 

43 в координатах на поверхности дано в пп. 5.4-6 и 17.3-1. В частности, 
если система ортогональных координат выбрана так, imo поверхность 5 есть 
часть координатной поверхности х* ==с0л$1, то координаты хЁ и х/ образуют 
на этой поверхности систему ортогопальных поверхностных координат, и 

4$ == V igi dx! dx/ ip = ds; ds; ip = te dx! dx) e, 
ве ‘ 

(ЕВЕ К=, 2, 3). , (6.4-8) 
Относительная простота получающихся отсюда выражений для поверхностных 
интегралов (5.4-13) и (5.4-14) часто служит основным поводом для введения 
системы криволинейных координат (см. также п. 10.4-1, с). Знак квадратного 
корня. в формуле (8} определяется выбором положительного направления 
пормали (п. 17.3-2): знак -|- соответствует правой системе координат. 

(с) Элемент объема АУ, появляющийся в выражениях (5.4-16) и {5.4-17) 
для объемного интеграла, дается формулой (6.2-3) или 

а 2) at dy? dm +4Vodldtdiat 611822033 ах! ах? 4х3 == 
9 (х!. x2, x3) 

= ir ds, dS» 53. (6.4-9) 

Вели система координат правая в формуле (9) берется знак плюс. 

6.-;. ФОРМУЛЫ ДЛЯ СПЕЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ ОРТОГОНАЛЬНЫХ 
КООРДИНАТ 

В табл. 6.5-1 —6.5-12 даны формулы лля некоторых специальных сислем 
ортогональных координат. В частности, для каждой такой системы табулиро- 
вины фуикции gz (vt, x7, №3) =. е; |2,
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. Таблица 6.5-2 

Общие эллипсоидальные координаты /, п, у 
  

  

(а) Координатные поверхности (А >> — сир фур - а?) 

  

  

x? -Е 2 + 2? =I1 (эллийсоиды) 
а А о”  --А 

x 4. у +- 2 (однеполостные зиперболочвы) 
аи и си | 

х* 12 2? ` - 
ту -+- op с +- ау | (двуполостные гиперболоиди).   

(5) Преобразование к эллипсоидальным координатам 

— А) а -- в) @ М). 
  

  

2 

К а 6) (а — 2) 

5 __ (22-4) (62 и) 6 У. 
y= (62 — с?) (6? — а?) , 

22 xe EA) (c? -|- и) (У) 
  

(с2 — a?) (с? — 52) 

(с) Специальнал система вллипсоидальных координат и, 0, № вводится 
формулами 

A = 499 (u) — aes 

    

  

  

pe == 48 (9) — eee 

v= 4 (w) — 2 -|- + -- с 

так что (см. п. 21.6-2) 

Чи == ——>, 4% = oH , dw = i ‘ 
a VEO) V Fp) VF) 

где f (f) = (#2 +0 (6 +0 (+0. 

(4) g ААУ р _ (w— ¥) (u —A) _ WA) (v— Bp) 
AA 4f (A) 7 бий 4F (a) О > “GF yy 

Bay 4 LB (4) — #6] — @ (5) |, 

Е, =4 @ ® —Р (в) © © — 8}, 
ру = 4 [8 (0) — 2 (w] [LP (w) — @ (0). 

(е) Лапласиан скалярной функции 

У авг, ох 
Vid “goes 5% vi (A) aE | + 

4 д ——0Ф 4f(v 0 

+ pen a PO | + paw ame PTO | - 
hf 1 i> оф 
4 ЦР ш) — ©] [© (0) —  (w)] ou? © [8 (ve) — 2 (@) LP (v) — #0] д 

+ | о: 
[42 (№) — ® (и)] [© (8) — ® (5)] ди: ]` 
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Таблица 6.5:3 

Координаты о, т, ф вытянутого эллипсоида вращения 
(ось О2 — ось вращения; см. также рис. 6.5-1) 

a x    a(G+ %) 

Рис. 6,5-1. Ортогональная система софокусных эллипсов и гипербол с фокусами F, F’, 
Эти кривые определяют систему эллиптических координат па плоскости и порождают 

коордииатиые поверхности в следующих системах координат: 
1) вытянутого эллипсоида вращения (если эти кривые вращаются вокруг оси Р’ОР; 

табл. 6.5-3); 
2) силюснутого эллилсонда вращения {если эти кривые вращаются вокруг оси Q’0Q: 

табл. 6.5-4); 
3} эллиитического иилнидра (если эти кривые смещаются перцендикулярно к пло- 

скости рисупка; табл. 6.5-5). 

(а) Координатиме поверхиости (б=1=%>=-—И 

2 + 2 =? 
ти -- 5 =1 (вытянутые эллипсоиды вращения), 

а? (62— 1) а? 0? 

хе 2? | 
4 -.. = | (Овуиполостише гиперболоиды вращения a2 р Ка (dayne ) р pau ), 

у =х le ф (полуплоскости, проходящие через ось 02). 

Все эллипсоиды и гиперболонды имеют общие фокусы (0, 0, а) и (0, 0, —а); 
сумма ин разиость фокальных радиусов в любой точке (х, и, 2) равны соответственно 

tag и Преобразование к координатам вытянутого эллипсоида вращения 

x? = а? (02 — 1) (1 — tT?) cos? , 1/2 == а? (02 — 1) (1 — 7?) sin? q, Z = act. 

(с) Специальная система и, Uv, ф вводится формулами 

а =спи, т = с05 VU, ф=ф Oxsu<co, о=ожл, 0XQ< 27); 

при этом 

x=:ashusinvcos@, yaashusinuvsing, z=achuco3v, 

02 — %? 0? —т2 
(9) бо =. ба а у, бор (0% — 1—1); 

— Gg — 2 2 a 2 2 ot _. 2 1 2 . 2 

ги = Sy =O (sh? uw + sin? 5}, Bong = Sut a sin® oO. 

(ec) Лапласиан скалярной функции 

> 1 оф ог OD 7 0* — 52 02D 20 — ~~~ -— - К — р 
УФ (2 {0 — 1?) tas | | (0% —~ 1) 46 | OT {a т) GU | ^ (6? -—- 1) (1 — T2) Og }   
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Габлица 6.5-} 

Координаты @, 1, ® сплюснутого эллипсоида вращения 

40сь С — ось вращения: см. также рис. 6,5-1) 

  

(a) Координатные поверхности {0 20; —1:51=< !) 

x2 + 17? ze 

@ Ufo) + 08 = 1 (спаюенупиые эллипсоиды пращения) 

Е т | (одноп иные гиперб 9 ) — — = обнополосииые гсппероолопом сращенил 42 (1—2) ait р ращ , 

у=х4ф (полуплоскости, проходящие через ось 02). 

(6) Преобразование к координатам сплюснутого эллнисоида вращения 

х? = а* (1 + 0?) (1 — T?) cos? g, y? = a? (1 + 0?) (1 — £2) sin? g; 2 == 105. 

(<) Специальная система и, 9, ф вводится формулами 

O=sllu, T==cosv, ф-=ф (0=и<о, бул, 0OXQ <2N); 

при STOM 

  

x=achusinucosg, g=achusinusing, z=ashucosyv. 

‚ 6? 2-4 12 ~ __ a2 -|- 2 , nd 5 о 

(4) bog = трое, Вт == а* =, Fon = a? (1 -+- 0?) (l — Tt); 

и = Во = a? (sh? w+ cos? $), Seg == a? cli2 aw $11? 9. 

(е) Лапласиан скалярной функции 
I 9 , „9% aI ’ ) on ° С? -|- [2 apy 2 1-92) ot fe et — 08) on не УФ = 55 56 | Го) о | ГЕ | | Татар]   

Таблица #.5-5 

Координаты о, т, 2 эллилтического цилиидра 
(применяются также как (софокуспыс) э. Latent. кий коордииеииы 

а илоскости Оху; см. также рис. 6.5-1) 

  

  

  

(а) Коордипатные nopepxuoctra (0 22 1; —f = tT == 1) 

x {72 . 
с зн их == | (улаий'нические цилиндры (202 + а: (с: — 1) ( v } 7 Ор ), 

2 2 
я _й 1 (2 tj до прокси 9711} гу * 23 + вер 1 © гперболические цилиндре), 

== 2 (пасскости, ‘параллельные плоскости Ox). 

ib) Преобразовапие я координатам эллиптического цилиндра 

x == cot, y* = a? (G2? — 1) (i — 1’), 2 = 2. 

(с) Специальная система и, о, = вводится формулами 

б = СИИ, tT==cosv OSuco; 0=0=л)у 

поры этом - 

х = аси с05 и, уаз и по, 2 == 2. 

G2 — T2 92 — 12 

g == 1? — — а? ———— 2 = j° (d) 209 д o2 — | ' 8 а 1 — T? ’ Sao 1; 

= — nz 2 122 г = big = Bay =F (sh? uw -+- sin? ©), bo 1. 

(с) Лапласиан скалярной функции 

. 1 —— a ——— 0D . - .9 —_. ОФ 92Ф 
Vp w= a? (G2 — 12) lve 1 96 (ve — |] 3S) -|- ИТ — 12 де (vi — 12 Se) - = 

  

922 

] OD Eth 02Ф 

~~ a? (sh? u -- sin? v) \du? ди? oz?    



192 ГЛ. 6. СИСТЕМЫ КРИВОЛИНЕЙНЫХ. КООРДИНАТ 

Таблица 6,5-6 

Конические координаты и, 9, в 

  

(а) Коэрдинатные позерхности [c? > v2 > 6? > w?) 

х2 - и? - 2? == и* (сферы), 

  

x* ir 2 
-|- 52 Ge -{- ее = @ чконисы, ось которых совпа”ает с осью О2), 

4 ё 3 
x uf z . 
pe -{- w?— 2 -} Dae ct = 0 (конусы, ось которых совиадает с осью Ох). 

(5) Преобразование к коначзским координатам 

    me Oye we EE OR OP) PO ae a Em wt 
в‘ р? b? — c2 i C2 ck — р? 

сн Ц? (0? — w*) : и (0? — wre) 
с   =— 1 =f. 

= . 

ии , Bay fur? --- 2a (U2 -— 68" 2 rw (eo? ~— 621 we — ¢?)     
  

Таблицы 6.5-/ 

Параболоидальные координаты Л, 2, V 

  

  

x? a7? 
~A—A + А — В 

  

\а} Коордичатиые позеркности лЛ«<В<и<аА<У 

= 22 НА (эллиптические параболаиды), | 

` | 
1 

x? 4 y? 

a fa = 22 t (гиперболические параболоиды ПА LB +i ¢ р р / ), 

х? 2 a 

(b) Преобразование к параболоидальным координатам 

  
  

> Ah) (A ~ И} (А У) ,_ (8B — A) (8 — wi (6 —w 
x= B ~~ A , у — А -— В . 

I 
ga 5 (44 8B -A— pv. 

lL qn MWAH 1 (Vv—ud (A = 
b= Tam Baw Sa Taw ew 

а (Av) (U — VI 
Py (A— Vv) (B= vw 
4 

У 4 
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` Таблица ,6.5-8 

Параболические координаты ©, т, @ | 

(ось Ог — ось вращения; см. также рис, 6.5-21 
  

  

И ог 0, 

  

xP fy = 

динатам 

Х = 01 с0$Фф, y=otsing, 2= 5 (0%), 

(a) Координатные поверхности 

‘софокусные параболоиды 

= — 22 -|- а - 
  

вращения; фокусы в начале координат), 

у=х 6 Ф (полуплоскости, проходящие 

через ось 02). 

(b) Преобразование к параболическим KOOp-   0’ 
Рис. 6.5-2. Ортогональная сн- 
стема софокусных парабол с 

(<) Bog = By SOT, Bog = OV. _ фокусом Р. Эти кривые опредсе- 
(4) Лапласиан скалярной функции ляют систему параболических 

, координат на плоскости и по- 
рождают координатные поверх- 

- 1 1 a om | 2g — ——__. | . 2 uv’ ности в следующих системах 
У ® G2 -+ T? [5 дс (0 в) + координат; 

га 20) ( 1 1 arm 1) параболических (если эти 
— — =—— —— + --— } --- кривые вращаются вокруг оси 

+ Tt OT ¢ дл + o? т 13 / 90$] | P’ FP: reba 6.5-8); Py 
. 9) параболического цилинд- 
ра (если эти кривые смещаются 
перпендикулярно к нлоскости 
рисунка; Табл. 6.5-9)     

Таблица 6.5-9 

Координаты ©, т, 2 параболического цилиндра 
(применяются также как Параболические координаты на плоскости Охи; 

см. также рис. 6.5-2), 
  

  

(a) Координатные поверхности 

= = Wy +08, 
за (софокусные прямые параболические цилиндры), 

дб? 

= =2 (плоскости, параллельные плоскости Оху). 

(6) Иреобразование к координатам параболичсского цилиндра 

1 
i= OT, y= > (1? — 0?), 2 —=2г, 

(©) бд = 8х = 0" 12, В, =1. 

(9) Лапласиан скалярной функции 

1 (SP 5) + д?Ф` 2 — ~—____— ae a 
У Ф G2 + т? 92* do? | Ot?     

7 Г. Корн и Т. Корн
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Таблица 6.5-10 

Бицилиндрические координаты ©’, т, 2 
(применяются также как биполярные координаты на плоскости Охи; 

см. также рис, 6.5-3) 

(а) Координатные поверхности 

x? -+ (у— ас 0)? = а? (492 0 |- 1) (прямые круглые цилиндры), 

(х — acth 1)? + у? = а? (42 т — 1) (прямые круглые цилиндры), 

‚г = 2 (плоскости, параллельные плоскости Охи). 

Для каждой точки (х, и) плоскости Оху 0 есть угол, образованный лучами, 

идущими из полюсов -4 (—а, 0) и В (а, 0) вточку (x, и); ev отношение полярных 
радиусон точкы (х. 1). 

(5) Нреобразовапия 

    

аз т { х? -|- (и — ta)? 
= © = —- = 

* clit — cos 0’ 2 Inv +. (y -- fa)?’ 

__asing Щи а) +? = =. 

Y= cht — cos 0’ ~ 2 (x — a)? -£ y? 

2 

г = 1. 
(©) Вод = 8х = (cil t — cos 6)?’ в 

I /д2Ф | Op 02 2 — —.— : — 27 220, wee ee (d) V2@ с (ch t— cos 0) \ ee + ot ) + 95.     
НЕЕ 
ЕЕ : Sy 

р’ АКТ 

OA= 08 =a   Q' 

Рис. 6.5-3. Семейство окружностей с двумя полюсами А, В и семейство окружностей, 
ортогопальных к ним. Эти кривые определяют биполярную систему координат на пло- 

скости и порождают координатные поверхности в следующих системах координат: 

1) бицилиндрических (если эти кривые смещаются перпендикулярно к плоскости 
рисунка; табл. 6.5-10); 

2) тороидальных (если эти кривые вращаются вокруг оси 0’ОО; табл. 6.5-11} р 
3) биполярных (если эти кривые вращаются вокруг оси Р’ОР; табл, 6,5-12).
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Талица 6.5-11 

Тороидальные координаты д, т, ф 
(och O2 .- 0вь вра:чения: см. также рио. 6.5-3) 

(а) Координатные полерхности 
а* 

2 2 ome y 2 = —— . х? -{ у? + (2 — ас 9) Sint o сферы), 

  

——- а? 

(Ух у? — а“ х): - 22 = Зет (16ры, 

у==х 18 Ф полуплоскости, проходящие через ось 02). 

(6) Преобразования | 

i Xx? + и? +. (z — (а) asht 
O = — In   

  

= cht — co: 0 оз Ф, 2 x? + yy? + (2 4- а) 

ashi 1 Vt +? ‹ аз +2 
и=- —_—_—_._.5.ПФ, $ = — | 

сит -—- с05 9 -_ 9 "Weng Ч и — а): -- 27 

asing = Stn вое 

Ch tT с0ъ 6' 

лол OSI MO, OMG < 2M. 

©) Bog = Beg Se, = 
00 “TT (clr T — Cos 9)? ФФ (ch t— cos 0)? 

id) Jlasinacnan cKanapHol фувкции 

(ch t - cos 6)8 a ( sh t дФ + 

а? 51 00 \eh t— cos 6 CO 

  

Vid = 

    + т Е, oe 1 de® 
ot ht—coso OT + sh t (@ r — cos O og? 

  
Таблица 6.5412 

Биполярные координаты о, т, ф 
‘ось ()2 — ось врашении; см. Также рис. 6.5-3) 

“ (a) Коордицатвые noacpxuoctH 

  

Qe 

ХЗ -|- и? -- (2 -— ас т)? = chet (сферы), 

___ а? 
(Vx2 + 72? —actgoa)’ - = = Sin? o (поверхности, полученные при вра.пении Дуг 

.. а: | 
окружностей (у — act 0)? + 2? == -——- вокруг оси О2; так как | ct: o ——— 

P . wy + Sil? O PY , | | < {sin g{’ 

то окружности пересекают ось Ох), 

их Ф (no ауплоскости, проходящие чере. ось 02). 

(6) Преобразования 

и $1 д с0$ Ф д? -- и 2 + а) 1 
= — п 

т 2 } Хх? + и? - (2 — 4? 

  

Х = . 
‘cht— co. б 

_ asin gd sing oe ey VE t- yy? — ta}? + 27 

ch t— cos o' о |’ taj? 4-22) 

asht и 
к { = 

= Снт 605 6' 6Ф = x’ 

~octt<o, 0Us0<n, CHQV< 2N. 

Е __ а? pas а? $. п? б 

Bay = 86g = (ch tT— cos 0)2? “ФФ (ch t— cos 0)? 

(d) Лапласиан скалярной _ 

ven (ch t— cosa)? f ao ( Sno ae ( sino oe) 1 02@ 

a’ sind dt \ch t—cos ‘0 Ot 96 \ch t—cos 8 06 $’ (СВ t—cos 06) 99?   
  

rss 0  
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mt рнмечание. Семейство координатных поверхностей 

xtc xl (x, y, z)= const, x? = x2 (x, y, z) = const, x* = x? (x, y,.2) = const 

является в то же время семейством координатных поверхностей и для всех систем коор- 
динат 

= 1 (11), we aA (x2), ZF HF (x9), 

ХВ таблицах 6,5-2 —6.5-12 не приведены выражения для дифференциаль- 
ных операторов УФ, У.Е и УХЕ в соответствующих системах координат. 
Их легко получить, пользуясь общими формулами габл, 6.4-1 (Ъ), так как 
для .всех систем координат даны выражения для функций дд. 

Полные таблицы выражений для дифференциальных операторов приведены 
в [5.2], Следует отметить, что применяются ‘различные обозначения для 
координат; поэтому необходима осторожность при пользовании. разными 
источниками. 

Формулы п. 6.4-3 позволяют получать выражения для векторных элемен- 
тов линии 4г и поверхности 4$ и элемента объема dV. 

Различные доиолнительные формулы (например, символы Кристоффеля) 
мотут быть получены с помощью соотношений, приведенных в пп, 16,10-Г— 
— 1 %



РЛАВА 7 

ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

7,1. ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 
Теория аналитических функций комплексного переменного доставляет 

инженерам: и исследователям много полезных математических моделей. Многие 
математические теоремы упрощаются, если рассматривать действительные пере- 
менные как частный случай комплексных переменных. Комнлексные перемен- 
ные употребляют для описания двумерных векторов в физике;. аналитические 
функции комплексного переменного описывают лвумерные скалярные и вектор- 
ные поля (п. 15,6-8 и п. 15,6-9). Наконец, аналитические функции комплекс- 
ного переменного реализуют конформиные отображения одной плоскости на 
пругую (пп. 7,9-1 — 7.9- 5). | 

‚ 17.2. ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО. ОБЛАСТИ 
В КОМПЛЕКСНОЙ ПЛОСКОСТИ 

7.2-1. Функции комплексного переменного (см. также п. 1.3-2 и п. 4.2-|1 и 
табл. 7.2-[; отсылаем к гл. 21 для дополнительных примеров). Комплексная 
функция. 

w==f (zu (x, yin (x, y)=|ole% (7.2.1) 
(2=x-- iy =| 2| е9) 

каждому значению независимой комплексной переменной 2 из некоторой 
области определения ставит в соответствие одно или несколько значений зави- 
симой комилексной переменной w. 

Одбнозначные, многозначные и ограниченные функции комплексного перемен- 
ного определены в пи. 4.2-2, аи 4.3-2, Б. Пределы комплексных функций и 
последовательностей и непрерывность комплексных функций, а также сходимость, 
абсолютная сходимость и равномерная сходимость комплексных рядов и несобст- 
везных интегралов были определены в гл. 4; теоремы гл. 4 применимы к. комп- 
лексным функциям и переменным, если они не сформулированы специально 
для действительных количеств. | co . 

В частности, каждый комплексный степенной _ ряд. У, ap (2 — а) имеет 
k=0 | 

действительный радиус ходи мости Ге (0 = ге = о) такой, что ряд сходится рав- 
номерно и абсолотно при | 2—а | < гс и расходится при |2—а| > ге (п. 4.10-2, а). 

7.2-2. г-плоскость и @Ш-плоскость. Окрестности. Бесконечно удаленные 
точки (см. также п. 4.3-5). Значения независимой переменной 

2==х-Е И 

ставятся в соответствие ‘единственной точке (х, y) комплексной плоскости 2. 
Значения ®=и--Йй таким же образом ставятся в соответствие точкам (и, о) 
плоскости W., 

Окрествость (открытая) точки 2==а, лежащей в конечной части плоскости, 
определяется как совокупность тачек 2 таких, что |2—а |< 6, roe OO
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Бесконечно удаленная _ точка (2==00) определяется как точка ‘2, соответст- 

вующая началу координат (2=0) при преобразовании 2=1/л. Окрестностью 
точки 2=0о является внешность любого круга. 

‚ 7.2-3. Кривые и контуры (см. также п. 2.1-9 и п. 3.1-13). Непрерывная 
кривая в 2-плоскости есть последовательность точек 2г=х--йу таких, что 

z=2(f) win x=x(t), y=y(d 
(—-o<4 <f<h<0), о (7.2-2) 

гле х(1) ии(1) — непрерывные функции действительного параметра +. Непре 
рывная кривая (или ее часть) есть простая кривая (жорданова дуга), если 
она состоит из единой ветви и не содержит кратных точек; это значит, что 
функции х(1 и 90. однозначны и в замкнутом интервале [41, &] нет.таких 
двух различных ‚значений т; и Т,, для которых справедливы оба’ равенства 

х (т1) ==х (12) и у (11) =у (то). 

Простая замкнутая кривая (замкнутая жорданова кривая) есть `непрерыв- 
ная кривая, состоящая из единой ветви без кратных точек, кроме совпадаю- 
щих начальной и конечной точек. 

‚ Простая кривая или простая замкнутая кривая называется (простым) 
контуром, если она спрямляема (п. 4.6-9) 1). Элемент расстояния между соот- 
ветствующими точками. 2 и 2-- 42 контура (2) есть 

‘ds=| dz|=V dx + dy?. 

7.2-4. Границы и области (см. также пп. 4.3-6, 7.9-16 и 12.5-1). Геометрия Комп - 
лексной плоскости (включая определение расстояния .и угла) тождественна с геометрией 
евклидовой плоскости точек (x, у) или векторов г = м + и} для конечных значений хи 
и, кроме определения точки 2 ==со (п. 7.2-2) *). Точки комплексной плоскости 2 пред- 
ставляют гомеоморфное (п. 12,5-1) отображение точек сферы с долготой аго 2 и широтой 
п 2 
77 2 arctg 12 (стереографическая проекция); при этом точки 2 =0и 2 = со соответст- 

вуют протавоположным полюсам. Точки каждой простой замкнутой кривой С разделяют 
плоскость на две связные открытые области: каждая непрерывная кривая, содержащая 
точки обеих областей, содержит точку их общей границы (теорема Жордана). 

Если С не содержит точку 2 = оо, то одна из двух областей ограничена (т. е. нахо- 
дится целиком в конечной части плоскости, где |2 | ограничен), а другая не ограничена; 
если С содержит точку 2 == со, то обе области не ограничены. 

В более общем случае граница С области Р может быть множеством непересекаю- 
щихся простых кривых (многосвязная область, см, также п. 4.3-6). В этом случае поло- 
жительное направление (положительный обход) граннчной кривой определяется как 
оставляющее область Р (внутренность граничной кривой) слева (против часовой стрелки 
для наружной компоненты границы, см. также ниже рнс, 7.5.1). Открытое множество 
точек по одну сторону от граничной кривой С есть открытая область; добавляя к этому 
множеству точки, лежащие на самой границе, получаем замкнутую область. 

дальнейшем, если область D дополняется ее граннчными точками, то получив- 

шуюся замкнутую область будем обозначать D. 

7.2-5%. Комплексные контурные интегралы (см. также п. 4.6-1 и 4. 6. 10). 
По определению 

(дав = lim Bia Giza — (1.234 \F (2) max |.2;—2; 1, |- 0f=1 

Te TOUKH Zp, 21,..., гл расположены одна за другой вдоль контура С; a=2%y — 
  

“9. ‚Некоторые авторы применяют термин контур только к регулярным кривым 
(п ) 

*) В комплексной плоскости вводится только одна бесконечно удаленная точка. 
В проективной плоскости, т. е. в евклидовой плоскости. дополненной несобственными 
элементами (бесконечно удаленными точками) любая совокупность параллельных прямых 
определяет свою бесконечно удаленную точку; эти точки образуют бесконечно удален- 
ную прямую. -
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начальная точка контура, Ь=2„— конечная. Каждая из точек #; лежит на 
участке кривой [2; 1, 2;| и может совпадать с одним из его концов. 

Из определения интеграла (За) следует, что 

7@ &—\и (x, y) dx—v (x, и) ay +i (x y) dif (x, y) dy, (72-36) 

где действительные криволинейные интегралы берутся по тому же контуру, 
что и комплексный ‘интеграл. Свойства интегралов табл. 4.6-1 переносятся 
на рассматриваемые интегралы; в частности, изменение направления интег- 
рирования на контуре С изменяет знак интеграла. 

Если вдоль контура С функции и (х, у) и u(x, Y) непрерывны (т. е. вепре- 
рывны функции и [х (В, у (#8 я 9 [х (1), у (9, где х (1), и (1) — параметрические 
уравневия контура (см. (7.2-3)), то интеграл (За) существует. 

Если’ при этом длина контура С равна Г. и на контуре 

|1 (2) | = М, 
то. 

| }А(2) а2 | <= М. _ (7.2-4) 
Cc . 

Если контур С содержит точку г=00 или если } (г) не ограничена на С, 
то интеграл (3) может быть определен как. ‘несобствеиный интеграл. в смысле 
п, 4.6-2. 

7.3. АНАЛИТИЧЕСКИЕ (РЕГУЛЯРНЫЕ, ГОЛОМОРФНЫЕ) ФУНКЦИИ _ 

7.3-1. Производная функция (см. также п. 4.5-1). Функция & ={(2) назы- 
вается дифференцируемой в точке г=а, если предел 

{ (2 -- Az) —f (2) 
о ‚ (7.3-1) oe =f (2)= lim 

. ` 2 + 

(производная. ] (2) по г)-существует при 2=а и не зависит от способа стрем- 
ления Аг к нулю. Функция может быть дифференцируема в точке (например, 
|212 при г=0), на кривой и во всей области. 

. 7.3-2. Уравнения Коши — Римана. Для того чтобы функция } (2) =и (x, y) + 
-+ { и (х, у), определенная в некоторой области, была дифференцируемой в точ- 
ке г этой области, необходимо и достаточно, чтобы функции и (х, у) иу(х, у) 
были дифференцируемы *) в той же точке и чтобы, кроме `того, выполнялись 
условия ` 

ди dv ди . 
be ap mats (уравнения Коши — Римана). | (7.3-2) 

Тогда . 
dw ди до д „ди ̀ ди да dv, | du 
dz xt! ax = Gy! dy бк ‘ду ду + Oss (1.3-3) 

x При переходе к полярной системе координат х==л с0$ ф, у==/ $1 ф, где 
(re Ole p==arg 2, уравнения Коши — Римана припимают следующий вид 
(г = 0): 

ou 1 a 9 __ 10а 
dr or OQ) or” Г 99: 

Производная /’ (2) равна д i fa д ил Г (ди [99:99 __ Ре (+155) = — (55-156). 
*) Т. в. имели полные дифференциалы; для этого достаточно, чтобы частные произ- 

. ‚ ’ ’ ’ . a 

DOAN MM: uy, Uy Ux, Oy были непрерывны в рассматриваемой точке (см. п. 4:5-3).
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1.3-3. Аналитические` функции. 
(а) Однозначная функция [(2) называется аналитической (регулярной, 

голоморфной}) в точке г=а, если она дифференцируема в некоторой окрест- 
ности точки а. 

# (2) — аналитическая в точке а 10гда и только тогда, когда она npedcma- 
oo 

вима степенным рядом f (z)= У а, (z—a)*, сходящимся в некоторой окрест- 

ности точки г=а (равносильное определение). 
Функция называется аналитической в открытой области 2, если она ана- 

литическая в каждой точке этой области. 
Отсылаем к пп. 7.4-1 —7.4-3 для расширения этого определения приме- 

нительно к многозначным функциям. 
` (6) [(2) называется аналитической в бесконечности, если функция Р (2) = 

= /(1/.} — аналитическая в точке 2=0. 
Функция |(г) аналитична в бесконечности тогда и только тогда, когда 

со 

она может быть представлена рядом } (2) == >) гиг по отрицательным сте- 
k=0 

пеням 2, сходящимся для достаточно больших значений |2| (см. также п. 7.5-3). 

Термины дифферениируемая, аналитическая. регулярная и голоморфная применя- 
пись в одном и том же смысле разными авторами. 

7.3-4. Свойства аналитических функций. Пусть | (2) — аналитическая в от- 
крытой области О. Тогда во всей области ШО: 

1) уравнения Коши— Римана (2) довлетворяются (верно и 06б- 
ратное утверждение); | 

‘) ei (хи) и v(x, у) —сопряженные гармонические функции 
(п. 15.6-8); 

3) все производные функции f (2) существуют и являются анали- 
тическими функциями (см. также п. 7. 5- 1); 

4) в односвязной области Р интеграл И (2) 4Е не зависит от конту- 

ра интегрирования, если только этот контур имеет кокечную длину и 
целиком лежит в области О; производная интеграла есть |(г) (см. 
также п. 7.5-1); 

5) значения {(2) на линии или в подобласти, целиком лежащих в 
облисти О), определяют }(2) единственным образом всюду в О. 

Все обычные правила дифференцирования и интегрирования (пп. 4.5-4 и 
4,6-1) применимы к аналитическим функциям комплексного переменного. 

Если функция ш=|(2) аналитична в точке 2=а и [| (а) 520, то [ (г) 
имеет аналитическую обратную функцию 2(%) (п. 4.2-2, а), определенную 
в окрестности точки = (а). 

Если. =Е(&) и и= lo) — abe аналитические, то 1 есть аналитичес- 
кая функция от 2. 

Если последовательность (или ряд, п. 4.8-1) функций Гь (г), аналитичес- 
ких в открытой обласпи D, сходится равномерно к пределу } (2) всюду в РО, 
то }(2) — аналитическая функция и последовательность (или ряд) производных 
[+ (2) сходится равномерно к Г (2) всюду в О (теорема Вейерштрасса). 

% Если функции fp (2) — аналитические в области О и непрерьвны в D, то равио- 

мерная сходимость последовательности (или ряда) fp (z) BO Bcef 3aMKHYTOM O6nacTH D 

будет следовать из равномерной сходимости на границе этой области. При этом можно 
гарантировать сходимость последовательности производных только в открытой области
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В условии теоремы. Вейерштрасса последовательность (или ряд) контурных 

интегралов { ра (2) 42, где контур С — конечной длины и лежит в О, сходится 
С | 

ривномерно к | f (2) dz. 
С 

7.3-5. Теорема о максимуме модуля. Абсолютное значение |{(2)| фучк- 
ции f (2), аналитической в открытой ограниченной области D, не может дости- 
гить максимума ни в одной точке области ПО, если только }(2) не константа. 

Гели, кроме того, функция {(2) непрерывна в замкнутой области Д и |{} (2) |= М 
па границе, то |[(2).| < М всюду внутри Р при условии, что {Ё (2) 52 сопз. 

Если функция }(г2) при приведенных условиях не обращается в нуль 
в области Р, то и минимум |{(2)] не может достигаться внутри области. * 

7.4. МНОГОЗНАЧНЫЕ ФУНКЦИИ 

_"7.4-1. Ветви. Обобщением теории аналитических функций является рас- 
смотрение ветвей }; (2), /о (2), ... многозначной функции [(2), которые опреде- 
ляются как однозначные непрерывные функции в области их определения. 
Каждая ветвь принимает некоторое множество значений функции }{(2) (см. 
также п. 7.8-[). (о 

7.4.-2. Точки разветвления и разрезы , | 
(а) Пусть многозначная функция {(2) определепа всюду в окрестности О 

точки г=а, исключая, быть может, саму точку а. Тогда точка а называется 
точкой разветвления (точкой ветвления) функции [(2), если {(2) переходит 
от одной своей ветви к другой, когда перемепная точка г описывает в окрест- 
пости Р замкнутую кривую вокруг точки а. Если после т-кратного обхода 
этой кривой в одном и том же паправлении мы снова впервые вернемся к 
первопачальной ветви, то число т— | называется порядком точки разветвле- 
ния. Если {}(2) определена в точке разветвления, то значение } (а) есть общее 
для всех ветвей, полученных при указанном‘ обходе. (Примеры. Функ- 

8 — . ция У2г имеет точку разветвления порядка 2 при г==0; все три ветви равны 
нулю в точке разветвления. Функция 1/У2 также имеет точку разветвления 
порядка 2 при 2 =0; все трн ветви в этой точке’ не определены (см. п. 7.6-2, b).) 

хХ Если г=а— точка разветвления порядка 2—1, то функция Ф (5) = 
=} (("--а) однозначна в окрестяости точки &==0; если эту окрестность раз- 
бить на т секторов лучами агеб==2лЕ/т (Е =0, 1,..., т— 1), то значения 
функции Ф (2) в каждом из таких секторов совпадают с соответствующими 
значениями одной из ветвей f (2). 

Если, описывая: кривую вокруг точки г=а сколько угодно раз в одном 
н том же направлении, мы. каждый раз будем получать новые ветви, то 
точка а называется точкой разветвления бесконечного порядка или логарифми- 
ческой точкой разветвления. (Пример: «= п2 при 2=0.) Х 

Точка 2==оо есть.точка разветвления функции } (2), если начало коорди- 
нат есть точка разветвления для функции }(1/г) (см. также п. 7.6-3). 

Пусть для функции {(2) обратная функция Ф (№) существует и однозначна всюду 
в окрестности точки ш = | (а). Тогда 2=а 3 со является точкой разветвления порядка т 
дал } (2), если Ф’ (и) имеет нуль порядка т (п. 7.6-1) или полюс порядка т ++? (п. 7.6-2) 

при ш ==} (а). (Пример: ш =У2 иш = ГУ2, а=0.) 
Подобиым образом, если Ф (и) существует и однозначна всюду в окрестности точ- 

ИН № «2 | (00), то точка 2 == оо является точкой разветвления порядка т функции [ (2), 
ели Ф’ (и) имеет нуль порядка т--2 или полюс порядка т при & =} (0). (Пример; 

Ш => Уз иш = 1/2.) | 

\Х Гсли точка а является точкой разветвления функции {(2), то в ее 
окрестности функция /(2) может иметь несколько различных групп ветвей, 
# ТикЖе ветви, аналитические или не аналитические в точке а и для которых
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эта точка не является точкой разветвления. Каждая группа ветвей или отдель- 
ная ветвь: определяются выбором начального значения функции { (2) (элемента 
функции [(2), см. п. 7.8-1). При обходе точки а ветви выбранной группы 
переходят друг в друга; все ветви этой группы имеют ‘одно‘и то же значение 
в точке а, или они в ней не определены. 

Если в окрестности точки разветвления 2=а4 фупкция } (2) имеет песколько 
разных групп ветвей, то говорят, что функция { (2) имеет над точкой а разные 
точки разветвления. На римановой поверхности функции | (2) (см. п. 7.4-3) 
им соответствуют разные точки. Для каждой точки а функция f (2) может 
иметь не более счетного множества различных групп. ‚ветвей. 

Пример. Функция & = V1 -- Уг имеет четыре 1 ветви. В окрестности точки 2=0 
этн ветви распадаются на две группы, по две ветви в каждой. Ветви первой группы 
объединяются значением ш [2— — 1, а ветви второй группы значением и | 9 = 1. Для 

каждой группы точка 2 —= 0 ADAAeTCA точкой разветвления первого порядка. 
В окрестности точки 2 ==1 ветви распадаются на три группы. Две ветви, образующие 

первую группу, объединяются условием V2 | 1=— 1 (Тогда № =0); для этой группы 

точка 2 =1 служит точкой разветвления первого порядка. Вторая и третья группы, полу- 

чающиеся при условии Vz |. 1==1, состоят каждая из одной аналитической в точке 2=1 

ветви, соответственно принимающей значения w |... 1 =V2-uw |... 1 = =— V2. 

Более сложные примеры см. в '[7.7}. * 

(5) Отдельные однозначные ветви функции f(z) определены в областях, 
ограниченных разрезами, которые являются простыми кривыми, выбранными 
так, что ни одна замкнутая кривая, окружающая точку разветвления, не лежит 
в области определения какой-либо однозначной ветви. Выбор ветвей и разре- 
зов для заданной функции. } (2) не единствен; однако точки разветвления и 
число ветвей определяются единственным ‚образом. 

Примеры, Для функций ш == yz И м =)]1 5 разрезом может служить любая 
простая кривая, соединяющая точки разветвления 2 =0и 2= во, например, положитель- 

ная или отрицательная частн действнтельной оси. 

Для фуикций ш = УТ -— 2 и ш = Arcsin z разрезом может служить любая простая 
кривая. соединяющая точки разветвления —Т1 и |, например, отрезок действительной 
оси (проходящий через точку 2 ==0 или через точку 2 = 09). 

Для функций ш = Ут - 22 и ш = Arctg z разрезом может служить, например, отре- 
SOK мнимой оси, соединяющий точки разветвления — Ги 4. 

Все ветви моногенной аналитической Финяции могут быть последовательно получены 
аналитическим продолжением ее элемента (п. 7.8-1). 

  

7.4-3. Римановы поверхности. Часто бывает полезно представить много- 
значную функцию как однозначную, определенную на римановой поверхности. 
Такая поверхность состоит из некоторого числа г-плоскостей, или «листов», 
соответствующих ветвям функции [ (г) и соединенных вдоль ‚соответствующим 
образом ‘выбранных разрезов. О способах построения римановых поверхностей 
см. |7.2], [7.4]. Заметим, что конструкция римановых поверхностей для 
произвольных функций может. быть весьма сложной и требовать болышой 
изобретательности при построении, 

Если функция ш=}(2) и ей обратная обе многозначны, то г2-плоскость 
и. ш- плоскость можно заменить_соответствующими римановыми поверхностями; 
при этом функция и={(г) будет определять взаимно однозначное` соответст- 
вие между точками обеих римановых поверхностей, исключая точки разветв- 
ления. 

Замечание. Риманова поверхность для моногенной аналитической функции 
{полученной аналитическим продолжением, н. 7.8-1} будет связной; таким образом, мно- 
гозначная функция }{ (2) = +1, несмотря на аналитичность каждой ветви, не является 
моногенпой аналитической функцией. 

Х Более сложный пример представляет многозначиая функция @ = шп е*. распадаю- 
цаяся на бесконечное множество различных однозначных ветвей ш = 2-|- kai (k= 0, |, 
2; ...). Эта функция не имеет точек разветвления. %
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Всюду в этой книге, исключая специальные утверждения, применимые 
к многозначным функциям, речь идет только об однозначных аналитических 
функциях или 06 однозначных ветвях аналитических функций (см. п. 7.8-1). 

7.5. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ И РАЗЛОЖЕНИЯ В РЯДЫ 

7.5-1. Интегральные теоремы. Пусть } (2) —функция, аналитическая в не- 
которой области, С —замкнутый контур, принадлежащий этой области вместе 
со своей внутренностью О, и г—любая точка из О. Тогда 

  

\ + ©) dt =0 (интегральная теорема Коши); (7.5-1) 

f @ sau) eee (интегральная формула Коши), | | 

fp (2) ma | gn . 

(г) =a) pea | (7.B-2) 
2 

и (г) == a | aa .   
Рис. 7.5-1 иллюстрирует применение интегральной теоремы Коши к много- 

связной области (см. также п. 7.7-1). 
Равенства (2): выражают функцию 

| (=) и ее производные через граничные 
значения } (2). В частности, 

{ Ah = eal. (7.5-3) 
C—z 

С 

Интегральная теорема Коши обоб- 
Щается на тот случай, когда на кон- 
туре С функция [(2) перестает быть 

  

апалитической, оставаясь непрерывной; 
если функция /(2) аналитична в одно- 
связной области Ри непрерывна в замк- . 

нутой области О, то интеграл (1), взя: 
Thi по ее границе С, равен нулю. 

1 Ф (5) „= * Интеграл вида wa \ tas где 

Рис. 7.5-!. Теорема Коши для много- 
связной области (пп. 7.2-4 и.7.5-1). Об- 
ласть В ограничена внешним контуром 
С и внутрениими контурами С:, С., ... 
... Сьз направления обхода контуров 

указаны на рисунке: 

R 

Sroa=ZT Jr a. 
С 1—1 С} 

С —замкнутый или незамкнутый кКон- 
тур и Ф(5) —функция, непрерывная на контуре С, ‘называется интегралом 
пипа Коши. Интеграл типа Коши. представляет функцию Р (2), аналитическую 
® каждой области, не содержащей точек контура С. При этом ЁР“" (2) = 

вы a | can О свойствах и приложениях интегралов типа Коши см. 
ax —2 г 

[7,1], гл, 3, $3. Х 
Если функция {(2) непрерывна в односвязной области О и равенство (1) 

имеет место для любого замкнутого контура С, лежащего в О, то | (г) —анали- 
ЧИнческая в этой области (теорема Морера).
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7.5-2. Разложение в ряд Тейлора (см: также п. 4.10-4). 
(а) Если | (2) аналитична внутри окружности К радиуса г с центром в 

точке г==а (а 52 со), то существует единственный ряд по степеням (2— а), рав- 
номерно сходящийся к {(2) при |2-—-а| < г’ < г: 

. со ° 

f(z)= У, ав (2—а)*, _ (7.5-4) 
k=0 

где 

=F (R) = a _ fe 
OR al (a )= 2щ A) ‚ (# — aye! dt 

и К’— окружность |2—а |=". 
Наибольший круг Кс (|2—а| == гс), все внутренние точки которого 

лежат внутри области, в которой } (2) аналитична, является кругом сходимости 
степенного ряда (4); гс есть радиус сходимости (п. 4 4.10-2, а). Наиболее важ- 

ные разложения функций в степенные ряды приведены в п. 21.2-12. 
(5) Если М (г'’) — верхняя граница |} (2) | на К’, то 

la, |= - If) (a)|< oO (неравенства Коши). (7.5-5) 

(с): Если в ряде Тейлора (4) отбросить все члены, стоящие за ani (z—a)?“4, 
то остаточный член Ки (=) равен 

  eal 104 < (=) т (1.5.6 
Ry (г) Oni |. Е — а) (@—2z)’ [Ra (jl< r—|z—al- ( ) 

(Если положить |2—@|=г”, где # <, то А’; (2) = ue | 

7.5-3. Разложение в ряд Лорана. 
(а) Если {(2) аналитична в кольце между двумя концентрическими окруж- 

ностями К; и Ко с центрами в точке 2 =a (a F<) и радиусами гл и fe <r, 
то существуёт единственное разложение в ряд по положительным и-отрица- 
тельным степеням (2—а) 

со 

На) == У аь (2—а)# -- у бк (2—а) № (3 < |2—а| <") @57 
Е =0 =| 

где 

—! ( _fO45 _ =! (yearn a= ol coer, = 1 ай р (©), 

К! — окружность | 2—а|=х, <ит и К. — окружность | 2—а\ = > 1p. 
Первая сумма в равенстве (7) равномерно сходится Ova |2—a|<r; u ana- 

литична внутри Ку; вторая сумма (главная часть разложения для } (2)) равно- 
мерно сходится для |2—а|2г, и аналитична во внешности окружности К.. 

3 амечанне. Случай а = со приводится к предыдущему при помощи преобразо- 

вания 2-== 1/2, переводящего г = со в начало координат. 

Х Ряд (7.5-7) можно записать в виде 

© 

-= У _! | (©) ; 2) = сь (г —а К, Сь — —- — I) of , 

где Г — любая окружность, расположенная между Куи К.. Х
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(5) Если в первой сумме равенства (7) ограничиться членами по 
O,-1(Z—a)*1 включительно, то остаточный член К) (2) будет равен 

_— at 
В, (2) == gaa \ LG) dé 

2 К, &—а) (5 — 2) (7.5-8) 
| |2—а|\п г, М (г) 

[Ra (2) <| Г. r—le—al 

Если во второй сумме равенства (7) последним слагаемым взять 
61 (2—а) ‘0, то остаточный член А* (2) будет равен 

  

  

  

1 ($ — а)” (5) Ю* (2) = \ d 
n ( ) 274 (2 — a)” К, c —2 С, (7 5-9) 

А rs n г. М (г.) <” 

= (7) ат. * 

М (г;) и М(г.) верхние границы для |}(2)| на К, и К, соответственно, 

7.6. НУЛИ И ИЗОЛИРОВАННЫЕ ОСОБЫЕ ТОЧКИ. 

7.6-1. Нули (см. также п. 1.6-2). Точки г, для которых {# (2) =0, назы- 
паются нулями функции’ {(2) (корнями уравнения } (2) =0). Функция { (2), 
аналитическая в точке г=а, имеет нуль порядка т, где т — целое положн- 
тельное число, если в’ точке г=а первые т коэффициентов ад, Од, @2, ..- , @т_1 
разложения фувкции [ (2) в ряд Тейлора (7.5-4) равны пулю. При этом f (z) = 
= (2—а)”ф (2), где ф (г) аналитична в точке а и ф (а) ZO. 

Нули функции } (2), аналитической в области О, все изолироваиы друг от другл 
fr е. каждый нуль имеет окрестность, внутри которой Ё (2) 20. исключая сам нуль), или 

(2) тождественио равна нулю в областн р. 
Иначе говоря, нули функции | (2), ие равной тождественпо нулю, не могут иметь 

предельной точки в области О. Вто же время опи могут иметь предельную точку па 

границе области р. Напрнмер, пусть р — круг | 2 | <1и (2) = “а 

нмеют предельную точку 2 =1. Х 

  1—2‘ Нули 2=1 — br 

Если | (2) и Ь (2) аналитические в односвязной ограниченной области D 
и на ее контуре С и если |} (2) | < [ (2)|520 на С, то функции Й (2) и 
1 (2) Р (2) имеют одинаковое число нулей в области D (теорема Руше). 

Каждый многочлен степени п имеет п нулей с учетом их кратности 
(основная теорема алгебры, см. также п. 1.6-3}. 

7.6-2х. Особые точки. 
(а) Особые точки однозначных аналитических функ- 

nui. Особой точкой или особенностью функции #(2) называется точка, 
п которой { (г) не аналитична. Точка г=а называется изолированной особен- 
ностью } (2), если существует действительное число 6 >> 0 такое, что {(2) ана: 
литична при О<|г2—а| <, но не в самой точке 2=а. Изолированные осо: 
бенности для 2=а52 со могут быть такими: 

I. Устранимая особенность, если функция {(2) ограничена в 
некоторой окрестности 2=а, исключая, возможно, саму точку а, 
т. е. когда все коэффициенты b, разложения в. ряд Лорана (7.5-7) 
функции [(2) в точке а равны нулю. 

51 < 
Пример. ш= -_ имеет устранимую особенность при 2=0. 

В дальнейшем устранимые особые точки обычно не считаются 
особыми. 

2. Полюс порядка т (т=1, 2,...), если в разложении Лорана 
(7.5-7) функции [ (2) по степеням (2— а) 

bm F 9, отл = Omiya = = 0 
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(главная часть разложения содержит лишь конечное число членов). 
В этом случае lim f (2)= со при любом стремлении 2 к а. При этом 

функция Е ру, {z) будет аналитична в некоторой окрестности 
точки @а (если положить Р (4) =0) и иметь в этой ‘точке нуль 
порядка т. Функцию [ (2) в окрестности точки а — полюса порядка 

т — можно представить в виде т где р (2) аналитична ‘и 
.  —а).: . . ‘ 

tp (a) £0. | 
Примеры. W= THs Имеет полюс 3-го порядка при 2=2; 

Ш — {5 г имеет полюсы 1-го порядка в точках 2 == эл (kR=0, + 1,...). 

3. Существенно особая точка, если в разложении Лорана (7.5.7) 
Функции [(2) имеется бесконечное число членов, содержащих отри- 
‘цательные степени (2— а); при этом не существует ни конечного, 
ни бесконечного предела функции #(2) при г, стремящемся к а. ` 

Примеры. Функции $1 (1/2) ие 2 ‘имеют существенно особую. 
точку при 2=0. 

х (5) Особые точки ‘м ногознач ного характера. "Особые 
точки многозначного характера являются точками разветвления многознач- 
кой фучкции | (2). Определение точки разветвления конечного порядка и 
логарифмической точки разветвления дано в п. 7.4-8. 

Пусть точка. разветвления 2=а имеет конечный порядок, равный Ш— 1, 
т. е. объединяет группу из т-2 ветвей функции { (2). Если все эти ветви 
имеют конечный или бесконечный предел при 2г—а, то точка а называется 
алгебраической точкой разветвления. В этом случае однозначная функция 
(см. п. 7.4-2) | 

F(Q=F(G™-+a) (61) 
имеет при &=0 правильную точку или полюс. 

Если ветви функции (2) не имеют предела при 2—4, то точка а назны- 
вается трансцендентной точкой разветвления *). В этом случае однозначная 
функция Р (6) имеет при 6 =0 существенно особую точк 

Разложение функции Р (&) в окрестности точки & == B ряд Лорана порож- 
дает представление многозначной функции f (Z) B ‚ окрестности точки развет- 
вления конечного порядка 

со 

‘`Нд= У ви@-а”" ао). 
п —— 05 

Если а— алгебраическая точка разветвления, то лишь конечное число 
коэффициентов с» с отрицательными индексами отлично от нуля; в противном 
случае а — трансцендентная` точка разветвления. 

Примеры. Функция У 2 — 1 имеет алгебраическую точку разветвления порядка 2 

при 2 == {; эта точка есть нуль для всех трех ветвей. 

Для функции ми2= | точка 2 =1 также является алгебраической точкой разветв- 

ления порядка 2; предел любой ветви при 2-» | равен oo, Соответствующая однозначная 
фуикция Ф (5) = 1/6 имеет в точке & = 0 полос. 

Функция $1 (17У2 ) имеет трансцендентную точку разветвления порядка 2 прн 2==0. 

Соответствующая функиия Ф (5) = з1п (1/6} имеет при 5 =0 существенно особую точку 

Если в окрестности точки а функция [(2) имеет несколько разных групп 
ветвей, т. е. если над точкой а лежат разные точки разветвления (см. п. 7.4-2), 
то поведение каждой такой группы ветвей нужно рассматривать независимо 

  

  

5 «Логарифмические точки разветвления относят к числу трансцендентных,
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друг от друга; для каждой такой труппы строится своя однозначная функ- 
ция А (5). Хх | 

7.6-3. Нули и особенности в бесконечиости. Функция }(2) аналитична 
в бесконечности, если { (1/2) — аналитическая в начале координат (п. 7.3-3, Ъ). 
Точка 2=со есть нуль или особенность одноро из типов, указанных в п. 7.6-2, 
если } (1/2) нмеет соответственный характер в начале координат. Поведение # (2) 
‚В бесконечности может быть исследовано с помощью разложения # (1/2). в ряд 

Лорана в окрестности z=0, 
7.6-4. Теоремы Вейерштрасса и Пикара. Пусть (2) — однозначная функ- 

ция, имеющая изолнрованную существенно особую точку при г=а. Тогда 

1} для любого комплексного числа А (вкточая А = со) существует 
последовательность точек 2» —= а такая, что tim. f (2p) = А (теорема 

Вейерштрасса *)); | 
2) для любого комплексного числа А = со, за ‘исключением, быть 

‚может, одного значения А = Ау, каждая окрестность точки а содержит 
‚ бесконечное множество точек г таких, что | (2) =А (теорема Пикара) 

х Приме р ы. Функция г!/2 имеет существенно особую точку 2==0. Уравне- 

ние е1/2 —А имеет в каждой окрестности этой точки бесконечное число корней для .лю- 
бого А 52 05, кроме’ А ==0. Для функцни &т (1/2), также имеющей существенно особую. 
точку 2 ==0, исключительных значений для А нет. Хх 

7.6-5. Целые функцин. 
{а) Целой функцией } (2) называется однозначная аналитическая функция, 

не имеющая особых точек в конечной части плоскости. Она представляется 
всюду сходящимся степенным рядом } (2) =@-а12-...-Наиг”-... 

Таким образом, целая функция может иметь единственную особую точку при 
2=00. Если эта особенность есть полюс порядка т, то | (2) — многочлен (целая 
рациональная функция) степени т. Если 2=00 со —существенно особая точка, 
то | (2) называется целой трансцендентной функцией. Если, наконец, 2г=<60— 
правильная точка (т. е. [(2) — аналитическая для всех значений г), то |(2г) 
есть константа (теорема Лиувилля). 

‚ Целая трансцендентная функция принимает любое значение &, исключая, 
возможно, ‚одно значение, в бесчисленном множестве точек 2. 

х (5) Характеристики роста целых функций. Пусть } (2) — 
целая. функция и М (г) = max В силу теоремы о максимуме модуля 

=—7 

(п. 7.3-5) М (г } — возрастающая функция отги lim М (г) =со, если только 

       

ro 
f (z2)— He константа. Если М (=O (rH), TO f (2) многочлен степени не выше 
[4] (целая часть 11). 

Пусть } (2) — целая трансцендентная функция.- Если существует число В > 0 

такое, что_М (г) <е’ для всех достаточно больших г, то {(2) называется 
функцией конечного порядка. Число p=inf B =0 называется порядком целой 
ункции | 

a 2 2 
Примерь , sin-z, `с0$ 2 — функции порядка 1, е? — функция порядка 2, с” 

пе имеет конечного nopanka “целая функция бесконечного порядка). 

Если функция [(2) имеет порядок р и существует число К > 0 такое, что 

М (0) < еК’Р, то | (2) называется функцией конечного типа. Число o=infkK>0 
пазывается типом целой функции. 
  

*) Sta теорема была ранее доказана русским математиком 10. Сохоцким и италь- 
янским математиком С. Казоратти. 

Отметим, что теорема справедлива для  исизолировапной особой точки, являющейся 
предельной для полюсов.



210 ГЛ. 7 ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 7.6-6. 

Если в >09, то. [(2) —функция нормального типа, если 6=0, то мини- 
‚мального типа. Для функции бесконечного (максимального) типа пола- 
гают 9—0. 

Если пределы справа существуют, то 

p= lim JninM() . g=lim М0 
г © Inr ° r—oo гр ° 

Целая функция }(2) называется функцией экспоненциального типа, если она 
первого порядка и конечного типа (р=|, сб < о9), а также если р< 1. 

(с) Преобразование Фурье и целые функции (см. п. 4.11-3). 
Грусть функция }(Г) обращается в нуль при |Ё] а, Тогда’ее преобразование 

урье 

@ ($) = \ F(t) ew ist dt 
—@ 

есть целая аналитическая функция от $ экспоненциального типа =а (0=| ин 
о=а, или р< |). 

Теорема Винера — Пэли. Пусть 1 ($) — целая функция экспонен- 
со 

циального типа =а и такая, что \ |4 (<) |? 4х < со (интеграл берется 
— oo 

по действительной оси). Тогда cywecmeyem dyxxyun f(t), paenan нулю при 
|] = а, преобразование Фурье которой равно 1 ($). х `` 

7.6-6. Разложение целой функции в произведение. Для каждой последова- 
тельности точек 2%, 21, 2°, ..,, Не имеющих предельной точки (п. 4.3-6,а) в конеч- 
пой части плоскости (т. е. имеющих 2=02 своей единственной предельной 
точкой), существует целая функция { (2), которая своими единственными нулями 
нмеет_ пули порядка т,, в точках 2=2». Пусть 2, =0, 2} 5=0 (К _> 0); если 
2, =0 не является нулем, то и, =0. Функция {(2) может быть представлена 
в виде 

поличие (оны Ум ae 
где д (2) —некоторая целая функция, а. целые числа. г, выбираются. так, 
чтобы бесконечное произведепие равномерно сходилось в любой ограничеипой 
области (теорема Вейершитрасса; примеры см. в п. 21.2-13). 

со 

1 
Ж Если последовательность 21, 22, ... такова, что ряд > 

| 2n |? 
  сходится для неко- 

asl 
торого целого положительного числа р, то все числа г» можно положить равными р— 1. 
Если последовательность {2p} произвольная, то можно взять г} = п &] (целая часть 

Ink). ¥ 

7.6-7. Мероморфные функции. Однозначная функция | (2) называется меро- 
морфной в области О), если ее едипственными особенностями в 1) являются 
полюсы. Число этих полюсов в каждой конечной замкнутой части О обяза- 
тельно конечно. Полюсы могут. иметь предельную точку на границе области О. 

В. частности, О может совпадать со всей конечной комплексной пло- 
скостью (исключая 2 =ос0); тогда в любой конечной части плоскости имеется 
только конечное число полюсов, и единственной предельной точкой для полю- 
сов может быть бесконечно удаленная точка.
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Каждую функцию, мероморфниую в конечной плоскости, можно представить в виде 
отпощения двух целых функций, че имеющих общих нулей, и, следовательно, в виде от- 
ноптния двух произведений вида (7.6-2). 

Функция, мероморфная в конечной плоскости и нмеющая в бесконечности правнль- 
ную точку или полюс, есть рациональная алгебраическая функция, представимая в виде 
отношения Двух многочленов (см. также п. 4.2-2, с). 

7.6-8. Разложение мероморфных фупкций на простейшие дроби (см. также ‘п. 1.7-4). 
Нусть F(z) — функция, мероморфнаял в конечной плоскости и имеющая полюсы с задан- 

ть 

ными главными частями (п. 7.5-3) У, bp; (z—z,)—/ в точках 2==2,, число которых 
г = 1 

конечно или бесконечно и которые не имеот предельных точек`в конечной части пло- 
rxocmu, Тогда можно найшии такие многочлены ру (2), р» (2), ... и целую функцию Е (2), 
что 

т | he . | 
а = У Ув, @-2) р 8 |+ 8). (76-3) 

elimi” | 

Ряд равномерно сходится в каждой ограниченной области, в которой { (2) аналитична 
(теорема Миттаг-Леффлера). 

7.6-9. Нули и полюсы мероморфных функций. Лусть } (2) — мероморфная 
функция в некоторой обласии С и С —замкнутый контур, принадлежаний 
вместе с0 своей внутренностыьыо области @ и. не проходящий ни через нули, 
ни через полюсы функции |(г2). Пусть М — число нулей и Р —число полюсов 
f (2), лежащих внутри G, причем нуль или полюс порядка т считается т раз. 
Тогда 

A At Ё (2) . 

——, 
ор КР ae 
МР) то = ont (7.6-4) 

ecau P=0, то формула (4) дает число нулей 

A Ars } (2) 

N =“ (7.6-5) 

еде Ас Argf(z) обозначает изменение аргумента #(2) при обходе точкой 2 

контура С в положительном направлении (принцип аргумента). 

Формула (5) озвачает что & =}{(г) отображает движущуюся точку 2, описывающую 
один раз коитур С, на движ ущуюся точку ш, окружающую в #-плоскости начало коор- 
дипат столько раз, сколько нулей имеет функция { (2) внутри контура С в`2-плоскости. 

Формулы (4) и (5) играот важную роль для определения положения нулей и полюсов 
? (2) и лежат в осиове геометрических критериев устойчивости (см. [7.1)). 

7/7. ВЫЧЕТЫ И КОНТУРНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

7.1-1. Вычеты. Пусть в точке 2г==а функция } (х) или аналитична или 
имгет изолироваиную особенность. Тогда вычетом Ве$} (а) т) Функцин [ (2) 
и точке а называется коэффициент при (2— а)! в разложении Лорана (7.5-7), 
НИЙ 

Кез (2) ще © 4, (7.7-1a) 
С 

где С—контур, окружающий точку а и-не содержащей внутри себя особен- 
нпостей | (2), отличных от а. | 

) Вычеты обозначаются также Кез [} (2); а} или Res f (2). 
z=a
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Вычет Кез} (со) функции }(2) при г=со определяется как. 

Кез Гог } 104 _ @.746) 
—C 

где интегрирование производится в отрицательном направлении по контуру 
С (в этом случае внешность контура С остается слева), заключающему 
внутри себя все особые точки f(z), лежащие в конечной части плоскости. 
Это значит, что 2==оо. является для функции }(2) или правильной, или 
изолированной особой точкой. 

Кез } (со) равей взятому со знаком минус коэффициенту при г“ в раз- 
ложении Лорана в окрестности бесконечно удаленной точки.’ Отметим, что 

Res f (co)== lim [— 2zf (z)], . (7.7-2) 
z= со . 

если этот предел существует. oo, 
Если }(2) или ачалитична, или имеет устранимую особенность при 

2==а == со, то Resf(a)=0 (см. также формулу (7.5-1)). Если 2г=за = со есть 
полюс порядка т, то 

. _1 
Res f (a) =. lim 4 —_((z — ay f (2)]. (7.7-3) 

(m— Dl z-adzm—1 

В частности, пусть 2==а == со— простой полюс и [(2)==р (2)/9 (2), где 
p(z) и 9(2)—аналитические функции в точке а и р (а) >=0. Тогда д(а)=0, 
$’ (а) =0би | : : - 

| w= P(A) 7. Res f (@) = i775. _(7.7-4) 

хЕсли бесконечность — правильная точка для функции #(2), то вычет 
Кез | (со) может и не равнятся нулю. Например, если } (2) =1/2, то г=00 
есть нуль, а Кез} (с) =—1.ж 

7.1-2. Теорема о вычетах (см. также п. 7.5-1). Пусть однозначная финк- 
ция |(2) аналитична в области 0, за исключением изолированных особых 
точек, а замкнутый контур С принадлежит вместе со своей внутренностью 
области D, содержит внутри себя конечное число 2, 23, +.., 2 Обобых точек 
и не проходит ни через одну из них. Тогда. : 

Г \ Ё (5) 4&= У Кез { (2,) (теорема о вычетах). _ (7.7-5) 

С k=l | 

С особой осторожностью нужно следить, чтобы контур С не ‘пересека л раз- 
резы для [(2) (см. также п. 7.4-2). 

ХЕсли функция (2) однозначна и аналитична во всей комплексной плоскости, за 
исключением только нзолированных особых точек (необходимо конечного числа, так как 
иначе существовала бы конечная или бесконечно удаленная предельная точка множества 
особых точек), то сумма всех ее вычетов (включая вычет Ке; } (с9)) равна нулю. Хх 

7.17-3. Вычисление определенных интегралов. | 
(а). Часто можно вычислять действительный определенный интеграл 

4 
г . 
\F@) dx, рассматривая его как часть комплексного контурного интеграла 
а ° . 

\ Ё (2) 42 при условии, что контур С включает интервал (а, 6) действитель- 
С | 
‘ной’ оси. Теорема о вычетах (5) может помогать в таких вычислениях ни 
может, в частности, сводить неизвестные интегралы к уже известным.
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со 

(5) Для вычисления некоторых интегралов вида J [(х) ах следует при. 

мепить формулу. (5) к контуру С, состоящему из и интервала (—R, Ю) дейст: 
нительной оси и дуги Ср окружности |2 |=К в верхней полуплоскости. Сле- 

дующие леммы часто Позволяют отбросить интегралы по дуге С р при R— co: 

1. jim Ji@ dz=0, если f(z) аналитична при |2|>Ю и 

21. (2) стремится к нулю при 12| — со, когда и = — 0; последнее, в 

частности, выполняется, если | f (2) < Tire 1 a где & > 0, при всех 

достаточно болыцих 12]. 
2. Лемма Жордана. Если Е (2). аналитична в верхней полуплос- 

кости, исключая, возможно, конечное число полюсов, и стремится к 
нулю при |2|-+ 00, когда у20, то для любого действительного 
положительного числа т 

‘ ”. im tim { F(t) e'™ do =0. 
со 

Метод контурного интегрирования может давать главное значение интеграла по 

Ко: ши (см. п. 4.6-2) для т { (© ах, когда сам интеграл в обычном смысле не существует, 

Лемма Жордана Gunaer особенно полезна для вычисления несобственных интегра- 

со . 

лов вида | F (x) elMXx gy и, согласно формуле Эйлера, интегралов вида 

—с 
со со 
| F (x) cos mx dx u | F (x) sin mx dx 

— © —с 

эти ° интегралы встречаются прн преобразовании Фурье п, 4.11-3 и в формуле обраще- 
ния ‘для преобразования Лапласа, п. 8.2-6). 

(с) Если $ — какая-либо по луокрижность круга |2 —а |= — &, где точка # = а — прос- 
той пелюс функции [(2), то 

Hm JF) dg mi Res f (a). 
&— 5. 

Это используется, во-первых, при гычислении` интегралов По. коитурам. когда прихо- 
iz 

e 
Дится «‹огибать» простой полюс (например, при вычислении \ > 42 по контуру, состоя- 

щему из отрезка (— А, А) действительной оси и полуокружностей |2 |=Юи|2|=^ 
при А -+ юиг-+0) и, во-вторых, для вычисления глазного значения по Коши нското- 
рых иесооственпых интегралов. 

(4) Теорему о вычетах можно применять к иитег ралам вида 

2л 

| R (cos g, sit g) dq, 

0 . 

де А — рациональная фуикция от с0$ ф и Зтф, если совершить подстановку 

2 = ef, аф = 1 dz, 

1 1 7 1 1 
$ ф = — - — $1 — ——]. cos @ 5 (24 =) пФ oi (z =) 

7,74, Применение вычетов к суммированию рядов. Пусть контур С окружает точки 
в п, 38-1 2=т--2,,,, 2-1, где т — целое число, и пусть | (2} аналитична 

(7.7-6)
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внутри С, за исключением, быть может, конечного числа полюсов а,, а’, ‚.., ам, из. 
которых ни один не совпадает © точками 2 = т, 2 = т -+1, 2=т--2, ..., 2= п. Тогда 

N . 

х f tk) = ma | nf (Q) ctg mt at — У вез & (а), | (7,7-1) 
j=l 

где Res g (a i) — вычет функции 2 (z) = Wf (z) clgmz B rouKe z= а}; 

п N 

» (—DA F(z) = Sat =| nf (§) cosec m& d& — № Res £1 (а), (7.7-8) 

k=m С° = | 

rye 2; (2) =f (z) cosec mz, Unorna бывает возможно выбрать контур С так, что интеграл 
B правой части формулы (7) или (8) исчезает. 

7.8. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ 

7.8-1. Аналитическое продолжение и моногенные аналитические фувкции 
(см. также пп. 7.4-1 —7.4-3). 

(а) Пусть однозначная функция }: (2) определена и апалитична всюду 
в области О; функция р (2), определенная и аналитическая в области [., 
сесть аналитическое продолжение {\ (г), ссли существует пересечение областей О, 
и Р., содержащее открытую область Do в которой функции [1 (2) и fo (2) 

совпадают. 
Аналитическое продолжение fo (2) определяется единственным образом по 

значениям |; (2) в Ос (см. также п. 7.3-3). Сверх того, аналитические пробол- 

жения | (2) } удовлетворяют каждому функциональному : уравнению и, в частно- 
сти, каждому дифференциальному уразнению, которому удовлетворяет f, (2) 
(принцил консерватизма функциональных уравнений). Можно также воспользо- 
ваться фувкцией [5 (2) для расширения области определения Ё (2) и обратно: 
рассматривать Й (2) и р (2) как элементы. единой аналитической функции i (2), 

определенной всюду в РБ: и Dap. 
‚ Н (2) и/или Р (2) могут допускать дальнейшее аналитическое продолже- 

пие, ведущее к другим элементам функции (2). 
(6) Многозначные функции. Заметим, что f; (z) u Ь (2) не обя- 

Зательно совпадают во всем пересечении областей их определения. }. (г) мо- 
жет иметь аналитическое продолжение [) (2), определенное в Ду|, но не совпа- 
дающее с } (2). Аналитическое продолжение может производить элементы, 
принадлежащие к различным ветвям многозначной аналитической функции f(z); 
два значения } (25), полученные при аналитическом продолжении | (2) вдоль двих 
различных путей С и С:, совпадают, если С и С; не окружают точку развет- 
вления } (2). 

(с) Возможные аналитические продолжения данного элемента образуют 
моногенную аналитическую функцию f (2), определенную, исключая изолиро- 
ванные огобенности, во всей плоскости нли в связной области с естествен- 
ными границами. В то время как выбор последовательности элементов, опре- 
деляющнх f(z), не является фиксированным, принцип консерватизма 
функциональных уравнений применим ко всем элементам и каждый такой один 
элемент единственным образом определяет все ветви, изолированные особенности 
и естественную границу } (г). 

7.8-2. Методы аналитического продолжения. 
(а) Стандартный метод аналитического продолжения. отправляется от 

функции f (2), определенной степенным рядом (7.5-4), сходящимся в круге 
|2—а|< г. Для каждой точки 2==6 этого круга значения }(6), [ (5), ... 
известны и определяют разложение в ряд Тейлора в окрестности 2==6. Но- 

вый степенной ряд сходится внутри круга |г—6 | < г’, который может иметь
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часть, расположенную вне первого круга. Тогда мы получаем аналитическсе 
продолжение функции }(2) в часть круга с центром в точке 6, лежащую вне 
круга с центром в точке а. Этот процесс может быть продолжен вплоть до 
естественных границ функции; каждый степенной ряд есть элемент } (2). 

Замечание. Функция, определенная степенным рядом с конечным раднусом 
сходимости, имеет по крайней мере одну особую точку на границе круга ‚сходимости, 

(5) Пусть даны две односвязные области Ру и Д. без общих точек такие, 
что их границы имеют один общий кусок *. Если функции р (2} и р (2) 
аналитичны соответственно в областях О, и О», непрерывны в Ру и Р.--\ 
т, е. вплоть до линии \) и совпадают во всех точках кривой у, то функции 

} (2) H fg (Z) являются аналитическими продолжениями друг друга. 
(с) Принцип симметрии. Пусть ](2) определена и аналитична 

в области О, граница которой содержит отрезок % оси Ох, непрерывна в Р-|% 
и принимает ‘на у действительные значения. Тогда функция }* (2), определен- 
ная в области )*, симметричной с областью ДР относительно действительной 
оси, соотношением __. 

й* (2)=1 (2), | (7.8-1) 

является аналитическим продолжением } (2) в области О*. Более общо, пусть 
#(2) определена и аналитична в области D, граница которой содержит дугу 
окружности или прямолинейный отрезок $... на котором }(?) непрерывна и 
принимает значения, лежащие на некоторой дуге окружности или прямолиней- 
ном отрезке 5 в плоскости щ. Тогда функция {(2) может быть аналитически 
продолжена в область Р*, симметричную с областью ЛР относительно 5, 
причем ее значения в точках, симметричных относительно 5., будут симмет- 
ричны относительно Эщ. 

7.9. КОНФОРМНОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ 

7.9-1. Конформное отображение. | 
(а) Функция #—}(2) отображает точки 2-плоскости (или римановой по- 

верхности, п. 7.4-3) в соответствующие точки ®-плоскости (или римановой 
поверхности). В каждой точке 2 такой, что {(2) аналитична и }' (2) 50, 
отображение и=}(2) конформно, т. е. угол между двумя кривыми, проходя- 
щими через точку г, переходит в равный по величине и по направлению 
отсчета угол между соответствующими кривыми в плоскости &.. 

Бесконечно малый треугольник около такой точки г отображается в подобный беско- 
нечно малый треугольник ш-плоскости; каждая сторона треугольника «растягивается» 
и отношении || (2) |:1 и поворачивается на УГол агвР (2). Коэффициент искажения 
(локальное отношение малых площадей) при отображении w =f (2) =u (x, yy + iv (x, y) 
равен 

ди ди 
д (и 5) Ox oy ’ — , = IP a= =| oy op 

ox ди 

(7.9-1) 

и каждой точке =, где отображение конформно. Конформное отображение преобразует 
ЛИНИИ Х == соп${, у = соп3{ в семейство ортогональных траекторий в и-плоскости. Обратно, 
линии и (х, у) = с0п$%, и(х, у) = соп%{ соответствуют ортогональным траекториям в 
#-плоскости (см. также табл. 7.2-1), . 

Область 2-плоскости, отображающаяся на всю и-плоскость функцией } (2), называется 
фундаментальной областью функции { (2). Точки, где }' (2) =0 называются критическими 
точками отображения WwW oe 1). Отображение, которое сохраняет величину, но ие 
направление отсчета угла между двумя кривыми, называется изогональным или кон- 
формпым отображением второго рода (пример изогонального, но не конформного отобра- 

жения: ш=?). 

') Некоторые авторы называют. особые точки, где 1/{' (2) =0, также критическими 
очками | (2).
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(6) Отображение w=) (2) конформно-в бесконечно удаленной точке, если. 
функция 

O= f (1/2) =F (2) 
отображает в начало г=0 конформно в ®-плоскость. 

’Две кривые пересекаются под углом ^) в точке 2=о0, если преобразова- 

ние 2=1/2 переводит их в две кривые, пересекающиеся под углом у в точке 

z=0. _Аналогично и=—[(2) отображает точку 2==а конформно в точку ш=оо, 

если ш==1/} (2) отображает. г =а конформно в точку и =0 (см. также п. 7.2-3). 
7.9.2. Дробно-линейное отображение (преобразование). 
(а) Дробно-линейное отображение 

_ а +6 а (bc —ad) 0 (7.9-2) 

устанавливает взаимно однозначное соответствие между точками г-плоскости 

и точками ю-плоскости. Оно имеет две инвариантные точки 

=1 [(a—d) + Va—d +45] | (7.9-3) 

(которые могут и совпадать), отображающиеся сами в себя. Отображение 
конформно всюду, исключая точку г==— 4/с, которой соответствует и = со. 

Прямым и окружностям 2-плоскости соответствуют прямые или окружно- 
сти и-плоскости и обратно; в этой связи можно прямые рассматривать как 
окружности с бесконечным радиусом, проходящие через бесконечно удаленную 
точку. Для каждого дробно-линейного отображения,  отображающего четыре 
ТОЧКИ 21, 22, 23, 2 соответственно в и1, Шо, &, и, 

21 —2 „21 — 22 __ &1 —W . Wi — Ws (7.9-4) 

23—22 — 2, — Ws —W * Ws — We 
  

(инвариантное двойное отношение или ангармоническое отношение 1)). Равен- 
ство (4) определяет единственное дробно-линейное отображение, переводящее 
три данные точки 21, 25, гз соответственно в три данные точки Wy, We, Ws. 
Существует  дробно-линейное отображение, которое преобразует заданную 
окружность или прямую в г-плоскости в заданную окружность или прямую 
в м-плоскости (см. также табл. 7.9-2 и п. 7.9-3). 

Частные случаи. Отображение 8 

w= Az + B, - (7.9-5) 

где А и В — произвольные комплексные числа, соответствует вращению ва угол агр А, 
растяжению в | А | раз и параллельному сдвигу на вектор В Линейное отображение \5) 
есть самое общее конформное отображение, которое сохраняет подобие геометрических. 

фигур. `` 
Отображение 

м 
| w = (7.9-6) 

представляет геометрически инверсию точки 2 относительно единичной окружности 
с центром в начале координат с последующим симметричным отображением относительпо 
действительной оси. Отображение (6) преобразует: 

1) прямые,: проходящие через начало координат, в прямые, также прохо- 
дящне через начало координат; 

2) окружности, проходящие через начало координат, в прямые не прохо- 
дящие через начало координат, и наоборот (прямые, не проходящие через 
начало координат, в окружности, проходящие через начало); 

3) окружности, которые не проходят через начало координат, в. окруж- 
ности, также не проходящие через пачало координат. 

  

1) Двойное отношение (4) действительно, если точки 21, Zs, 2a, 2 (и следовательно, 
ТОЧКИ \;, We; Wg, W) лежат на окружности или прямой.
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(b) Дробно-линейные ‘отображения (2) образуют группу; обратные преоб- 
разования и произведения дробно-линейных отображений также являются 
дробно-линейными (п. 12.2-7).`.Каждое дробно-линейное отображение (2) 
может быть представлено как результат (произведение) трех последовательных 
простейших дробно- -линейных отображений: 

2 не (параллельный перенос), | (7.9-7a) 

“=; am (инверсия и сим метрия), | | о (7.9-7b) 

w= = ad 274 2 = вращение и растяжение с последующим napaa- 

лельным переносом). | (7.9-7с} 

7.9-3. ‚Отображение Ш = > (2-4 г ) *). Отображение 

Ш = > (2+ >) | | (7.9-8а) 

эквивалентно следующим: 

ЕЕ вли 2=ю-У—1 . (79-8) 

    

_w+i z+) 
ИЛИ | 

ТИ: ! 1 1 | С =z (12 +) COSPy Uy (| г т) sin @. (7.9-8c) 

Преобразование (8) конформно, за исключением критических точек- 

2=1 н . 

2=— |. 

И внешность, и внутренность единичной окружности 

| [2|=1 

отображаются на всю плоскость м, из которой удален прямолинейный отрезок 

—1=и=\, 

соответствующий единичной окружности _ 

| |2 |= 
Некоторые важные свойства npeospasovat (7.9-8а) приведены в табл. 7.9-1. 

6 7.9-4. Интеграл Шварца. — Кристоффеля. Интеграл Шварца — Кристоф- 
Ал 

z 

wes A \ (2 — x ,)% —! (2— xq)! ... (z—x,)%n—! dz-+-B, 

no oO | (0.99 
a Qj=an—2 

me | 

отображает верхнюю полуплоскость’ и > 0 конформно во внутренность много- 
гольника в и-плоскости; контур многоугольника соответствует действительной 
и, вершины №, We,.... Wy, соответствуют различным. точкам ху, a, .„Хп оси Ох 

№ внутренний угол многоугольника в вершине &; равен суп (1—1, 2,..., п). Для 
ИйЖДОго данного многоугольника в &-плоскости три из `точек х; ‚ могут быть 
  

®) фто отображевие обычно называют отображением Жуковского.
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Таблица 7.9-1 

‚ Свойства отображения и = > (2 + +) 
(см. также табл, 7.9-2 и 7,9-3) 

  

  
  

    

j . 
д=х-- = |216 ®; ши 0 = го 

Точка, кривая (ые) или Точка кривая. (ые), или 
область в г-плоскости область в’ -плоскости Замечания 

Окружности с центром в ® | Эллипсы с фокусами = 1 Если ф возрастает, то.6 
— р 2 2 возрастает для |2|>1и J}z| =e” =const #1 и о | 6 

—— = ывает ля |2 1 
сна | shea У A 121 < 
  

Прямолинейные лучи, выхо- | Гиперболы с фокусами + 1 

  

  

  

  

дящие из начала координат U2 ; 0? 

@ = const + 0 cos int g | 

Единичная полуокружность | Прямолинейный отрезок Если ф возрастает, то и 

121= В и>0 -I<u<i Убывает 

Единичная полуокружность | Прямолинейный отрезок Если ф возрастает, то и 

[21 =1, у =0 ик! возрастает 

Прямолинейные отрезки | Прямолинейные отрезки дей- 
действитсльной оси иу-==0, | ствительной оси 9 =0 
соответствующие интервалам -ю<и<-1| 

<<< -, -I>u>-0o, 
~il<x<0, < >и> 1, 

0< x< 1, 1 <u<ioo 

< х< 
  

Линии тока для течения, 
обтекающего едипичный v = const 
круг со скоростью !/, в © 
  

Соответствующие лниии по- 
стоянного потенциала ско- u = consi 
ростей           

выбраны произвольно; остальные точки х; и параметры А и В определяются 
единственным образом. 

Если одной из вершин многоугольника соответствует бесконечно удаленная 
точка, например, хи = со, то формула (9) приводится к виду 

Ш = ay (2—4 (2—4) 1... (2-х, _ | de + BY, (7.9-10) 

A’ wu B' — постоянные параметры и %, %,... % — новые точки оси Ох. n=l 

Фактическое определение точек х; или xj весьма сложно, за исключением некото- 

рых вырожденных случаев и когда один или несколько углов а ju обращаются в нуль 

(см. [7.6]. 
Приложения формулы Шварца — Кристоффеля к отображеиню параллелограммов и 

прямоугольпников в &-плоскости приводят к эллиптическим функциям (п. 21.6.-1). 
Отображепия 26 - 30 в табл, 7.9-2 суть частные случаи формулы !варца — Крис- 

тоффеля, 

7.9-5. Таблица отображений, Табл. 7. 9. 2 иллюстрирует некоторые отобра- 
жения, часто встречающиеся в различных приложениях,
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7.9. KOHPOPMHOE ОТОБРАЖЕНИЕ 

Примеры конформных отображений 

  

Рис. |. ш = 22. 

AN’ 

  

7 

WU ed 
ty 7 

    
  

  
      

  

  
Puc. 2. w = 2?, 

S
e
 

7, s/f A , 

Yyyy 

CWZAB   

Мы — т 

  

  

  

  

Рис. 4. ш = 1/2. 
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Таблица 7.9-2 
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Таблица 7.9-2 (продолжение) 
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oe a 6n naa 7.9-2 (продолжение 
  

  

     
_ Рис. И, ш = т 2: ВСО зу-=ь, В'’С*О*’ есть полуэллипс 

(are) + (are) = 
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Габлаца 7.9-2? (продолжение 

        
  

рис. he wae Ze. ga Lhe Vi - 0 - 8) 
aa Be х, + х. , 

_ 1 =~ хуже + VG ~ xi) (i = x9) 
~~ ХХ —л, 

  

Ко 

(а>1и КЮ > В если — 1 ox, <x; <1). 

у 

РРР re 
Y/ ZA 

         

  

Puc. bb. we 2a. ee Lt are + Vid = 1) GE = 0). 

° az- 1° Хх, + х> ® 

  

выл ИСИ 
X; — Xp» : 

(ix Kaoxy HUSK <], ecnw 1X. < xy). 

Ro 

  

Puc. 16 ю=2+-.   
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< Таблица 7.9-2 (продолжение) 

  

  

  

Рис. 17. wz. ‚ 

Bie 
и Lp 

D A B т   

  

Рис. 18. ш=2- =; В'С’'О' есть полуэллипс 

ви \2,f ko \2 
(air) (вет) = 

7 UY 

И Ci rte r wy YY , Hs | B 

; 2 И ML 72227 
      SY

 
  

  

  

р’ ELA’ A 

z—1 и) ` 
Puc, 19. w= In аи: z==—cth “9° 

9 
B 

С А 
И (€ Fit 
\ / 
a 

  

    

2—1. 
21° 

окружности х? -| у? — 2ycta k= 1. 

Рис, 20. ш = |п   АВС есть дуга 

   и=-Ц 
  

Рис. 21. w = i? центры окружностей 

в точках 2 = СТ с,, радиусы 

  

1 
(п =1, 2). 

sh Cc,     
 



224 ГЛ, 7. ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО = 7.9-5, 

Таблица 7.9-2 (проболжение) 
  

  

| 0’ И С’ 
4 7 

ПРИ Wf» РЕ. Е: 
Рис. 22. ш = вп toting) A) +a — king +, 

    

         

  

— (1 — 2) 18 (2 — Dy x1. = 2k — 1.   

  

& 1 — с032 
2. 1-+ сова ° 

  

Рис. 23. w = tg? 

  

wo 
Pue. 25. w = п с + . 
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Таблица 7.9-2 (продолжение) 

Г 

  

о y Z 

LLL, 
ОВ р ЕТ 

Pre, 26, ш = 1 -- 2 — п 2. 

Я 

Yj 7 YY Е ‚о 

A B cb. € Dp gt - 

| (24 1)'/2 —1 , 

ео! 

DE FIA B Vy | 

. Puc. 27. w= 2(z+ 1) */з + п 

        

    

‚ РИЙАА 
а 1 + tht P+f ,  f z—1 \My 

Puc. 28, w—= In gr т: i= ( г} 

| Yj Liyy Vy 7 и 

А B C D т C’ | D' Ч: 

` Рис. 29. ш == 4 fizz — 1)"/e + Arch 2}. 

  

и 

| А ВС D 

Qz-k-1\ 1 (e+ 1) 2 — 2k 
1 ) = Aron | Е -П2 о 

  

  Рис. 30. tw = Arch (   
  

8 ff. Kopa a T, Kopa
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`Таблица 7.9-3 

Конформные отображения некоторых областей Р 
на единичный круг (|| = 1) 

  

  

  

  

  

  

  

  
  

  

  

            

          

zex+tiy=jzje?, w=u+iv=| w 8 

B кости Преобразование Замечания 

1 | Верхняя полуплоскость А 2-а 2=а 
w =e —_— 

y 2 0 2 —а преобразуется 
в точку 

(A действительно) w =0 

2 |Правая полуплоскость . in z2—a 
шг-—е —_— 

x20 z+a 

(A действительно) 

3 | Единичный круг ш — eth z—a =a mpeo6pasyetca | 
12| <1 l— ae в точку ш =0 

(А действительно) 

4 | Полоса шириной зп ш—1 1212 Частный случай пре- 
о=х=—< р о образования вар- 

фл, or! ца — Кристоффеля 
<<< (7.9-9) 

5 | Сектор единичного круга 1/4) 2 (1 — >1 /@)2 

0 <= ф=< ла (1-5 21/4) 24-2 (1 — 21/4) 

6 |2-плоскость с разрезом УФЕ 
oT 2 =0 до 2 = ©о ВДОЛЬ = 
положительной части V2+i 
действительной оси 

7 | Внешность эллипса z= 1 Ё ~ by) w+ a+b | См. также п. 7.9-3 

x2 y? 2 WwW 

ae tps =! 

8 | Внешность параболы se ( 2 ) 

9 ~\w-+ I 
| z{ cos? —- = ] 

2 

9 | Buytp | болы л ну ренность пара ол w = tg? (4 Vz | 

2+. =] 12] с0$ 2! 

10 |Полукруг wl z? + 2Rz — В? 

|2| А, х>0 22 — 282 _ Юз 

11 | Область, ограниченная | Комбинация — отображения 
прямыми линиями (мно-| Шварца — Кристоффеля 
гоугольник) (п. 7.9-4) с отображеннем 1    
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7.9-6. Функции, отображающие специальные области на единичный круг. 
(а) Теоремз Римана об отображении. Для каждой односвязной 

области О в 2-плоскости, кроме всей 2-плоскости и 2г-плоскости, из которой 
удалена одна точка, существует конформное отображение ш==}(2), которое 
устанавливает взаимно однозначное соответствие между всеми точками области О 
и внутренними точками единичного круга |®]| < 1. Аналитическая функция 
1(2) определена единственным образом, если задан образ точки а обласпш D 
и угол поворота любой кривой, проходящей через эту’ точку, т. е. 

[ (а) =\3 и агёр (а) =“, 

где & и «— заданные величины. 
Если О ограничена регулярной кривой (п. 3.1-13) С, то функция 1(2) 

непрерывна на С и устанавливает взаимно однозначное соответствие между 
всеми точками С и точками единичной окружности | ш |= |. 

Замечания. 1) Отображение задается определенной аналитической функцией } (г); 
2) за исключением отмеченных выше тривиальных случаев, каждую область О, ограни- 
ченную простым контуром, можно отобразить конформно на другую область ШО’, также 
ограниченную простым контуром. ; 

Проблема конформного отображевия области D на единичный круг тесно связана 
с решеннем краевой задачи Дирихле для области ОД (п. 15.6-9). Часто требуемое конформ- 
ное отображение может быть получено последовательным применением простых преоб- 
разований. 

(6) В табл. 7.9-3 приведены некоторые конформные отображения заданных 
областей D на единичный круг.



ГЛАВА 8 

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА И ДРУГИЕ 

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

8.1. ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

‚ Преобразование Лапласа (п. 8.2-1) связывает однозначную функцию Р (5) 
комплексной переменной $ (изображение) с соответствующей функцией } (1) 
действительной переменной # (оригинал). Это соответствие, по существу, 
взаимно однозначное для большинства практических целей (п. 8.2-8); соответ- 
ствующие пары { (6) и Р($) часто определяются при помощи’ таблиц, Преобра- 
зование Лапласа характерно тем, что многим соотношениям и операциям 
над оригиналами } (#) соответствуют более простые соотношения и операции 
над их изображениями F (s) (пп. 8.3-1 —8.3-4). Оно применяется, в частности, 
для решения дифференциальных и интегральных уравнений; метод решения 
заключается в преобразовании данного уравнения, содержащего оригиналы ]} (1), 
в эквивалентное уравнение относительно соответствующих изображений 
Лапласа Г (5). (Операционное исчисление, основанное на преобразовании 
Лапласа, пп. 9.3-7, 9.4-5 и 10.5-2.) a 

8.2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА 

8.2-1. Определение. Преобразование Лапласа (одностороннее) 

F (s)=£ If (1 -| f (t) eS de (8.2-1) 

ставит в соответствие каждой однозначной функции (оригиналу) +0 ({ действи- 
тельно), для которой несобствевный интеграл (1) сходится, единственную 
функцию Е (5) (изображение) комплексной nepemenHoH so -+ fo. 

Интеграл (1) называется интегралом Лапласа, а функция -F (s)— преобра- 
зованием Лапласа (односторонним) функции } (8. Часто употребляются записи 

Е (5) == [Р(, $] или F (s) =f (0). 
8.2-2. Абсолютная сходимость. Если интеграл Лапласа (1) абсолютно 

сходится при б=0ц, т. г существует предел 

jim uo eet at—{ [Fle 7 at, - (8.2.2) 

то он сходится абсолютно и равномерно для в —0 и’ изображение F (s) ~ 
аналитическая функция (п. 7.3-3) при Кез=0 20%. Точная нижняя грань оз 
действительных чисел б,, для которых это’ условие соблюдается, называется 
абсциссой абсолютной сходимости преобразования Лапласа [$ (1)]: в полупло- 
скости Ке$ >> 9. изображение Р ($) —функция аналитическая. 

Хотя некоторые теоремы, относящиеся к преобразованию Лапласа, н` уждаются только 
в существовании преобразования (простой сходимости), существование. абсциссы абсолют- 
ной сходимости будет предполагаться во всем дальнейшем изложении, Там, где необло- 
димо специально отмечать. область абсолютной сходимости, связанную с соотнощением, 
включающим преобразование Лапласа, будем писать “>09, справа от исследуемого 

соотвошения, как в формуле (3).
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8.2-3. Область спределения, Область определения аналитической функции 

Е (5) =0 [1 ()] — (6>0а) | (8.23) 

обычно расширяется при помощи аналитического продолжения (пп. 7.8-1 в 
7.8-2) до полной 5-плоскости, за исключением особых точек (см. п. 7.6-2), 
расположенных слева от прямой в=0с. 

Такое расширение области определения всегда подразумевается. 
8.2-4. Достаточные условия существования преобразования Лапласа. [1] pe- 

образование Лапласа [}()], определенное формулой (1), существует в смысле 
абсолютной сходимости (п. 8.2-2; см. также п. 4.9-3): 

co 

1) для o SO, ecau ) [7 (Г) | 4Ё существует; 

2) для © > ва, если интеграл (возможно, несобственный) 

ty 

= \ |F (¢) | det 

существует для каждого конечного #1 >0 и |} (6) |= Ke a’ для (> > = 

= 0 (f (4) имеет экспоненциальный порядок или } (#) =0О о (г a’) при 
[+ со, п. 4.4-3); 

3) dan o> 0 или в> в. (какая из границ больше), если L im) 
существует (не обязательно в смысле абсолютной сходимости) для 
д > 0. 

8.2-5. Обратное преобразование Лапласа. Обратное преобразование Лапласа 
2-Е ($)] функции Р (5) комплексной переменной 5==0--мо есть функция 
| (6), для которой преобразование Лапласа (1) есть Г ($). Не каждая функция 
Е (5) имеет обратное преобразование Лапласа. . 

8.2-6. Теорема обращения. Пусть ЕЁ (5) = #1 (6], <> 60а; тогда в каждом 
открытом интервале, где }({) ограничена и имеет конечное число точек мак- 
симума, минимума и точек разрыва (или, более общо, }(В) имеет ограничен- 
ную зариацию (п. 4.4-8, b)), 

‘ O,-+iR. , 

# @)= Fag lim \ Е ($) е5( 45 = 
+O g,—iR 

5/1 ((—0)--/ @--0)] для #>0, 

= 51 (0-0) для =0, (01 > Gq). (8.2-4а) 

0 | для #ё<0 | 

В частности, для каждого Ё> 0, где { (1) непрерывна, 
, Oa tik 

hO=55 am, \ F(sje“ds=f(t) (6 > ва). 6240 
O,—iR . 

Путь интегрирования В формулах (4) лежит, справа от всех особых | точек 
0: - foo 

} (8). Интеграл. приводится к интегралу = ( F (s) eS‘ds, если последний 

O4— loo 

существует; в ‘противном случае (2) есть главное значение интеграла по. Коши 

(п, $,6-2, 6).
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8.2-7. Существование обратного преобразования „Лапласа. Особо следует обратить 
внимание ва то, что существование предела (4) еще не достаточно для того, чтобы Р ($) 

. , $2 

имело обратное преобразование Лапласа. \Пример: F (s) =e ) Существование 
Р-Р ($)] должно быть проверено для каждого применения теоремы обращения. Сле- 

дующие теоремы дают достаточные (но не необходимые) условия для существования 
Lt LF ($) ]. 

1. Если Е ($) аналитична для © >= буи имеет порядок <—1 п. 4.4-3), то 

. ot 
‚ Р-Р (s)] существует; оно непрерывно для ecex t u f(t) =O (, a ) npu t—»co 

и соответствующая абсцисса абсолютной сходимости есть ба. Заметим, что 

при этих условиях формула (45) справедлива ц 

ЗРЪ-ЦЕ (5)] =0 для #50, 

2) Пусть Е (5) = $ [Р, (9, РБ, (5), .-.. Е, (5)], так что Ф (21, 2. veer 2p) 
аналитична относительно каждого 2, и равна нулю длл 2 =0, u —=2,=>...>-2 

1 2 

Fy ($) = £& ff, ©] (o> ба, Е =1,2, ..., п); 

п 

тогда Р-Р ($) ] существует и соответствующее преобразование Лапласа имеет 

абсциссу абсолютной сходимости. 

3.2-8. Единственность преобразования Лапласа и его обращения. /Греобра- 
зование Лапласа (1) единственно для каждой функции }(Ё), имеющей такое 
преобразование. Обратно, две функции | (1) и Ь (6, имеощие одинаковые пре- 
образования Лапласа, совпадают для всех [> 0, за исключением, возможно. 
множества меры нуль (п. 4.6-14); [ (1) =р` (0 для всех {> 0, где обе функции 
непрерывны (теорема Лерха). | (1) определяется единственным образом по пре- 
образованию Лапласа для почти всех Ё > 0 (п. 4.6-14, 5); данная функция Ё (5) 
не может иметь более одного обратного преобразования Лапласа, непрерыв- 
ного для всех ¢> 0. | 

_ Различные разрывные функции могут иметь одинаковое преобразование Лапласа, 
В частности, единичная функция (см. также п. 21.9-1) f(t) =O ana #<0 и }{ (1) =1 для #>0 
имест преобразование Лапласа 1/5 независимо от значения, принимаемого { (1) при { =0. 

8.3. СООТВЕТСТВИЕ МЕЖДУ ОПЕРАЦИЯМИ НАД ОРИГИНАЛАМИ 
И ИЗОБРАЖЕНИЯМИ 

8.3-1. Таблица соответствия операций. Табл. 8.3-1 содержит некоторые 
теоремы, устанавливающие соответствие между операциями над оригиналами 
f(t) и операциями над их изображениями F(s) и обратно. Эти теоремы 
составляют основу применения преобразования Лапласа (операционного исчис- 
ления, основанного на употреблении преобразования Лапласа). 

‚ 8.3-2. Преобразования Лапласа периодических функций и произведений 
оригиналов на синус или косинус. 

(а) Если [(Р) — периодическая функция с периодом Т (п. 4.2-2,b) и 

\ 12 (6) | 46 существует, то 
0 

T 

LU Ol=—=pJ Oe "a — (o>). (8.3-1) 
—е 0 

, Замечание. Интеграл в правой части равенства есть целая функция (п. 7.6-5), 
так что $ [[}(1)] ие имеет особенаостей для конечных $, за исключением простых полюсов 
на мнимой оси.
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‚ 6) Если | и антипериодическая функция (п. 4.2-2, Б) с периодом Т, т. е. }(#-+ ТГ/2) = 

из —} (1) *) ц Г | f ( | dt существует, то 

0 
T /2 

LU) = я ( Fite Sat (0 > 0). (8.3-2) 
Ire 0 

(с) Если { ({) — антипериодическая функция, положительнал для O<t<. Т/2, в функ- 
ция ф! (1) получена в результате ее детектирования, т. е. 

fd) прв #41) >0, t) = 
M1) | 0 при РО < 0, 

то ° 

| 
Le: N= re UO) (5 > 0). (8,3-3) 

(9) Если Ё() — антипериодическая фувкция, положительная для 0<t< T (2, u 
функция Pq (t) NoazyacHa в результате ее выпрямления, т. е. 

р = fi) при [0 >0, 
м Е при КО <0, 

586: = PuM) >, @.3-4) 

() Преобразование произведений оригиналов на синус 
или косинус. Если Е (5$) — преобразование Лапласа для } (1), то 

2 [Е (0) зп ой ==; [Е ($ — 0) —Ё ($), 
| (8.3-5) 

& Lf (2) cos wt] = — [F (s—iw) +-F (s+ io)). 

8.3-3%. MpeoGpasosanne произведения (теорема о свертке). Пусть 

Е, (5)=5 1] ©>o). Fa(s)=L f(t] (o> 0%). 
Tozda 

' A ++ ico 

| и \ (2 Pe 6-2 (A> oy 639 
дв 

i | Fa (2) Fy (s—2) de (N>> Ga). . (8.3-7) 
i. — ico 

В обеих формулах следует считать, что Кез > в;--02; это значит, что 
нзображение произведения }1 (1) {* ({) — аналитическая функция в полуплоскости 
o=Res => 01 + Oo. 

8.3-4. Предельные теоремы. Если Е (4) — преобразование Лапласа. для }(1) 
u LP (] существует, то 

lim sF (s)=f (0-+0). (8.3-8) 
$ + CO . , 

Ecau, кроме того, существует предел f (t) при р — со, то 

| lim sF(s)= lim 1 FO. (8.3-9) 
$ — СО 

*) Гакую функцию называют еще «функцией с зеркально сдвинутыми полуволвами».
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8.4. ТАБЛИЦЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА 

И ВЫЧИСЛЕНИВ ОБРАТНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ЛАПЛАСА 

8.4-1. Таблицы преобразования Лапласа. Таблицы преобразования Лапласа 
‚имеются во многих справочниках, например, [8.2] [8.7]. В табл. 8.4.1 и 8.4-2 
приведены наиболее часто встречающиеся преобразования. 

8.4-2. Вычисление обратных преобразований Лапласа. В пп. 8.4-3—8.4-9 
описываются различные приемы отыскания оригинала }({), соответствующего 

заданному изображению Р ($) (см. также пп. 9.3-7, 9.4-5 и 10.5-2). 

Замечание. Если существовапие Lt [Р ($)} заранее неизвестно, то результаты, 
полученные применением теоремы обращення (8.2-4), должны быть проверены с помощью 

формулы (8.2-1). 
Особая осторожность рекомендуется при применении разложепия в ряды для полу- 

чения «© 1 [F (s)]; ло-видимому, непосредственное асимптотическое или даже сходящееся 
разложения могут не привести к правильному результату, если Р ($) и {(1) не удовлетво- 
ряют специальным ограничительныьм условиям. 

Некоторые достаточные (но не необходимые) условия для справедливости разложения 

в ряд tL} [F (s)] приведены в пп. 8.4-6—8.4-9. Во многих случаях, где функция } (1) 

подозревается как at} [Е ($)], это может быть проверено подстановкой в исходное диф- 

ференциальное уравнение; поэтому эвристический метод отыскания Lt} [F ($)] может 
оказаться весьма полезным. 

8.4-3. Применение контурного интегрирования. Значение контурного инте- 
грала (8.2-4) часто удается получить при помощи теоремы о вычетах (пп. 7.7-1— 
7.7-3) и леммы Жордана (п. 7.7-3, Ъ). 

Если РЁ ($) —многозначная функция, то контуры не должны, конечно, 
пересекать разрезы для Г ($) (п. 7.4-2). 

8.4-4. Обратное преобразование Лапласа для рациональных алгебраических 
функций: разложение Хевисайда. 

(а) Если 2 ($) — рациональная алгеебраичекая функция, выраженная отно- 

шением двух многочленов 
О: ($) 
р (5) 

причем степень многочлена О ($) выше степени многочлена О; ($}, то #7" [ЕЁ ($)] 
равно сумме вычетов (п. 7.7-1) функции F (s) eS‘ no всем особым точкам (полю- 
сам) Е ($). Для вычисления обратного преобразования Лапласа #1 [Г ($)] 
сначала находим корни $, уравнения 0 ($) =0 (которые определяют полюсы РЁ (5)) 
методами, описанными в пп. 1.8-1—1.8-6 или 20.2-2—20.2-3; тогда: 

‚ |. Вели В ($) =в $—$1) $— 52) ... ($—5„) (все корни уравнения 
р (5)==0 простые), то 

1 (5 ги Ь; ($ 
LF (so Е = 243 3 eft (¢ > 0). (8.4-2а) 

2. Если Р ($) = (8—5) (8—5)... ($— 81) 7, то 

2619 [5] = 

  Е ($) = (8.4-1) 

    

  

  

—1 
< 1 le — s,) 2% D, (s} “ln ) 

= У ("и D {s) s=5, = 
k=l 

n Mp i sat ‘ 

=» Hyjt #7 et (t > 0), (8.4-2b) 
k=1 j=] 

где 
drt | (s—s,)" RD, (s) 

Hpy=— х — . 
(7—1)! (™, —/)! dsJ-1 D (s) с
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Ta6nuna 8,4-] 

Таблица преобразований Лапласа 

(а, Бис — различные постоянные) 
  

  

  
  

  
  

      

  

  
  

Е ($) f(t) (¢> 0) 

1 1/5 1 

2 l/s? t 

3 В (пы — 115 (n=1,2,...) ЕТ] 

4 11И; 1 
Vat 

6 | s—*/s 2Vt/n 
n — 1/1. 

6 | 5+ МА шие... тт tle 
13-5... (Qn—1) Va 

| г o (k > 0) tho 
$ 

8 } ett 
s—a 

9 tee 
($ — a)? 

1 _ 1 n~1 at 

0 ($ — a)” =%..2 и. * 

($ — a)® 

12 ! _| (at _ bt 
(s — a) (s — 9) a—Ob 

$ i at_,»b 
3 | Grae аи”) 
14 1 (ib — cye@ + (c — a) 0?! 4. (a — by e 

(S— a) (Ss — 5) (s— ¢) ~~ (a — b) (6 ~— c) (c — a) 

1 ]. 
15 sae =z sin at 

s§ 
16 ey a cos al 

1 1 
17 52 — а? а sh at 

$ 
18 Gi ch at 

19 I т 1 — с0$ ай 
$ (5? - а?) а? G— a 

. 1 1 . 
20 ее > (at — sin at) 

21 (я = ay rr (sin at — at cos af) 
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Таблица 8.4-1 (продолжени?) 

  

Е (5) f(t) (> 0) 

  

22 

24 

27 

28 

29 

. 32 

33 

34 

36 

31 

38 

41   
31 

  

$ 

$8 

$2 — а. 

$ 

(52 -|- а?) (58 -- 5*) 

1 

(a? + 6?) 

. $ — a)® 4- Bb? 

‘$5 —а 

(s — a)* + 5 

За: 

$3 + аз 

4аз 

5% + 444 

$ 

$4 - 4а* 

1 
$4 — at 

$ 
$4 — а4 

84352 

у $ $ 

5 

(< — а) */2 

Ysa —-Vs—b 

    

1 

Уз-а 

Vs 
$ — а? 

Vs 
S-+ az 

1 | 
У$ ($ — а*) 

| 
Уз ($ а . 

at 

  

t 
—--- 31 oa nn at 

1 : 57 (ЗИ @ё -- а! cos at) 

{cos at 

cos at — cos bt 
b2 — a? 

1 at 
—e sin bt b i 

ot! cos bt 

e at __ gat/2 (cos муз —V3sin 

sin at ch at — cos at sh at 

1 
Заз sin af sh at 

1 
Dah (sh at 7 sin af) 

(ch at ~— Cos at) 

(1 + a@2f2) sin at — at cos at 

tf ап 1 
(ть 

nt at” шп 

+ 240) 

    

Vat 

| ! (cbt _ oat) 
2 Ул 

т — ge! eric (a V0) 
м 

1 

  

Ут + ae erf (a УГ) 
1 . 

. aVt 

i 2a ‚фам \ е^* д\, 
Ул Ух 

—- ett ей (а Yt) 

aVi 
2 —a% az di 

—————— & é 

аул ) " 

  

муз) 
2 7. 
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Таблица 8.4-1 (продолжение) 

Е ($). F® (¢>0) 

40 6? — а: att [b Е ( У] bay | ( УР) 
Ш (Ь У) е — аег За — фе ег{с b t 

. 1 sf я 

Vs (Vs -+- a) ea ore (a V7) 

44 р Ее ен (Ур ау?) 

ма att [0 7) — 1 | 4.2% 7 45 Viena Vind) е | ем (а УР) —1 | +е erfo (6 УР) 

(1 — s)” п! - 
46 — —_—_—_$—_—. H i 

st + 1/2 (ПУЛ 2" (у) 

(i — s)” п! — 
47 —__—_—_ — ff] Г t ot + 8), Уря м (УГ). 

48 ии i ae £1, (at) + Ip (at)] 

1 | —6 49 ——__-__—. — 1/3 (в--5) 21 ("= ) 
VspaVs+b би = 

Г (#) — Г 1/2: — 1 
60| —_—_—_—_—_ (k 2е— 7/9 (A + BYE x G pak (sp bye (k > 0) Ул ( 5) е 9 

seat 
x I p—4/, 

: са 1 2 +f t 

° (s + a)'/a (s + 6)*/s | , ) 

82 ee eH 1, (at 
s+2a+Vs 

(a — b)R ^ a—b 

у а--У$ 

Vstat+wWs) At lf а] J t 
64 ( ——— и>-1 nV era ay о а 

Vs Vs+a 

eo | Jy (at) 
Ys! ta? - | 

v 
66 eee w>—D a J, (at) 

1 - Va k—14/s 

1) Gane >” Ta oy Gz) фе 

68 (Ys? + a? — - 5) (k > 0) (at) 

eee v>~ у. а*Г., (at)     Vst*—at     
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Таблица 8.4-1 (продолжение) 

  

  

    
      

  

  

  

  

$   
  

Е ($) f(t) @> 0) 

1 Ух 1). 
60 (2 > 0) Vm ft \k— Ve 

(s? — ark Г (2) (зе Тр — и, (@9 
eo RS | 0, если О<ЕЖ<А, 

61 $ 1, если (>В 

5 e ks | 0, если 0O<t<k, 

6 $2 [ — р, если (>В 

-Ь5 0, ecru O<t< bh, 

63 (2 > 0) (t — Ry 
slt Гы если #> k 

1—e Ss | 1, если 0 <2< А, 
64 5 0, если f>k 

1. т-- [МА] = и, если (п-— ЕЕ Е 
th ( — , 

1 _ Ire ( 2 ks) (n= 1, 2, ...) (pune. 8.4-1, a) 
65 = 

s (1 —e—&s) Qs 

' 0,ecmnO<t<hk, 

66 $ (е/^$ — а) Г -а-а +... На” \, 

если пе << (ПП (=, ...) 

67 | 4 M 2k, 9 =(— ШТ, 
5 если 2 (п — 1) <¢<2kn (n= 1, 2, ...) 

(рис. 8.4-1, 5) 

1 1 1 1—(—1)? 
3s | -—_——_ — М t — = =, 

s (1 Le #5) 2 (2, +5 2 
если п— Па<Е < пе 

69 = th ks H (2k, t) (puc, 8.4-1, c) 

| F(t) =2(n—}), 
7 | Shes если (2п — З) А <Ё< (21 — 10 

7 1 М в, Е- ЗЕ) +1 = (— М, 
sch &s если (22 —3)k<t<(2n — 1) k (E> 0) 

1 F(t) =2n —1, 
12 > СВ 25 если 28 (п 1) <t<2kan 

Р qs ° 
<. a t 73 +e cth Oh [sin Rf | | 

74 1 | $11 Е, если (21—22) п<ЕЁ< (21 -— Ол, 

(52 + 1) (1 —е #5) 0, если 21 — И л<2<21л 

75 2/9 | Jp (2 Viet) 

1 1 — 
76 — e— (k/s) —— cos 2 Vk 

Ys . Vat 

17 L  eh/s 2 УЕ 

  

У 
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Таблица 8.4-1 (продолжение 

  

  

    
  

  

    

  

Р ($) F(t) (¢ > 0) 

! 78 | —t— e— (k/s) зп 2 ИГ 
s/s Vik 

1 
79 ek/s 1 or 

58/3 УЕ sh 2 Vet 

1 _ wt — 1)/2 _ 
80 ew (k/s) (=) )/ i (a > 0) ; 1 2 Viet) 

1 f\(u—1)/2 - 81 ek/s ( (=)" i > 0) ; Aya (2 Vit) 

- k 
82 [| г-АТ$ (2 > 0) ее ехр /_ 42 

2 Ул: р ( 4t 
, 1 - 

88 | 51° >09 erfe ( nr): 
2Vi 

1 - 1 7 
84 — —АУ$ > 0 ve ° ee” уз (++) 

_ Е? \. в. 

g5 | saw 2/2 en kVS tk > 0) 2 р = ехр (- м ем (уг) 

ae—-k VS _ р 

86 | ee 420 — еа^ са*Ё ес ¢ yt +——_— 
s(a+Vs). “ ; +oyvi)* 

ke 
+ eric ( — 

2V1 } 

г— Уз ak гай ( 7 k 
87 | & > eth eA" eric (a Vt + ——— 
уе “7” Ут) 
„Уз (< а) 0, если б<1< А, 

88 —М———— ^ 
Vs (s + a) e— "/saty, (+ 2 VP=B), com t>k 

«9 a kV Ss? + а? {* | если 0<1<А, 

Vs? + a? Jo (a УР — 2), если [>В 

90 eR Vs? — 4 { 0, ecnn O<t<k, 

Ys? — a? Io (a V?? — Г) ‚ если [ЪЁ 

gk Уз? -{ 22 —$ | 
91 ea (k > 0) Jo (a V2 + 2k!) 

—___ Vv, ecu O<t<k, 
_ У? + а? 92 | e—*S —e aR (РЕ?) ес УЕ Л: (а УР- #?), если t>k 

0, если О<2< А, 
— 2 — 012 = ee 

93 | e—kVs are KS ak Гл («УР &?), если ЕЁ 
УР — 2? 
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Таблица 8.4-1 (продолжение) 

F-(s) hit) (> 0) 

94 ave—k V8? + @ yt 0, at — если 0<t<k, 
—— v>— _ 

Vs? + a? (Vs? + a? +s)” > (= У, (a VF=F), еслн {> А 

95 ~ Ins MY (ly—iIn¢ [0 0) ==- 0,5772] 

1 #—1 { Г’ (^) In? 
96 | — $ 0 ee р п > гот ГИ 

97 is (a> 0) @ Tina— Ei (— at)] 

Ins 
98 set Со 511 — sin? Cif 

sins 
99 FLT —sintSit—cosiCit 

100 п (1+ 25) #0 — в! (-=) 

s—a | (ot at | ша 7 Ae — e) 

102 | in + ats?) —2с! (4 
$ . к 

103 с 1 (52 -- а) (а>0 2 Ina— 2Ci (ad) 

104 a In (s®-++ a?) (a> 0) =. {at In a+ sin at — at Ci (at)] 

s? + a? 2 a | 
105 in —^- T (1 — с05 ай 

, 52 — а? 2 

106 | шШ— ‚т @- свай 

Rk } 
107 arctg 5. = sin Rf 

| R 108 | — arctg = $1 (kt) 

з 
109 | г? емс (#5) (k > 0) т exp {— =) 

Уд 4k? 

2c 

110 I Ps $ ес (kS) (k >> 0) ег! (+) 
. § 2k 

Ll e®S eric Vks (k > 0) о 

ИЕ и) 

12| 1 ес (И) { % een OTS 
| Ys (nt) М, если (В 

113 tL * eric (V's) (k > 0) —_! 
Vs Vue +&) 

ь \. | _ 
114 | ем (=) “7 sin (227?)          



24] 
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Габлица 8.4.1 (продолжение) 

Р ($) $ (2) (> 9) 

1 22/5 А Lo УГ 
116 — 6 eric — —е6 

Vs ( 5 Ул! 

0, если 0 <1<&, 

116 | Ke (ks) (12 — №2)— М, если (> Ё 

_ kt 
17] Ko (e¥s) 57 exp (— г) 

| ИИ 

118 —- К, (2$) = Vi tt + 2k) 

1 - | kt 
и9 | > Ks (rV's) me (- =) 

120 | ео (+) Vat —— Ky (2 V2kt ) 
Vs $ 

. 

— 5 ГЫ (22 — 01 Ча, если 0 <<, 
121 | ле То (#5) lo если #> 2k 

ебли << 
122 ле" 5 1, (ks) (arbiter RVit Qe—-h) ' . 

7] ecun £> 2k 

as | | 
123 —е Е (— as) ee (a > 0) 

t OS ey I aso 124 + (— as) (а “> } 

| п 51 Cis si __| 126 (1- s) cos s+ s sins ff 1 

— wy 

. . . . I 

и (к, 0) { 0 (25,0) | В | t 
. 1 Lo 

Ц [.— —— — 

H{c,t) 

(0,6) 

‘C) | | 

Ol (26,0) t 

Рис. 8.4-1. Графики оригиналов к изображениям 65, 67 — 69, п.
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(5) Иногда удобно получать обратное преобразование Лапласа в случае кратных 
корней уравнения О ($5) = 0 прямо предельным переходом, ведущим к совпадению раз- 
личных простых корней (см. также табл, 8.3-1, 7). Пример: 

Г н 1 1 _ 1 ‹а+0Е at) _ ,,at 
tL [|= т | |= пт ra e J} =te (¢ > 0)   

  

h—0 (s— a— h) (Ss ~ a) h->0 

и, более общий случай: 

— I 1 — 

5" [ | = т бра! (( > 0). 
($ — a) (m— 1)! 

(с) Комплексные корни. В формулах (2) пары членов, соответствующих 
комплексно сопряженным корням $ =а + $0, можно преобразовать следующим образом 
(см. также п. 8.4-5): . 

(А+ 28) Ге 411 (д 1 В) feta tO tL gai et! соз 01 — 2В1"е@й р wt = 
я | = RiTe™ sin (wt + a) = Rte cos (at +0"), | (8.4.3) 

Ra2VEEB, am—aretg A, аи ©; 
А, В, В, ан а’ все действительны, если коэффициенты многочленов 2, ($) в О ($) дей- 
ствительны; a“ t {F (s)] ecrp rorga действительная функция от (. 

(9) Если один из корней $ Уравнения р ($) =0 будет также корнем уравнения 

О! ($) =0, то один или несколько членов разложения (2) исчезают. Вообще же в случае 
общих корней многочлены Ш ($) и О, ($) имеют общие множители, на которые их следует 
сократить. 

8.4-5. Обратное преобразование Лапласа для рациональных алгебраических 
функций: разложение на простейшне дроби. Вместо применения. формул раз- 
ложения Хевисайда (2) можно воспользоваться разложением Р ($) =0\ (5)/О ($) 
на сумму простейших дробей методом, описанным в п. 1.7-4. 

Если О ($) и О, ($) не имеют совпадающих корней, то каждому действи- 
тельному корню 5», ==а уравнения 0 (5) ==0 отвечает т, простых дробей вида 

b, be . bmp 

  

’ —_—_—, 
5—а ($ — а) 

eee 4 

($ — aymk ’ 

где т, —кратность корня 5+ =а. Каждой паре ‘комплексно сопряженных кор- 
ней 5, =а + {0 отвечает т, простых дробей вида a 

s+d, s+ d, ° s+ dm, 

mater’ ао’ Mart ont’ 

где т, — кратность корней $, =а + №,. 7—1 [РЁ ($) находится как сумма обрат- 
ных преобразований Лапласа таких слагаемых (табл. 8.4-2). 

8.4-6. Разложения в ряды. Если функция Р (5) сложная или если Р ($) 
задана неявно, например, как решение дифференциального уравнения (п. 9.4-5}, 
то иногда возможно находить 2” [Е ($)], раскладывая Ё ($) в сходящиеся 
ряды и’беря обратное преобразование Лапласа последовательных членов ряда. 
Этот процесс можно также. применять для аппроксимации 5“ [РЁ ($)]. Часто 
метод разложения в ряды опирается на следующую теорему. 

` Пусть функцию ЕР ($) можно представить в полуплоскости Кез 0 в виде 
а | | ряд 

со 

Е ($) = », Рь ($), 
к =0 . 

где - . 
Рь ($) = 0 1. ()] (>i k=0, 1, 2, .).



f.4-8, 8.4. ОБРАТНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА 253 

8 

Пусть далее все интегралы \ |» (2) 12а? 4 существуют и сходится ряд 
0 

wo © со 

У, \ | [а (2) | е`ба' 4. Тогда ряд > [а (Г) сходится абсолютно к функции f(t) 
kee Q O 
почти для всех # (п. 4.6-14, Ь) и 

i ow co co a 

Li} | У Fr °|- У! Life Ol= DY Fe (s)=F(s) (0 >a). (84-4) 
k=0 й =0 Е ==0 

8.4-7. Разложения по степеням #. Если изображение Р (5) может быть 
Разложено в ряд по отрицательным степеням $ 

Еее... | (8.4-5) 

сходящийся при $172 г > 0, то при всех #>0. 

KO=L7F Sor halts jf. baat pp let .. (8.4-6) 

(Ряд справа сходится при всех значениях &.) 
Разложение (8.4-5) часто можно получать как разложение Лорана (п. 7.5-3) 

в окрестности точки $=с0 или, в случае рациональных алгебраических функ- 
ций типа рассмотренного в п. 8.4-4, простым делением. 

- Если 2 г (5) при |$ | > г представляется сходящимся рядом 

оо 

] fp 
Е ($) = a se (Re a> 0), | (8.4-7) 

то n= 

со 

—1 _ 

LL {F (s)J = 1% * 2a TeTa rue! (t > 0). (8.4-8) 
— 
— 

В частности, если ряд слева сходится, то 

со 
-| ! Cp J 

L = У kh Со +- * (2t) += —- 5 (20 + (2f)8 + eee (¢ = 0). (3.4 -9) 
$ $ "Уз 

— 
— 

8.4.8. Разложения по многочленам Лагерра. Цаждая функция 

Fis)= LUM) (o>0,), 

анллитическая в Точке 3=—00, может быть разложена в абсолютно сходящийся ряд по 
степеням \ 

5—6 — 1 

ann o>; соответствующий ряд Тейлора сходится для [2 | <1. В частности, для 9 qm? 

изображение Р (5) можно представить в виде 

со . © 
—1/.\А 

Femina 3) tas Dia) @>%). OD 
k=0 k=0 
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где 

с -У с ед (1 в=о 1...) к Ел 2 и ed 

Если условия п. 8.4-6 выполняются, то для почти всех { >0 

с (ty | 

Е (s)) =e7 /? У св ta, @.4-12) 
b==0 

где L, (1) — полипомы Лагерра. определенные в п. 21.7-1. 

8.4-9. Разложения в асимятотические ряды. Апироксимацию L& [f (f)] a 
ЕЕ (5)]] иногда удается получить при помощи асимптотических рядов 

(п. 4.8-6, Ъ). 

* (а) Асимптотическое разложен ие изображения. Пусть 
F (s) = ()] и opueunaa f(t) может быть разложен в окрестности точки 
1—0 в абсолютно сходящийся ряд вида , 

f (t) = у си^) 1“ <А <... 99). (8.4.13) 
й ==() 

Тогда Е ($) имеет при $ — со асимптотическое разложение 

ь Г (^/ +1) 
Е (5) — Y +z. (8.4- 14) 

2 5 #41 
i= 

Ряд справа формально получается почленным перехолом из ряда (13) 
путем преобразования Лапласа 

(5) Асимптотическое разложение оригинала. Пусть 

Е (5) = @ 10} < >оа) 

и выполняются следующие условия 
1) Р ($) имеет лишь изолированные особые точки — полюсы и алгеб- 

раические точки разветвления, 
2) ЕР ($) в полуплоскости Ве $ < 0 стремится к нулю при |$| —- со, 
3) число особых точек $=з., с наибольшей действительной частью 

конечно (#==1, 2, ‚ ) и разложение Е (5$) в окрестности каждой 
такой точки дастся рядом 

b a ь b 
у 64° (5 — 55) ! (— Np ne <^® <... — 00). (8.4-15) 
j=0 

Тогда оригинал Г имеет при Ё— со асимптотическое представление 

К) rm с( 

- Г — у еб! 2 ® (8.4-16) 
х (- мв) 1 

_ = 0 

  

1 . 

где —— mH = 9 если AM) =, 1, 3, .., $ 

r(—4) 
Следующий частный тип асимптотического разложения важен в связи 

с решением некоторых дифференциальных уравнений ‹ частными производ- 
ными (п. 10.5-2).
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Если функцию Р ($) в окрестности точки $ =0 можно разложить в сходя- 
щмийся ряд вида | 

co 

Е (= (ay +. 5°79 + ays fags /? +- JES У аз, (8.4-17) 
[=0 

я все остальные особые точки Р ($) (если они имеются) расположеяы в полу- 
плоскости Кез < 0, то оригинал }(1) имеет при { — со асимптотическое пред- 
ставление | 

со 

1 ии) [O~ at 7 a (— IY aaj 44 (8.4-18) 

  

(При переходе от формулы (16) к формуле (18) учтено, что 

! (— ty! (j 1). 
PO/,—j) д ГА > ‘) 

Более тонкие достаточные условия для справедливости асимптотических 
разложений приведены в [8.3}. 

  

8.5. ФОРМАЛЬНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА ИМПУЛЬСНЫХ 

ФУНКЦИЙ 

(а) Заметим, это в формуле (8.4-13) и в аналогичных разложениях в ряды 

обратное преобразование Лапласа отдельных слагаемых, равных а, as /?, as, 

4$", ... ‚ строго говоря, не существует, так как эти функции не стремятся 
к нулю при $ —- со. Во многих приложениях члены такого вида могут по- 
являться под знаком суммы или интеграла, несмотря на то, что сама сумма или 
интеграл имеют обратное преобразование Лапласа. 

(5) Если применить преобразовавие Лапласа (8.2-1) к определениям 
импульсных функций 6 (1) и 6. (1) ") и их «производных» (пп. 9-4-3 и 21.9), 
го получим формальные результаты: 

еб [6 (1]=М LE (]=1 Ll Ol=s, 0164 ()] =, ‚.., 

& 15 ((—а)] = 6 16. (#1—а)] =е`а5 (а>0), — (8.5-1) 

58 16° ((—а)] = 56 16 ((—а)] =е7`955* (a>0, R=], 2, ...) 

и, если `{ (Г) непрерывна для 2=а 20, | 

5216, (—а) [= (a). (8.5-2) 
Равенства (1) и (2) употребляются во многих приложениях, хотя нельзя 

забывать, что эти соотношения не имеют строгого математического смысла. 
„Новые результаты, полученные применением равепств (1) и (2), должны 
вгегда проверяться с точки зрения законности математических действий *) 
(см. также п. 8.2-7 и 21.9-2, а). 
  

1) Односторонняя импульсная функция 6, (f) Gonee подходит для употребления 

и связи с односторонним преобразованием Лапласа, чем симметрическая импульсная 
функция 6 (2). 

* настоящее время большое развитие получила теория «обобщенных» функций, 
включающая в себя затронутые здесь вопросы (см. [8.6], [13.6], [21.6]).
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8.6. НЕКОТОРЫЕ ДРУГИЕ ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

8.6-1. Вводные замечания. Преобразование Лапласа (8.2-1) есть финкцио- 
нальное преобразование, связывающее «точки» РЁ ($) в пространстве изображе- 
ний с «точками» }(1) в пространстве оригиналов (см. ‘также пп. 12.1-4 и 
15.2-7). Табл. 8.6-1 и пп. 8.6-2 —8.6-4 знакомят с некоторыми другими функ- 
циональными преобразованиями (см. также п. 4.11-5). . 

8.6-2. Двустороннее преобразовавие Лапласа. 
(а) Двустороннее преобразование ‘Лапласа 

5$ в (0] = J (Mesd= LUO I+L(—O; —s (86-1) 

ссть заманчивое обобщение преобразования Лапласа, применимое, подобно 
преобразованию Фурье (пп. 4.11-3 —4.11-7), к задачам, где участвуют зна- 
чения [ (1) для < 0. 317 (1); $] сходится абсолютно тогда и только тогда, 

когда оба интеграла [[ (59; Я и ®1(—1;.— 3] абсолютно сходятся, так 
что область абсолютной сходимости, если она существует, есть лолоса в $-пло- 
скости, определенная двумя абсциссами абсолютной сходимости. Многие 
свойства двустороннего преобразования Лапласа просто получаются из соответ- 
ствуоющих свойств одностороннего преобразования Лапласа. В частности, 

ВИ (0, = если (0 =0 для #0, (8.6-2) 

в (= Ш], если [д =е для #=0.. (8.6-3) 

(b) Значения обратного преобразования 55! [Е (s)] не обязательно равны 

пулю для {< 0, так что Ba Е ($) существует для более широкого класса 

функций Р (5), чем 9-1 [Р (5). 
Если дано изображение 

Е) = Ol) (04, <9 <9,,), 
mo › для каждого значения 1, имеющего окрестность, в которой {[ (Е) —функцая 
ограниченной вариации, 

6,+iR 

=a lim | F(s) et ds=4 If ¢—0) +f (¢-+0)] (8.6-4) 
R-Og “iP 

(meopema обращения). 
Теорема обращения для одностороннего преобразования Лапласа (п. 8.2- 6) 

может рассматриваться как частный случай формулы (4). 
Двустороннее преобразование Лапласа и его приложения детально рас- 

сматриваются в [8.3]. 

8.6-3. Преобразование Лапласа в форме интеграла Стилтьеса. Преобразование Лап- 
ласа в формс интеграла Стилтьеса 

со . . 

fo = i e~st dg (t (8.6-5) 

дает возможность’ сформулировать в ` более общем виде многие теоремы обыкновенного 
преобразования Лапласа (см. также п. 4.6-17). 

ругие функциональные преобразования. приведенные в Табл. 8.6-1, также могут 
быть записаны в форме интегралов Стилтьеса. 

Заметим, что Р ($) = $е-8$ можно представить в форме (5), не употребляя импуль- 
сных фувкций (п. 8.5-1}. Преобразование Лапласа — Карсона (табл. 8.6-1,1) иногда упот- 
ребляется для подобных целей.
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8.6-4. Преобразования Ганкеля и Фурье — Бесселя. 
(а). Определение и теоремы обращения. Интегральное преоб- 

разование 

К-Э =H ml Oi I= (FOE Im(sty dt = 6660 
(преобразование Ганкеля порядка т), 

где {(1) — действительная функция и Уз (2) —функция Бесселя порядка m 

(п. 21.8-1), существует в смысле абсолютной сходимости, когда | | f(t) | dt 
0 

существует. Если, кроме того, } (1) — функция ограниченной вариации в окрест- 
ности точки {, то имеет место формула обращения 

fy =I F (S)5 Im (st) ds=— [fF (¢—0) +f ¢+0)] (8.6-66) 
(т —— 1/2) (теорема обращения Ганкеля), 

которая определяет обратное преобразование единственным образом в точке 
непрерывности. 

(6} Свойства преобразований Ганкеля. Отметим следующие 
соотношения 

Km Ui (at); I= Bm [FO 4], | (8.6-7) 

т Holm ОНО - (6.68) 

РР =, {т 1) ть 1-ти, — 8-6-9) 
Balt" Oh O-EFO |=—-2 Bn lf Oh (8.6-10) 

\sBmUFOMmig@lds=\ tr Og dt (тр)  (8.6-11) 
0 0 | 

_ (теорема Парсеваля для преобразования Ганкеля). 

Примеры преобразований Ганкеля см. в табл. 8.6-2. 

(с) Преобразования Фурье -— Бесселя (см. также ‘пп. 21.8-1 u 21.8-2), 
Следующие парные интегральные  прообразования связаны © интегральным преобразова- 
нием Ганкеля (6): 

_ со 

В (5) = ГР) 1. (st) dé, 

| (ПТ =0, 1,2, ...),  (8.6-12) 
0 
со 

t= VF) Iq ds =F C—O FFF 0] 
0 

oo 3 

Е ($) “J # (0) 7 Sms Jy (st) t dt, | 

в т=Ь 2, ...). — (8.6-13) 
© 

i; = Ро a Ia}, (SN tds == — UF it — 0470 --0)]     
Оба интегральных преобразования относятся к парным преобразовиям Фурье — Бесселя; 
ДЛЯ т = 0 формулы (13) сводятся к синус-преобразованию Фурье.
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Таблица 8.6-2 

Преобразования Ганкеля 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

      
  

  

  

  

со _ _ co 

1@)==J st (9) J,, (st) ds, Fis)=J CFO J, (st) dt 
0 0 

# (6) т f (s) 

em, 0<f<a I! ат +1 

0, t>a > a in gi (5% 

1, 0<#1<а a 

0 t> a 0 5 J; (as) 

(аа —#), O0<t<a 4a 2a? . 
0 ta 0 Jy (sa) — 7 J (Sa) 

m—3 — ре? 5—1 $7 Г (т/? -- п/2) Е ($+. m+ — 3) 
е от три т/ рт) 2 2’ ’  4р 

$2 

(2p) +1 

MSD (y/o + m/2 -\- 1/,) Г 1 4- /2 f= m/! 2 2 p/2 -{- m/2) х 
€ т 

lu -1,-pe we | (Ft pA EEE 8 on tty tf) 
ттт и т 

xh (+5 Fe о go Lam, =p) 

ду 1 2% Г (1/, + /2 + m/2) 
ИТГ (11, — w/2 + m/2) 

- pt 

— 0 | (s? + p2y—*/e 

ew PF 0 } p (s? + p2y—*/2 
> 

г! 1 | 62 25/2 р 
(2 

в! Jt p 
t 5 $ ($2 + p2)*/e 

eo” PE 1     $ (52 + p2)—*/2     
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Таблица 8.6-2 (продолжение) 
  

  

  

  

  

# (0) т f(s) 

a . -~as . 
ee 0 е 

(аз +. #2) */2 

sin at | | 0 (a? — s2)— */2, 0<s<a 

1 0, s>a 

0, s<a. 
sin at \ а 

{ ——. s>a 
s (s? — a2)*/2 

1/2, s<il 
sinl 0 ` I к 

{2 aresIn Tv $>1           
8.7. КОНЕЧНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ, ПРОИЗВОДЯЩИЕ 

ФУНКЦИИ И =-ПРЕОБРАЗОВАНИЕ 

8.7-1. Ряды как функциональные преобразования. Конечные пргобразова- 
ния Фурье и Ганкеля. Конечная сумма или сходящийся ряд 

D(x)= У ВС, 1) (8.7-1) 
= — 00 

представляет функпиональное преобразование функции (последовательности) 
{2 =} (#), определенной на дискретном множестве значений А ==0, 3- |, +2, ... 
Заметим, что для некоторых {» и Ч (х, №) этот ряд можно записать как интег- 
ральное преобразование в форме интеграла Стилтьеса (п. 4.6-17) 

® (x) = \ W (x, k) dg (k). 
— OO 

Ряды (1) и формулы типа (4.10-5), (4.11-6), (7.5-4) и (7.5-Т), определяю- 
щие коэффициенты [», по функции Ф (х), составляют соответствующие взаимно 
обратные функциональные преобразования. В табл. 8.1-1 приведены соотно- 
шения для коэффициентов рядов Фурье и рядов Фурье — Бесселя, рассматри- 
ваемых как интегральные преобразования с конечным интервалом интегриро- 
вания (конечные интегральные преобразования). В каждом случае приведено 
преобразование подходящего линейного дифференциального оператора вто- 
рого порядка в связи с применением метода интегральных преобразований 
для решения краевых задач (см. пп. 10.4-9, 10.5-3, 15.2-4, 21.8-4, 4 в [8.5]. 

8.7-2. Производящие функции. Если функциональное преобразование (1) 
имеет вид сходящегося степенного. ряда 

$ (5) = >) fess (8.7 -2) 
k=0
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то у (5). называется производящей функцией для последовательности коэффи- 
циентов +2 ==} (Е). Функция 

со р, . 

Ув ($) = > kl sh (8.7-3) 
k=0 

пазывается экспоненциальной производящей функцией. Применения и свой- 
ства производящих функций см. в пп 18.3-8 и 18.1-2. 

Пример. Числа Фибоначчи определяются рекуррентными соотноше- 
НИЯМИ 

= ==1, [= feat les (2—2, 3, .,.). (8.7-4) 

Для них производящая функция 

фт = 15-257 -|-393-4- 554 4 858 fo, (8.7-5) 

8.7-3. 2-преобразование. Определение и формула обращения. 2-преобразо- 
ванием последовательности {№ называется функция комплексного переменного 
Z {fp 2]=Р2 (2), определенная рядом 

Рф Ро (ра... — бо (8.7-6) 
сходящимся (абсолютно и равномерно) вне некоторого круга радиуса Fas 
зависящего от данной последовательности. 

Так, если | {+ | < Мей, то ряд (6) сходится при |=| > е@. 
Подразумевается, что область | 2 | >> Га определения функции Ру (2) рас- 

ширена с помощью аналитического продолжения, как и в п. §,2-3. 
Соответствующая формула обращения имеет вид 

[= vat \ Fz (2) 2142 = (k= 0, 1, 2,...), (8.7-7) 

где С — любой замкнутый контур, окружающий все особые точки функции 
ЕР. (2), в частности, любая окружность |= | >> га. 

Значение интеграла (7) часто удается получить с помощью теоремы о вы- 
четах (пп. 7.7-1-—7.7-3). Если Ру (2) — рациональная функция, то можно 

пользоваться разложением на простейшие дроби (как в п. 8.4-5). Обращение 
особенно просто, если Р„(2) может быть разложено по степеням 1/2. 

В табл. 8.7-2 собраны важнейшие свойства г-преобразования. Их прило- 
жения к решенню разностных уравнений и к анализу систем управления 
по выборочпым данным приведены в п. 20.4-6; там жз обсуждается связь 
между =-преобразованием и преобразованием Лапласа ступенчатых функций. 
В табл. 20.4-1 приведены некоторые г-преобразования. 

2-преобразования связаны с преобразованием Меллина из табл. 8.6-1. Заметим, что 
связь между степенными рядами и преобразованием Меллина аналогична связи между 

рядами Дирихле у фе RS преобразованием Лапласа. 
Е =0 

*Замена переменной 2==еЯ приводит к дискретному преобразованию Jia- 
пласа 

Г* (9) =Е д (7) = хе. ® 
i=
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Таблица 8.7-2 

Соответствие операций при 2-преобразовании 

Следующие теоремы справедливы в области абсолютной сходимости преобразований; 

  

    

  

      

  

    

  

  

  

  

  

  

все пределы предполагаются существующими (см. также табл. 8.3- и [= 7-2 ==... 
... == Oy = 8 2p... 

Homep Последовательность 2-преобразование 
Teope- Операция (оригинал) (изображение) 

мы , 

1 Линейность (a, B — no- aF 2 cronnnne) af, + Ba, Zz (2) + B Gg (2) 

— z F > (2) —f,2, 
bya = Ely Z@)—ly 

2 Onepexenue j == Е” r—| 
9 9 , = . . ~ (см. п. 20.4-2) В4Г R "Fy (2) — У ри” t 

(r= 1, 2, ...) | i=0 

r 
3 Запаздывание Г, _ r= =E Ip г "Fz (2) 

(7 = 1, 2, ...) 

Конечные разности (2—1) Бу (2) —Ёг, 
. (см. п. 20.4-1 — Paar lp = АА, Вы 0 

4a | Нисходящие (правые) 2—1 
разности i, — Fp 1= Vip F 9 (2) 

Ab Восходящие разности ~ 

5 Суммиропание последо А e е = Ч |. 

вательности УЕ “а (2) 
1=0 ‘ 

6 Свертка последователь es F G € - = . + 7 

. | ностей У, FE py Zz (2) Gg (2) 

7 Непрерывность (< не за- lim ty (a) lim Ау (2. @) 
висит от Аи 2) а>а a-a 

, 0 0 
= —-f 

8 Дифференцирование и 0a Ny (a), da 2 (2, ©), 
интегрирование по па- 
pamMeTpy ©, Ne завися- Gs Qe 
щему oT Rk HW 2 J fF, (a) da | J Fg (z, a) da 

° а! а: 

ит Е) (2), 
fo. => о 

9 Предельные теоремы | т fp lim (2—1) Fz 2 

> © 2 - } 

а 
—2— F 9 (2), 

10 Дифференцирование lp. dz 2 
изображения г а 

k г =1 2, ... > г-1;. Py (rl, Dy a) 2552 [e Thy 2]            



ГЛАВА 9 

ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

_ 9.1. ВВЕДЕНИЕ 

9.1-1. Вводные замечания. Дифференциальные уравнения позволяют вы- 
разить соотношения между изменениями физических величин, и потому оня 
имеют большое значение в приложениях. В 56 9.1, 9.2 и 9.3 дано классиче- 
ское введение в теорию. В $ 9.4 рассматриваются линейные дифференциаль- 
ные уравнения с постоянными коэффициентами, причем упор делается на 
решение их методом преобразования Лапласа, В $ 9.5 речь идет о нелиней- 
ных уравнениях второго порядка. В $ 9.6 приведены дифференциальные 
уравнения Пфаффа, хотя они и не являются обыкновенными дифференциаль- 
ными уравнениями. 

Некоторые вопросы, относящиеся к дифференциальным уравнениям, рас- 
сматриваются в других главах: преобразование Лапласа—в гл. 8, краевые 
задачи и задачи о собственных значениях — в гл. 15, дифференциальные урав- 
нения, определяющие специальные функции, — в гл. 21, 

Применяемые далее обозначения выбраны так, чтобы облегчить ссылкн на общие 
учебники. Поэтому действительные переменные обозначаются yepe3 x, y=y(x); комплекс- 
ные переменные, встречающиеся в общей теории линейных дифференциальных уравне- 
ний, обозначаются через г. щ == (2). Независимое переменное в $ 9.4.и 9.5. обычно 
представляющее зремя, обозначено через ¢. 

9.1-2. Обыкновенные дифференциальные уравнения. Обыкнозенным диффе- 
ренциальным уравнением порядка г называется уравнение 

Fix, (x), yf Xs vee YY? (x) =0, (9.1-1) 
которое связывает независимое переменное х, искомую функцию у=и (х) и ее 
производные у’ (х), ..., и"? (х). Решение (интегрирование) дифференциального 
уравнения (1) заключается в отыскании функций (решений, интегралов) и (x), 
которые удовлетворяют этому Уравнению для всех значений х в определенном 
конечном или бесконечном интервале (а, 6). Заметим, что решения могут 
быть проверены подстановкой в уравнение. 

Общее решение обыкновенного дифференциального уравнения порядка г 
имеет вид 

у=и(х; Са, Со, ..., С), | (9.1-2) 

где Ст, С. ..., С,— произвольные постоянные (постоянные интегрирования, 
см. также п. 4.6-4). Каждый частный выбор этих постоянных дает частное 
решение. В задаче Коши (начальной задаче) требуется найти частное решение, 

удовлетворяющее г начальным условиям 

У (хо) = Ур У (ходу. +++ МТО (м и", (9.1-3) 

по которым определяются г постоянных Ст, Со, ..., С,. В краевой задаче на 
у (х) и ее производные накладываются г краевых условий в точках х=аи 
r= (см. также п. 9.3-4) 1}. 
  

и Строго говоря; начальные и краевые условия относятся к односторовним Mpous- 
водным (п. 4.5-]).
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. График каждого частного решения называется интегральной кривой; совокупность 
всех таких графиков образует г-параметрическое семейство интегральных кривых. 

братно, если дано Г-параметрическое семейство достаточное число раз дифферен- 
цируемых функций (2), то, исключая постоянные С;, С», ..., С; из г- 1 уравнений 

yt? = yl) (х: Ст, Ci, rr Cr) (7 = 0, 1, 2, eco} rye 

получим дифференциальное уравнение 7-го порядка, описывающее это семейство. 
Некоторые дифференциальные уравнения имеют еще дополнительные решения — 

особые интегралы, которые не включаются в общее решение (2) (см. также п. 9.2-2,5).- 

9.1-3. Системы дифференциальных уравнений (см. также пп. 13.6-1—13.6-7). 
Система обыкповенных дифференциальных уравнений 

Е; (x; Ytr Yor oF ут, Yss ...)==0 (i=1, 2, ...) (9.1-4) 

связывает одно независимое переменное х и несколько искомых функций 
Yy=91(X), У›.=уо (х), ... и их пронзводных. Порядком г; каждого уравне- 
пия (4) называется наивысший порядок входящей в него производной; Вообще 
говоря, требуется п уравнений (4) для отыскания п искомых функций ур (х)} 

6 общее решение =, (х), у=и, (®), ... 

должно содержать г== г1--г.--...--г» произвольных постоянных. 
Интегрирование системы (4) часто можно свести к интегрированию 

одного обыкновенного дифференциального уравнения порядка г путем исклю- 
чения п—1 переменных {» и их производных. Гораздо важнее, что каждую 
систему (4) можно свести к равносильной ей системе г уравнений первого 
порядка путем замены высших производных вспомогательными неизвестными 
функциями. 

9.1-4. Существование решений. Для корректности постановки начальной 
или краевой задачи требуется доказательство существования решения, указы- 
вающее иногда и путь его построения. Существование физического явления, 
описываемого данным дифференциальным уравнением, может лишь подска- 
зать, но не доказать существование решения; доказательство существования 
проверяет состоятельность математической модели. (см. также пп. 4.2-1,6 и 
12.1-1; примеры теорем существования см. в пп. 9.2-1 и 9.3-5).. 

Правильно построенная математическая модель должна допускать реше- 
ния в виде непрерывных функций от параметров, начальных значений и т. п. 

9.1.5. Общие указания, 
(а) Подстановка ряда Тейлора (п. 4.10-4) или других рядов для и (х) в данное диффе- 

ренциальное уравнение может дать уравнения для неизвестных коэффициентов (см. также 
пп. 9.2-5,Ь и 9.3-5). Некоторые дифференциальные уравнения могут быть упрощены заме- 
ной перемеиных (пп. 9.1-5,6, 9.2-3, 9.3-8,с). Каждое дифференциальное уравнение или 
система таких уравнений могут быть сведены к системе уравненнй первого порядка, 
к которым примезимы методы п. 9.2-5. 

(6} Следующие типы неполных дифференциальных уразнений легко сводятся к урав- 
нениям низших порядков (см. также пп. 9.2-3, 9.5-6): 

Е (х, у, ут, ..., ттт) = 0 (подстановка у =у“”)), 

F(y, 1’, O's vey y™) = 0 

(подетановна Х= и, и== и’; тогда у”! = -^ = -^ -*^ = -Гуит. x.) . 
x 

Если gupbepenunanpuoe ypasuenne F(x, y, y’, .., y”?) = 0 однородно по аргумен- 
там и, и“ сть y”? в смысле п. 4.5-5, то вводят и == и’/и. 

9.2. УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

9.2-1. Существование и единственность решений. 
(а) Дифференциальное уравнение первого порядка вида 

4 =F (x, y) (9.2-1)
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имеет решение у=зу (х), удовлетворяющее условию у (хо) == если [(х; у) Re- 
прерывна в некоторой окрестности точки (х, и). Более определенно, если 
f(x, у) непрерывна в открытой области Г) и удовлетворяет в этой области 
условию Липшица 

1х, )—Ро, |= М] уф (9.2-2) 
где М — некоторая положительная постоянная, то дифференциальное уравне- 
нис (1) при любом начальном условии у (х)=и; где точка (х,, уу) принадле- 
жит области 0), имеет единственное решение у=у(х). Каждое решение 
может быть продолжено до границы области О. 

Геометрическая формулировка теоремы такова: через каждую точку обла- 
сти О проходит единственчая интегральная кривая. 

Условие Липшица (2) удовлетворяется, в частности, если {(х, /) имеет в О ограня- 
ченную производную 9д{/ду. 

(6) (см. также п, 9.1-3). Аналогичная тсорема существования справедлива и для 
систем дифференциальных уравнений первого порядка в нормальном виде; 

dy; 
ах = р (x: У: Уз, ое у Уз) (2 = ly 24 ео $ п), | (9.2-3) 

если условие Липшица (2) заменить на 
n . 

т инь Un) (8 р ver My) | SM № | og — Ny | 9.2) = 
Условие (4) соблюдается, в частности, если все OF ;/9u; ограничены. 

9.2-2. Геометрическое толкование. Особые интегралы (см. также пп. 
с 17.1-1 по 17.1-7). 

(а) Есми х, у— декартовы прямоугольные координаты точки, то диффе- 
ренциальное уравнение первого порядка 

— и F(x,y, p)=0 (=) (9.2-5) 
описывает поле направлений или поле линейных элементов (х, у, р), проходя- 
щих через точку (х, и) с угловым коэффициентом р =4у/4х ==}| (х, и). Каждый 
линейный элемент касателен к некоторой интегральной кривой одпопарамет- 
рического семейства решений 

y=y (x, А) или. p(x, у, А)=0. (9.2-6) 

Поле направлений позволяет приближенно графически построить интегральные 
кривые; общий характер семейства интегральных кривых может быть исследован мето- 
дом п. 9:5-2. При построении интегральных кривых могут оказаться полезными изоклины 
F (x, ys D1) =0 Han f (x, у) =рь на которых интегральные кривые имеют фиксированный 

9 
угловой коэффициеят рг. Кривая + ay ¢= О дает геометрическое место точек возмож- 

ного перегиба. 

(65) Особые интегра’лы (см. также п. 9.1-2). Пусть Ё (х, у, р) не- 
прерывно дифференцируема. Исключение р из уравнений 

F(x, y, p)=0, 9:=0. (9.2-7) 
дает дискриминантную кривую данного дифференциального уравнения (гео- 
метрическое место особых линейных элементов). Кривая, определяемая урав- 
нениями (7), есть особая интегральная кривая, если на этой кривой 

+ р=0, причем обе производные ОР/дх n OF /Oy не обращаются в нуль 

одновременно. Огибающая семейства интегральных кривых (6) всегда является 
особой интегральной кривой; она может быть найдена по общему интегралу 
методом п. 17.1-7.



268. ГЛ. 9. ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 9.2-3. 

9.2-3. ХПреобразование переменных (примеры см. в п. 9.2-4). 
(а) Замена переменных (точечное преобразование) 

= п г) [94х, и) ) 
x= X Хх, a =Y x; ) [ES #0], 

A De y= Pr вв | 

р _ } 

P= ax OX X= |) 
Ox ду 

(9.2-8) 

преобразует данное уравнение (1) или (5) в новое дифференциальное уравне- 
ние относительно Хи 7, которое может оказаться проще исходного. Найдя 
решение = (х), мы получаем искомое решение в параметрическом виде: 

х=Х (х, #(х)), и=У (х, 1(х)). Если решение преобразованного уравнения 
получено в неявном виде и (х, и) =0, то искомая связь между у и х может 
быть найдена исключением Х и Й из трех уравнений: 

х=Х (Хх, 8), и=У (Я, 7) wu a (X, 7)=0. 

(6) Контактные преобразевания (см. также пп. 10.2-5, 10.2-6 и 11.6-8). 
Замена переменных 

= (я, у. р), T=, WP) ( =H) (9.2-9a) 
при условии 

dx (oy 0и\ oy (2 2) 9.96 
SF (36 + Gh) = 9e (SE + 9 Se on 

определяет контактное преобразование, сопоставляющее линейные элементы х, у, ри 

  

_ ди, 4, dy 
ee ee ар 

dx Oe Ox | dk 
ox dy? dp 

таким образом, что линейные элементы, образующие гладкую дугу, отображаются на 
гладкую дугу и касапие дуг сохраняется. 

Контактное преобразование может быть задано формулами 

= -_- -_- (ур 
x= (x, у, р), Y=Y(%, UP), Р=р(х, и, P) [ote #0) 

при условии 

of: ol, (9.2-9) 

dy—pdx=8 (x, y, p)(dy—pdx) [g(x y, p) £0). (9.2-9d) 

При этом формулы р = 4и/4х и р = ду/4х эквивалентны. 
в частности, & (х, и, р) = —1 дает легко обратимое контактное преобразование Ле- 

жандра 

x= р, у = рх — и, р =X, | (9.2-10) 

которое преобразует данное дифференциальное уразнение (5) в 

F(p, px—y, x) =0. | ‚ ©.2-1) 
Уравнение (11) может оказаться более простым, чем исходное. Если его. решение будет 
найдено, то решение исходного уравнения получится обращением формул (10). 

9.2-4. Решение специальных типов уравнений первого порядка. 
(а) Следующие уравнения интегрируются в квадратурах: 

1. Уравнение с разделяющимися переменными y’ =f; (x) /fe (y)- 

Общий интеграл \ fs (y) dy= \ fy (x) dx-+-C. 

2. «Однородное» уравнение первого порядка: у’=={ (у/х). Замена 

й==у9/х приводит уравнение к типу 1: gf awe,
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‚3. Уравнение в полных дифференциалах есть. уравнение вида 

Р (х, и) ах- 9 (х, y) dy=0, (9.2-12) 

где левая часть представляет собой полный дифференциал 4$; это 

значит, что ‘выполнено условие = (п. 5.7-1). Общий интеграл 

ф (х, и = ( \P (х, и) dx-+- \о (хо, и) ду =С. (9.2-13) 
Xo Ho 

Если левая часть уравнения (12) не является полным. дифференциалом 
a 

= — 3 Se), то можно найти интегрирующий множитель и = (х, у) такой, зто 

произведение и (Р @х-|- О 4у) будет полным дифференциалом. Интегрирующий 
множитель р (х, у) удовлетворяет дифференциальному уравнению с частными 
производными ор 9 

Ц . 

Mag — )= 9% — ay” (9.2-14) 

4. Линейное уравнение первого порядка у a (x) y=f (x) (cM. 
также пп. 9.3-| и 9.3-3) допускает интегрирующий множитель 

w—p (x) = 2 a (x) dx 

Общее решение 

= | в 4*+ (|. (9.2-15) 

Некоторые Уравнения первого порядка можно привести к одному из указанных 
типов заменой переменных (п, 9.2-3). частностн, уравнение y’ =f (ax + Ву) приводится 

_, — х-- Вау 
K Thny |1 заменой и = ах ‚ Уравнение и’ aj (Seth te при а _& 50 iny у == ах -- Ву Ур Виа ри @:В» 2Ва 5 

приводится к типу 2 заменой х=х — Xp ,y= ¥Y— Yo (параллельный перенос осей коор- 
динат), где 5, у — точка пересечения прямых ох -- Ви + \, =0и @х + Bey + V2 = 0. 

Если же а.В, — 2B — 0, то это уравнение приводится к типу |1 заменой у = ах -- Вау. 

_ ae y' =F (x)y +fe (x) y”™ (ypasHenue Бернулли) приводится к типу 4 заменой 

y=y "(nn <1). 
“by х ЕСЛИ уравнение первого порядка дано в виде 

у = (х, и’), (9.2-16) 

то иногда оказывается удобным продифференцировать обе. его части по х и получить 
дифференциальное уравнение относительно и” {х): 

' oh Gh dy’ 
== —— + - —2., 9.2-17) Y= Oy T By" “dx ( 

Если последнее уравнение удается решить и найти {’ == у’ (х), то подстановка этого 
результата в данное уравнение (16) позволяет найти искомую функцию и (х). Если реше- 
nue уравнения (17) получается в виде ш (х, у’), = 0, TO соотношенне между х и и дается 
в параметрической форме через параметр p = y': 

u (x, p) =0, y=h (x, р). 

Аналогично уравнение х=А (у, у’) дифференцироваиием по у приводится к уравнению 

7 = 5: ay с независимой переменной ии искомой функцией у’ (у). 

Примеры. Дифференциальное уравнение Клеро y=y'xt+f и имеет общее реше- 
nue y=Cx-+f (C) и особый интеграл (в параметрической форме) х =— | (р), у=-=рР (р) -|- 

p). 
Дифференциальное уравнение Jlazpanoca y= xf (y’) + 8 (y') приводится, к уравнению 

=) [ХР 4 Е" УТ -рД; записав последнее в виде [f (y’) — 7] уг SP (yl) e+ 
+ &'(1') = 0, получаем иней дифференциальное уравнение относительно x (y’). 

(<) Уравнение Риккатн. Общее уравнение Риккати 

у’ = а (хх) ом уе) | . (9 2-18) 
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иногда упрощается подстановкой и== 1/у. Замена 
— 

Р 

  

ХЕ уе 
а (ху 

приводит к однородному линейному уравнению второго порядка относительно y= y (x): 

gv — [22 5-69 | 9 ba (eye (nr, (9.2-19) 
Если известно одно частное решение уу: (х) уравнения (18), то подстановка 

а + 
y 

приводит к линейному дифференциальному уравнению. Если известны два частных 
решения у:, уз или три частных решения у, И, уз, ТО имеем соответственно 

_ _ С _ 

= и: -- He — 93 — 1 (ys — Ys) + Cys (Yt — Ys). , (9.2-20) 
1- Сехр [а (х) ии) ах» (уз — #3) FC (ys — Ys) 

Для любых четырех частных решений у, 15, 1/4, /. двойное (ангармоническое) отношение 

2; Ha 43 постоянно. 
41 — Ya Ya Ys 

Специальное уравнение Риккати 

у’ -{ ау? == фхт (9.2-21) 

при #1 == 0 относится к типу 1, а при т =i (В =34-1,-2,...) приводится к этому 

типу путем &-KpaTHOrO повторения одной из указанных ниже полпстановок, При #>0 
подстановка 

      

  

  

х=хт + 3; y= + -f- 1 
X24, ax 

дает _ 

<4. +a yrob x т, (9.2-22а) 
. ах 

где 44 
— | — т 

= — .2.226 

При & < 0 подстановка 

х=я MH у = — = 2 
x ( Ut m+ 1) 

дает уравнение (22а) с b 3m 4-4 
— — а_ =_ _ 3m . 
РР ПИР "Я г. (0.2220) 

Х Наконец, при м = — 2 уравнение (21) приводится к типу 2 подстановкой у==1/ и 
Многочисленные примеры специальных типов дифференциальных уравнений приве- 

дены в [9.4]. Х 

9.2-5. Общие методы интегрирования. 
(а) Метод последовательных приближений Никара. 

Для интегрирования дифференциального уравнения у’ =} (х, у) при данном 

начальном условии у (хо) = Уи выбирают некоторую начальную функцию yl J (x) 
и вычисляют последовательные приближения искомого решения: 

yl eh (x) = yp + (Fix yl (x)] dx G=0, 1, 2 +), (9.2-23) 
XQ 

Этот процесс сходится при выполнении условий п. 9.2-1. Метод Пикара осо- 
бенно удобен, если интегралы в формуле (23) могут быть вычислены в замк- 
нутон форме, хотя в принципе можно применять и численное интегрирование.
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Вполне аналогичный метод применяется к системам (3) дифференциальных 
уравнений первого порядка. 

(5) Разложение решения вряд Тейлора (см. также п. 4.10-4). 
Если данная функция {(х, у) дифференцируема достаточное число раз, то 
коэффициенты у‘”)(х.)|т] ряда Тейлора 

y (x) == У (%0) + y' (Xo) (% — м) + У” (0) (х — хо) --... (92-24) 

можно получить последовательным дифференцированием данного Гдифферен- 
циального уравнения: 

y (=f (ts ys 
" д oF, of д 

у (= at h(x, У)» 

и последующей подстановкой х = ху, у=уУ (Xp) = Yo. 
Аналогичный метод применяется к системам дифференциальных уравне- 

ний первого порядка. 

9.3. ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

9.3-№ Линейные дифференциальные уравнения. Принцип наложения (см. 
также пп. 10.4-2, 14.3-[ и 15.4-2). Обыкновенное линейное дифференциальное 
уравнение порядка г, связывающее действительные или комплексные пере- 
менные $ и ш = (2), имеет вид 

2 to () 4 bp, (w= F (2). — ©,80 

  

Lw = ad (2) 

Общее решение уравнения (1) есть сумма какого-либо его частного решения 
и общего решения соответствующего однородного линейного дифференциального 
уравнения 

Lw = apg (2) 

  

\ 

dw 47 ly 
aa -- ay (z) а a eee + ap (2) w= 0. (9.3-2) 

По отношению к неоднородному уравнению (1) уравнение (2) называется 
приведенным. 

Если из (2) и шо (2) — частные решения линейного дифференциального урав- 
нения (1) для правых частей } (2) ==} (2) и [(2) ==Ь (2) соответственно, то 

а, и: (2) -- В ш. (2) будет частным решением уравнения (1) для правой части 
Ё (2) == &} (=) + ВР (2) (принцип наложения, суперпозиции). В частности, каждая 
линейная. комбинация решений однородного линейного дифференциального ирав- 
нения (2) также является его решением, 

х Очевидное решение и ==0 уравнения (2) называется нулевым или три- 
виальным. 

В дальнейшем предполагается, что все функции ао (2), а (2),..., а, (2) 
H f(z) непрерывны в некоторой области Д изменения независимого перемен- 
ного, причем в точках этой области коэффициент ао (2) не равен нулю.: Точки, 
в которых а (2) =0, являются особыми для уравнения (1). Х 

9.3-2. Линейная независимость и фундаментальные системы решений 
(см. также пп. 1.9-3, 14.2-3 и 15.2-1). 

(а) Пусть 71 (2), шо (2),..., ш, (2) суть г— 1 раз непрерывно дифференци- 
руемые решения линейного однородного дифференциального уравнения (2). 

7 

г решений 1, (2) называются линейно независимыми в О, если У) \ьш» (2) =0 
: k=)
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в О только pu’ Ay == Aas... =A, —=0 (п. 1.9-3). Это имеет место тогда 
и только тогда, когда определитель Воонского (вронскиан) 

wy(2) wy (2) we wy (2) 
W [wy wo, ..., wp] = ое) a) oe Pr @) (9.3-3) 

wir) №№ (г)... wT) (2) 

отличен от ниля всюду в 0. Равенство И’ =0 в какой-либо точке 2 из D вле- 
чет за собой тождество И’ ==0 для всех 2 из 01). 

(Ъ) Однородное линейное дифференциальное уравнение (2) порядка г имеет 
не больше г линейно независимых решений. Любые г линейно независимых 
решений, Ш (2), We (2), ..., W,(2) составляют фундаментальную систему реше- 

ний, линейные комбинации которых Fay ш,(2) дают все частные решения 
k=l 

уравнения (2). 

(с) Х Использование известных частных решений для пони- 
жения порядка. Если известно одно иетривиальное решение &, однородного урав- 

нения (2), то преобразование w — wy, | э 42 приводит это уравнение к однородному линей- 
ному дифференциальному уравнению порядка г—1, т. е. понижает его порядок на еди- 
ницу. Указанное преобразование эквивалентно двум последовательным преобразованиям 
Ш == ии и и' = 9. 

Если известно т линейно независимых решений 9, №. .-., Ши уравнения (2), то 

можно понизить его порядок до г—т последовательным применением следующего про- 
цесса. Преобразование w =) Г э 42 приводит к уравнению порядка г — 1 в известными 
линейно независимыми решениями 

p= (“Ly y, = (22) Op aan ( oma 1 — т)’ 2 — Win gp cee, m-1 = Om e 

Повторяя этот процесс m раз, придем к линейному однородному уравнеиию порядка 
г — п. Хх 

9.3-3. Решение методом вариации постоянных. Функции Грина. 
(а) Если функции‘ W, (2), We (2), .... Ш, (2) представляют г линейно независи- 

мых решений однородного линейного дифференциального уравнения (2), то 
общее решение неоднородного уравнения (1) есть 

w = Cy (2) wy (2) + Cp (2) we (2) +... + C, (а) ш, (2); (9.3-4) 
rye 

УС, (1 ()=0 ¢ =0,1,...,7—2), 
Ре (9.3-5) 

Ay (2) 

Г 

хх С (ши (а) = 9 

Pour систему г уравнений (5) относительно неизвестных производных 
С’, (2), простым интегрированием находим затем 

С, (2) =\ С, (2) dz-+- Ky. 

В принципе этот метод сводит решение любого линейного дифференциального 
уравнения к решению однородного линейного дифференциального уравнения. 
  

1) Заметим, что эта теорема неприменима к любому множеству г— 1 раз непре- 
рывно дифференцируемых функций Wy (2). OHH должны быть решениями подходящего, 

дифференциального уравнения (2), коэффициенты которого удовлетворяют условиям 
сформулировапным в п. -1.



9,3-3. 93. ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 273 

(5) В случае действительных переменных 2==х и ш == (х) частное реше- 
ние неоднородного уравнения (1) часто бывает удобнее представить в винде 

b 

и; =10 (х, ЭГО (a<x<bd), (9.3-6) 

rae G(x, &) есть функция Грина (п. 9.4-3), дающая «фундаментальное» реше- 
пие. При этом общее решение уравнения (1) есть 

b r 

и =} G (x, §) Ff (§) a& + ха Wp (x), _ (9.3-7) 

где ш; (х) — линейно независимые решения уравнения (2), а 4, — произволь- 
ные постоянные, определяемые по начальным или краевым условиям. 

Функцию Грина (:(х, ЕЁ) можно выразить через любые г линейно незави- 
симых решений ш), (х) однородного уравнения (2): 

G (x, tI) =H ro b C, (E) wy (x)U(x—§), (0.38) 

1 
9
 

1 

где С’, (х) получаются из уравнений (5), а 0 (1) — единичная функция, опре- 

деленная в п. 21.9-1 (0 (1) = |1 если 150.) 
Для. линейных дифференциальных уравнений порядка г =2 общее решение 

дается формулой (4) или (7), где 

  

  

  

’ _. f {x) W, (x) 

C1 (4) = — Ap (x) W, (x) Ww, (4) — BW, (x) W(X)? 

‚ —_ i (x) tw, (x) 

С. (x) = Ay (x) ®, (x) и. (х) — №. (x) w(x) ’ (9.3-9) 

G (x,t) =— 1 ши (х) We (Е) — ш, (х) в (Е) U (x—&). 

ay &) w, © w, &) —w, @w, &) 
(с) ХВ то время как общее решение (7), получающееся с помощью функ- 

ции Грина (8), есть только другой способ записи формулы (4), часто оказы- 
вается возможным построить функцию Грина С (х, Ё) так, чтобы частное 
решение (6) удовлетворяло определенным начальным или краевым условиям. 
Если краевые условия линейны и однородны относительно ш(х) и ее 
производных, -то искомая функция Грина С (х, Ё) должна удовлетворять сле- 
дующим условиям: 

1. G(x, &) при фиксированном значении Ё является непрерывной 
функцией от х и удовлетворяет заданным однородным краевым усло- 
ВИЯМ. 

2. Производные до г-го порядка включительно от С (х, &) пох 
непрерывны для х С [а, 6], за исключением точки х = &; в этой точке 
непрерывны производные до (г— 2)-го порядка, а (г — 1)-я произ- 
водная имеет разрыв первого рода со скачком | | 

ro) le . 
90. _9 6 =— (a<t<b). (9,3-10) 
ax’ 1 х=Е--0 Ox” 1 х=ё—0 @о (Е) 
  

/ 

3. G(x, E) Kak функция от х всюду в [а, 6], за исключением 
точки х =, удовлетворяет уравнению 

LG(x, Е) =0 (52%. | (9.3-11) 

Функцию Грина G(x, ЕЁ) можно определить условием LG (x, &)= 
=6 (х — Е), где 0 (6 — функция Дирака, определенная в п. 21.9-2.
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Отсюда следует, что 
ь . 

1С (х, Е) =0 (В) и ЕО (х, Е) Е =1. (9.3-11а) 
а 

Существование и свойства таких функций Грина рассматриваются с более 
общей точки зрения вп 15.5-|; см. также п. 9.4-3. В табл. 9.3-1 приведены 
функции Грина для некоторых краевых задач. 

Таблица 9.3-1 

Функции Грина для линейных краевых задач 

b 
Каждая приведенная ниже краевая задача имеет решение шо (х) =f G (x, &) Ff (E) dé. 

а 
Формула (9.3-7) позволяет получить решение при других начальных нли краевых усло- 
виях (см, также пп. 9.3-3, 9.4-3, 10.4-2, 1 
(а, 6) получаются из табличных с помощью линейного преобразования коордннат. 

5.4-8, 15.5-1). Решения для других интервалов 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

              

№ | Дифференциальное | Интервал | G (x, X¥ <= £) 
п/п уравнение (а, ут Краевые условия СЕ о Но 

la w (0) = (1) =0 —(1— Вх 

а 0 w (0) =0 _ 1b or w’ (1) =0 x 

] w (0) = — w (1) _ 1 _ | 

С i w? (0) = — w” (1) g (8) 
— ==) ах ^^ 

14 w(—~ 1) = (1) =0 — a e—b— +1) 

а=-—1 . 1 

b=1 w (— 1) =a (1) — 7m BP 
le - 

w’ (—1) =’ (1 аль 9 

42% а = — © ш конечна 1 х-Е 
2 dx2 —w= F(x) b= 00 B (— ©0, 00) a 

а = __ _ sin kx sin k (1 — 6) 
3a it b=! w (0) = w (1) = 0 Resin k 

—- dx - 220 = (Хх). 

3b а =— 1 w (— 1) =w (1) cos k (x —€+ 1) 

b=1 w? (— 1) = wf (1) 2k sink 

= _ sh kx sh Rk (1 — €) 

ta) b=1 ОО | — 
— aw — Rew == f (x) 

dx? 
Ab а=-— 1] w (— 1) = w (1) _ chek (we —§ +1) 

b= 1 w’ (— 1) = w! (1) 2k she 

1) Это есть обобщенная функция Грина в смысле п. 15.5-1,b; ona не удовлетво- 
ряет уравнению (9.3-10). 
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Таблица 9.3-[ (продолжение) 

  

  

№ | Дифференциальное | Интервал G(x, Bas ) 
n/n уравнение (а, 6) Краевые условия С (Е, 5 (x =o 

a (« a) ~ , dx ах In (1 = 0) 
ms a= 0 w (0) конечно сх \т _ т 

(неоднородное (т =1, 2, ...) 
ураенение Бесселя) 

  
peed 

  
  

. | | 
d dw —- Ш (1-х) 1+9 -— 
iz 0 -*9 Ge И om Qu — | ш (—1), w (1) —In2+—- (m=O) 4) 

6 pa Hl) b=] конечны ] bad 1—t т/2 

(неоднородное — ss = . т) 
уравнение Лежандра) am \l—x Е-Е 

(m= 1, 2, ...) 

d+w а =0 w (0) = w’ (0) = x? (§ — 1) с — 
a dx =F) b= =w (l)=w' (lye 0 | 7 OE 88)             om, ана на 
  

9.3-4. Приведение двухточечных краевых задач к задачам Коши. Общая теория 
краевых задач и задач о собствеппых значепиях, включающая и обыкновенные диф- 
ференциальные уравнения, рассмотрена в пп. с 15.4-1 по 15.5-2 (см. также п. 9.3-3). 
В связи с методами численного решения часто бывает полезен следующий прием. 

Если дано линейное дифференциальное уравнение г-го порядка (и = (2) с г крае- 
выми условиями, наложенными на в (г) и ее производные в двух точках 2 =а, 2 =, 
то решение задачи записывается в виде 

Г 

@ =, (2) +- L a, w, (2); (9.3-12а) 
k=] 

где функции е, (2) находятся из (r + 1)-й задачи Коши 

Lw, (2) =f (x) npn of) (ay =0 (f= 0, 1,257 — DN), , | “on 

077 Fk—1( Y=, 1,...57—1; (9.3-126) 
Lw, 2) =0 npu «(Л в Ь = 2...) 7). 

Подставляя заданные краевые условия в общее решение (12а), получают систему Г 
уравнений с г неизвестными коэффициентамн Gp. 

Примечание. Если краевая задача не линейна, например, 

а 

. dz? 

TO часто .можно вычислить значения & (5) для двух или трех выбранных значений 
неизвестного начального условня и’ (а) и затем исправить значение 7” (a) с помощью 
интерполяции. ` 

==} (2, Ш, в’) при ш (а) =ч и (5) = Wp, (9.3-13) 
Qs 

9.3-5. Линейные дифференциальные уравнения в комплексной области. Тей- 
лоровские разложения решения и влияние особенностей. 

(а) Линейное дифференциальное уравнение 

dw “a? tw 
ar en (г) Gort Г Far (2) wW =f (2) 

имеет аналитическое решение = (г) в каждой регулярной точке 2, где 
функции а» (2) и |(2) аналитичны. Если эти функции однозначны и если
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область Ш односвязна и состоит только из регулярных точек, то заданные 
начальные значения и (2), и” (2,), -.., ®ТИ (2) в любой точке 20 = D onpede- 
ляют единственное решение (г) в О. 

. Чтобы получить это решение в виде ряда Тейлора (см. также п. 4.10-4), 
надо подставить 

@ (2) =@ (20-20) (2—2) Нар” (20) (2—2)... = (9.314) 

F (2) =f (20) -Р (20) (2-— 20) ат" (го) (2— га... 
ay, (2) =a, (20). +04, (20) (2— 20) Нота» (25) (#— го)... (= ..., г) 

в данное дифференциальное уравнение; сравнение коэффициентов получающихся 
степепных рядов даст рекуррентные соотношения для неизвестных коэффи- 

диентов ap wih) (20) (Ё==г, г-Е1, ...). (Значения производных и“? (2,) для 

k=0, 1,..., r—1 заданы в виде начальных условий.) Ряды (14) сходятся 
абсолютно и равномерно в каждом круге | 2—2, | < А, лежащем в О. 

(5) Аналитическое продолжение любого решения & (2) линейного диффе- 
ренциального уравнения вокруг особых точек одного или нескольких коэффи- 
циентов Q@,(Z) даст, вообще говоря, различные ветви некоторого многознач- 
ного решения (см. также пп. 7.4-2, 7.6-2, 7.8-1). 

В частности, полный обход. вокруг особой точки преобразует фундаментальную 
систему рещений wy (2), W, (2), r (2) однородного линейного дифференциального 

уравнения в новую  фун;аментальную систему w, (2), W, (2), .... w (2). Эти две 

фундаментальные системы обязательно связаны невырожденным линейным преобразо- 
вапием 

м, (2) = р (2) (é = 1,2, eee, г). 

Собственные значения матрицы [2%] (п. 13.4-2) не зависят от частного выбора фун- 

даментальной системы W, (2), W, (2), 8, w (=). 

9.3-6.Х Решение однородных уравнений путем разложения в ряд в окрест- 
ности правильной особой точки. 

(а) Особая точка 2=2, одного или нескольких коэффициентов ар (2) назы- 
вается изолированной особой точкой однородного линейного дифференциаль- 
ного уравнения. 

г г-1 

а (2) Gate. La, (z)w=0, (9.3-15) 

если в некоторой ее окрестности нет других особых точек. Изолированная 
особая точка 2=2, называется правильной (слабо особой}, если, все коэффи- 
циенты а, (2) имеют в этой точке полюсы порядка не выше К, т. е. а) (2) == 

D, (2) . . | 
==—__ rye sce р» (2) аналитичны в некоторой окрестности О. точки 21 !). 

(2 —2,)"? 
B этом случае уравнение (15) можно записать в виде 

“ly 
(gay S24 (2-2 1p, (z) £ de oe, 

(221) Ppa (2) +p, (2)W=0. — (9.3-16) 
  

1!) Если некоторые Pp (2) имеют нули в точке 23, то соответствующие коэффи- 

циенты а, (2) будут иметь полюсы порядка меньшего чем #&; они могут даже быть 

регулярными функциями в окрестности точки 21.
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Остальные изолированные особые точки называются существенно особыми. 
Если 2==21 есть правильная особая точка (или регулярная точка), то однород- 
ное линейное дифференциальное уравнение (15) допускает решение вида 

юга М (2-2). — (9.3-17) 
k=O 

Если и— не целое число, то (2—2,)№ означает какую-либо однозначную 
ветвь многозначной функции, регулярную в комплексной плоскости с разре- 
зом вдоль некоторого луча, выходящего из точки 2; (см. п. 7.4-2). Показа- 
тель р должен удовлетворять алгебраическому уравнению степени г — опре- 
деляющему уравнению 

и(р— 1)... ибо -П... (и —г-2) р (21) +... = 
vee EB Ppt (21) + Dr (21) = 0. (9,3-18) 

Коэффициент @5=0 может быть выбран произвольно, остальные коэф- 
фициенты а, определяются последовательно из рекуррентных соотношений, 
получающихся при подстановкё ряда (17) в уравнение (15) или (16). Ряды 
в (17) сходятся абсолютно и равномерно в каждом круге И, лежа- 
mem BD, ‘ . 

Различные корни и= а, Ио, ..., и, определяющего уравнения (18) дают 
линейно независимые решения (17) данного дифференциального уравнения, 
за исключением тех случаев, когда некоторые из них отличаются на целое 
число. В таких случаях, а Также в случае равных корней определяющего 
уравнения можно использовать известные решения для понижения порядка 
данного дифференциального уравнения (п. 9.3-2, с) или отыскивать решения 
по методу Фробениуса (см. также п. 9.3-8, а). 

Показатели и» связаны с собственными значениями А, матрицы преобра- 
зования (а;,) п. 9.3-5,6 для одного обхода правильной особой точки 21. соот- 

ношением pee eee . 
(6) Правильные особые точки на бесконечности (см. 

также пп. 7.2-1 и 7.6-3). 2=0co называется правильной особой точкой уравне- 
ния (15), если преобразование 

geal, w (z)=w (=) = iw (z), 
z 2 

— — — (9.3-19) 

а -о ad 2 -а a? ~ 
eo 2 =, he EY 1 923 fo eee 

dz dz 42? dz? dz 

приводит к дифференциальному уравнению с правильной особой точкой 2== 
=0. В этом случае решение преобразованного уравнения можно получить, 
как показано выше. 

(с) Обобщение. Если 2= 2, не является правильной особой точкой, причем 
функции Py (2) имеют полюсы в 2==2:, то все же можно искать решение в внде, 

аналогичном (17), заменяя степенной ряд рядом Лорана (п. 7.5-3) по положительиым 
и отрицательным степеням (2 — 2)). .. 

9.3-7. Методы интегральных преобразований. Если в линейном дифференциальном 

уравнении (1) коэффициентами служат многочлены ap (2) = Ха, г ‚ то его интегри- 

A 

рование при начальных условиях ш“7 (0) = wll) часто упрощается применением преоб- 
разования Лапласа, как в п. 9.4-5. Применяя формулу 

k—1 . \ 

57/117 (0-0), 

bh | 
а 

50 [ай ши? (2); 5] = (— 1)” В 5% [@ (2); $1 — 

(9.3-20)
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MOXKH® получить новое и, может быть, более простое дифференциальное ураввение 
для изображения % [а (2); $] решения. 
| Более общие интегральные преобразовавия (табл. 8.6-1) ‘могут быть подобным 
образом ‚применены в разлизных специальных случаях’ (см. также п. 10.5-1 и [10.4]). 

9.3-8. Линейные уравнения второго порядка (см. также пп. 15.4-3,¢ 
и 15.5-4). 

(а) Результаты общей теории применимы, в частноети, к линейным урав- 
нениям второго порядка. Главный интерес представляет здесь однородное 
уравнение 

Lw = На (2) Za, (z)w=0, (9.3-21) 

Уравнение (21) равносильно уравнению 

i lp (2) = |9 (2) ш=0, 

р (2) ==ехр \ а; (2) 42, q (2) =a, (2) p (2). 
Если известно одно решение ш. (2) уравнения (21) или (22), то общее реше- 
ние есть 

(9.3-22) 

dz 
ш (2) = (2) [Cr+ Cs чер | (9.3-23) 

(5) Разложение решения в ряд (см. также пп. 9.3-5, 9.3-6, 
9.3-9 и 9.3-10). В важном частном случае уравнения второго порядка, пред- 
ставимого в виде 

  

d2 

(224)? SS + (z— 2) pi (2) рз (2) =0, (9.3-24) 
где р; (2) и ро (2) аналитичны в 2==2;, определяющее уравнение (18) сводится к 

и -- у [1 (21) —1|-- ро (21) =0. (9.3-25) 

Это уравнение имеет два корня. Корень и==р: с большей действительной 
частью приводит к решению вида 

© 

== (2) = (2—2) У, а (2— 21)". (9.3-26) 
k=0 

Второй корень и» приводит к линейно независимому от 1; (2) решению подоб- 
ного вида, @сли и. не совпадает с ру [или не отличается от него на целое 
число. В противном случае линейно независимое от \, (2) решение может 
быть записано в виде 

ш=Аш, (2) п (г—21)-- (2—2) У by (2 —21)*. (9.3-27) 
k=0 

Подставляя каждое из решений (26) или (27) в данное дифференциальное 
уравнение (24), получаем рекуррентные соотношения для коэффициентов. 

(с) Преобразование переменных. Следующие преобразования 
могут иногда упростить данное дифференциальное уравнение (21) нли при- 
вести его к дифференциальному уравнению с известным решением. 

1. Подстановка & =@ ехр \ ф (2) dz дает 

BO + Lay (2) +26 (2)] $2 + [а (г) ан (2) Ф(2)-НФ' (2) 9? (де =0. 
| ‚  (9.3-28) 

Надо попробовать выбрать ф (2) так, чтобы получить более простое 
новое дифференциальное уравнение; в частности, выбор @(z)=
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dw 
— — 5 а; (2) исключает коэффициент при =: Подходящая подста- 

новка 2=2 (2) также может дать некоторое упрощение дифферен- 
циального уравнения. 

2. Подстановка 

waded 94, get (9.3-29) 
9 Ww . 

преобразует уравнение (21) в дифференциальное уравнение первого 
порядка типа Риккати (п. 9.2-4, с). 

(4) Существование решения и его нули при действитель- 
ном аррументе. Пусть х— действительное переменное. Однородное линейнов 
дифференциальное уравнение 4 

22) а bw == 55 + a (x) ra +d, (x) w =0 (9.3-30) 

имеет решение ш = (х) в каждом интервале [а, 6], где а; (х) и а; (х) действительны 
и непрерывны; решение однозначно определяется начальными значениями в (хо), W’ (Xo) 
Эля любого значения хо’Е [а, 6]. ш (Хх) может иметь лишь конечное число нулей в любом 
конечном интервале [а. 6], в котором ш (х) 5=0; нули двух линейно независимых решений 
перемежаются в [а, 6]. 

9.3-9. Гипергеометрическое дифференциальное уравнение Гаусса и Р-урав- 
нение Римана (см. также пп. 9.3-5 и 9.3-6). 

(а)Х Гипергеометрическое дифференциальное уравнение 

z(1—z) O84 [e—(a-+ b+ 1) 2] 2 —abw=0 (9.3-31) 

имеет правильные особые точки 2==00 (с показателями p=a, p=b), z=1 
(с показателями д=0, д=с—а— 6) и 2=0 (с показателями д==0, и=1— с) 
и не имеет других особых точек. Решения уравнения (31) содержат в каче- 
стве частных случаев многие элементарные функции и специальные функции, 
рассмотренные в гл. 21. 

Разложение в ряд вблизи 2=г,==0 дает гипергеометрическую функцию 
вида (17) при и=0 и p=l—cc 

dy pe tt (bE ER) 
#+1 (c++ ke) (I -R+AR) 

При и=0 получаем специальную гипергеометрическую функцию — гипереео- 
метрической ряд 

_ Sey ab la(a+l)b(6+1) ,4 9.3-32 
w=F (a, 6 c; 2Sl+ eg ser D 22-|-... (9.3-32) 

(с не должно равняться нулю или целому отрицательному числу). Этот ряд 
сходится абсолютно и равномерно при |2| < 1; сходимость распространяется 
и на единичную окружность, если Ве(а--6—с) <01). Ряд (9.3-32) сводит- 
ся к геометрической прогрессии при а=1, = и к многочленам Якоби 
(п. 21.7-8),если а равно целому отрицательному числу. Ясно, что Р (а, 6; с; 2) = 
= F (5, a; c; 2). 

Второе (линейно независимое) решение уравнения (31) может быть получено спо- 
собом, указанным в п. 9.3-8,6; в частиости, гипергеомстрическая функция второго 
рода 

<Ф (а, 6; с; 2) = 

_ P@—c+)T b—c+1)T(e— 1) 
— T (a) Pr 6) (l—o) 

является решением уравнения, если с отлично от целого числа. 

Ap. 

  аб Р(а-е--1 6—1 2-02) — (0.3-33) 

  

1) При 0 < Ве(а-- 6 —с) <{1 ряд условно сходится во всех точках единичной 
окружности, кроме точки 2 = 1.
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Отметим следующие соотношения (|2} < I): 

Г (а,6; с; 2) == 
1 - 

— Г (с) ›а —1 с-а-т1т -0 

~ TP (a) Pf (¢ — a) \ > и— 65) (l— 26) “dg [Ree>ReadO], 9.3-3% 

Q 
| 

г 

. 

Baer Gt bth bh 2); ea oath: Ь -- 11 с--1; 2), (9.3-350 

T (c) T (ec — a — b) 

T (¢c — a) LT (c — Db) 
с-а- 

—
 

  Е (а, 6; с: 1) = [Веа+ь— о <11, (9.3-36) 

Е (а, 6; с3 2 =(1—2) F(c—a, c—b; ct 2), 

Приведем некоторые линейные преобразования Е (а, 5; су 2) (полный перечень та- 
ких преобразований приведен в [21.3 

  

F (a, 6; cy 2) (1 — 2) 9 F (4, c— bs CG; — ‚)=а ~ 2) F (0, е—а; с; = г). 

| 
(9.3-377 

Формулы (37) позволяют аналитически продолжить Р(а, 6; с; 2 в полуплоскость 

|< 1, т е. Кез 1/2. 

кое та , , и 

ето Fa, ob} a+ b—e+h 12+. 
_ “et atb =a _ be pene Ш 3-33 

+ (1 = 2)°~ (a) T tb) F(c—a, ¢—b: c—a—b+1; 1—2) (9.3-33) 

{larg (li —2i<%; аь —с 520. +1, +2, ...]. 

2—1 

Е (а, bs cy zy) =   

  

< помощью формулы (38) гипергеометрическую функцию можно продолжить 
в круг |[2—1|<1 с разрезом по отрезку [1, 2], а также выявить характер ее осо- 
бенности в точке 2 == 1. 

. гол {b — a) —а (a =) 
(а, (6; с; г) = Perena с 2) “Fla, l—-c+al—b+a 5 ++ 

го т {a — 6) -b _ 1 : =) 9 3-39 
Тео rie — 6) (—2) F(s, Prete tm ares sy mm 

[larg(—-2)i<m: a—b#0, +1, 2, ...]. 

Формула (39) позволяет продолжить Р(а, В: с; 2) во виешпость единичной окруж- 
ности |2|>1 с разрезом по лучу [1, ©]. 

табл. 9.3-2 приведены дополнительные фсрмулы. . 
(5) Р-уравнение Римана. Уравнение (31) является частным случаем 

Р-уравневия Римана 

d2w | — а— а’ 1 _— В — В” lL—y— y’ \ dw a ( 4 ВВ 1 “< 
  

+   

  

  

Z— 2 2 — 2, 2 — 2; d2 - 

(И (21: — 22) (21 — 23) ВВ” (2; — 23) (22 — 21) 

+ | 2—2 + 2 — 2. , + : 

VY" (23 — 21) (23 — 2a) @ — 9.3-49 
+ 2 — 2; ` (2 — 21) (2 — 23) (2 — 23) —0, (©. ) 

которое имеет три различные правильные особые точки: _2 = 21 (с показателями а, 4”), 
#=г. (с показателями В, В”) и 2=2. (с показателями \, \‘); здесь 

а, -- а* -- В -- ВУИ = 

Решение уравнения (40) обозначается так: 

2; 2, 23 

® (2) = Pia Bp y. 2, 
. а? 8* vy’ 

Одним из решений служит функция 

ЕЕ гавна ам: а- а EES BS), ©2940 2 — 22 2—2 {2 —2.) (2. —2,) 
    

Это решение сводится к (32) при 2: ==0, 2$ == 00, 23 =! и 

а, =0, В-=а y=0; af =l—c В’ =0, \=—с-9-6,
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Таблица 9.3-2 

  

Дополнительные формулы для гипергеометрических функций 

| 1, Формулы приведения 'Гаусса. 

cF (a, b—1; ¢ 2) —cF(a—l, 4 z) + (a — 6) 2 F (a, bs e+]; 

  

(см. также таблицу 21.7-1). 

Е О О 
11 (1-х) =хй (1, 1; 2; —x), 

1 1 . ‘ 3 | 
вена. e 2 . aresin x= x F (=, 5} 5; =, 

] 3 
e ? 2 ` arctg x= x F (5 С: ),   

2) = 0 

c(a~—b) F (a, b: c; 2) ~a(ec— 6) F(atl, b e+1,2)+ 
+b(c—a)F la, b6+1; ¢+1; 2) =—0 

c(¢+1) [F (a, 6; c; 2) — F(a, bs e+ 1, z2)) —abz F(a+1, 6-+1; e+ 2; z) =0 

cF (a, b; ¢; 2) —(¢— a) F(a, b+1; e+]; 2) -—a(l—2)F (a+, b+1:¢e+1; z)=0 

cF (a, 6: ¢; 2)-+(8@—oc) Fiat], & ec+1; z2)—bUl—2) F (atl, ние #) =0 

с (© — bz — a) F (a, bs c3 2) ~c le ~a) F(a—l, 63 oF 2) + 
+ ab2 (1 —2) F(a4-.1l, 6+ 1; ¢+1; 2) = 0 

с (с — az — b) F (a, b: cy 2) —c (ce —) F (a, b— 1; c; 2+ | 
+ abz(1—2)F(at+1, b4+1; ¢+1; 2) =0 

cF (a, БЬ; с: 2) ~cF (a, 6+1; c: z) + a2 F (a+1, 6+1; ¢+1; 2) =—0 

cF (a, b; ¢ 2) —c F(a+1, са 62 Flat, b+1; e+ 1; z)=0 

с [а — (¢— b) 2} F (a, 6; ¢; 2) —ac(l —2) F (a@+], 63 ¢; 2) + 
+-(¢ —a) (ec —b) 2 F(a, bs e+ 1; z) = 0 

c{6 —(¢—a) 2] F(a, 53 c: 2) — bc (1 —2z) F(a, b-- 1; ¢; z) 4+ 

+4-(¢ — a) (c—b) z2F (a, Obs c+ 1; z) = 0 

c(c-+ 1) [F (a, в; с а — Рца, в це-+в 2] + 
+a(ec—bd)zF (a+1]1, 64-18 c+ 2: 2) =0 

e(e+ 1) [F (a, b: ¢3 z) — F (a+, 6; e+ 1; 2)) -+ 

+b(c—azFia+1, 6-+1; e+2; z)—0 

СЕ (а, В; с; 2) —(c— 6) F (a, 6 e-+ 1; 2) —O F(a, 6+ 1; e+ 1; z)=0 

cF (a, b:.¢, 2) —~(C— a) F (a, Bs c+ 13 2) —a@ FP (atl, b e+ 4; 2) = 0 

2. Разные формулы. . 

one oye lf 2 \ @па ант. If 2z \ , Pla 2b; 2) = (1 =) P|. Г о (=) |, 

(4-22 (в a+ t—p: b+, 2) =F fa b; 2b; | тута: ae Fa) 
2a ee, Ay 4 (+ 2)°° F (2a, 2a+l—ae a= |a, a-+ a 6} а 

F(a, b; a+b+ = sin? 6) =F (2a, 2b; а+ь+: $1112 >) 

3. Выражение некоторых элементарных функций через гипергеометрические    
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Таблица 9.3-2 (продолжение) 

    пля итя Е (И [an 3, sin? x), 

  

  

  

  

  

    
2 

Ея, 1; = =) 

гих = есь "tha F (14-2, +”, 1 -- л; ara) 

K =F F (+, = 1; A), E (= FF(—S, и et),   
  

9.3-10, Вырожденные гипергеометрические функции. Особую Touky z=1 
гипергеометрического дифференциального уравнения (31) можно передвинуть 
в 2=6 заменой 2 на 2/6; тогда при ф—со особая точка г==6 будет стре- 
миться к уже имеющейся особой точке 2==со (вырождение особой точки). Это 
приводит к дифференциальному уравнению вырожденной гипергеометрической 
функции (Куммера) 

d2 с 2 S+(c—2) 2 —w=0, | (9.3-42) 

которое имеет одну правильную особую точку 2=0 и одну существенно о0со- 
бую точку г=со. Многие специальные функции являются решением уравне- 
ния (42) при частном выборе. значений а ис (гл. 21), 

Разложение решения в ряд в точке г==0 дается формулой (17) при и=0 
и ц=1 —с, где 

Chg ани * а 
2 е-ь-Е И (АЕ 

При и=0 получаем вырожденную гипергеометрическую функцию Куммера — 
вырожденный гипергеометрический ряд (см. п. 21.7-5): 

— ЕР (а: с: 2} = 14-92419 @-0 '(9.3- ш=Р (а; с; 2) = 12-5 TEED 22-|-.,. (|2|< 00). ‘(9.3-43) 

Второе (линейно независимое) решение можно получить тем же способом, что и 
вп. 9.3-8, 6; в частности, вырожденная гипергеометрическая функция второго рода 

: _P(a—e+)PC—1l) 4c 
> С; Fi(a-_- ;2—c 2 9.3-44 Ф (а; с; 2) =. гагар-э 2 (а—с-- 1 с; 2) ( ) 

является решепием, если только с — не целое. 
Отметим следующие соотношения: 

ми Г (с) а-1 1 __ рб-а-1,25 р , _ Ра тыка 1—4 Кесъкеа>0; — 49,3-45) 

аР _ а . р. аФ _ а . у, . === Е (а-- се+ 2); = Фарвсотфвк 2} (9.3-46) 

К (а; с; 2) = ей Е (с — а; с: — 2). (9,3-47) 

В табл. 9.3-3 приведены дополнительные формулы,
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Таблица 9.3-3 

Дополнительные формулы для вырожденных гипергеометрических функций 
  

1 д === ) 1 д 
а [а == — -—— а { —— 

F (a; 2a: 22) = 2 2. 2 ( 2/г (4+5) e*2 2 J (., 2 ) 
а 

Е (а: с’ 2) ее а; с —2), 

аР (а п с- и: 2) = (a—c) F (aj c+ 1; 2) +e F (a; ¢ 2), 
aF (a+ 1; cy 2) = (z+ 2a—0c) F (a; cs 2) + (€ ~a) F (a— 1; ¢ 2), 

  _1 о ettla (at) .. (atn—D | 
ст ро” 6; г) = "И F(atat+li n+2; 2) 

(2 = 0, 1, 24 a), 

го 2176 2. I > 

 @’ 2) — — 2 —_ лС-а-| а-1 

9 тате-а° Ne (l= 4) ат 

.(0 < Rea < Reo), 

ФУ 22 yy 2 
ГИ в Ш. 1.» pte” 2 ome > _ 

во СЕ =еа \. { Ла, (2721) в! 
0 

[Re(a+v-+1)>0; ]arg2] < 2/2}.     
  

9.3-11. Обобщенные гипергеометрические ряды. Степенные ряды (32) и (43) 
являются частными случаями рядов 

min (ат, Qs, eee) am; Cy, C35 во? 3 Сп: 2) ЕЕ 

  

== < I (71) 4 (Ч) ++ (mde k —1 2. 9.3.48 

oF Ce Gene (my) BED, As oo), ( 

где (x)p=x(x+1)...Qx+k—1). В этих обозначениях гипергеометр ические 
ряды (32) и (43) запишутся соответственно как ›Ёт (а; 6; с; 2) и 1Е1 (а; с; 2). 

9.4. ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ПОСТОЯННЫМИ 

КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

9.4-1. Однородные линейные уравнения с постоянными коэффициентами 
(см. также п. 9.3-1) 

(а) Уравнение первого порядка 

п --ау=0 (4320) (9.4-1) 
имеет решение 

ay, 

y=Ce % [C=y (0)]. (9.4-2) 

При а/а; > 0 (а/а1 называется иногда постоянной времени) 

у (а/а1) = (0) е-1 в» 0,37 (0), и (4а%/ал) == 0,09 (0).
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(6) Уравнение второго порядка 
2 а . 

Ay oe tay t+ ay =0 (a) 9) (9.4-3) 

имеет решение 

  

уе Се" + Cae, | | 
ng + Vara haa, + (@— 400, 550}; (9.4-4а) 

51,2 — ао 

_ 2, | | 

ya=(Cy-+-Cot)e °% (a? — Aaya, = 0). (9.4-45) 
Если ау, Gj, аз действительны, то при 4? — 4а.а› < 0 корни 51, 55 будут ком- 
плексными; в этом случае формулу (44) удобнее представить в виде 

у==60' { Д с0$ ‹0Ё-1- В $1 7) == Re™ sin (wf-+- a), (9.4-4с) 

где величины 

o=— ae V M022 0.4-4d) 
Qa, © Qa, 

называются соответственно постоянной затухания и собственной круговой ча- 
стотой. Постоянные С1, С., А, В, Ю, & определяются по начальным или кра- 
свым условиям (см. также п. 9.4-5, а). 

Бели а, а; > 0, то величина & == 

    

== называется коэффициситом затухания; при 
o%?2 : 

С>1, &=1, 0<% <1 nonyuaem cootseTcTSeHHO anepuoduaecKoe samyxanue (4a), Kpumuue- 
ско? затухание (46), затухающие колебания (4с). В последнем случае логарифмический 
декремент 2ла9/% есть натуральный логарифм отношения последовательных максим умов 
решения и (1). 

Уравнение (3) записывают иногда в безразмерном виде 

1 429 5 ау —— 2 2 = 0 
a2 aie о, di * 

к = => # re — | 
51,8 Фо УВ 

при слабом затухании (2? «= |1)’ имеем ®; = Иа2/а =. 
{ 

(с) Для интегрирования уравнения порядка р 

а’у a” ly 

Ly = a —F+ Qy at Peek ary 0 (a) 9) (9.4-5) 

надо найти корни характеристического уравнения — алгебраического уравнения 
степени г: 

AS’ 4- ays") +4... 4A, _ Sa, = 0. (9.4-6) 

Если все корни $1, 5», .,., 5, этого уравнения различны, то общее решение 
лифференциального уравнения (5) есть 

у = Сет бе... Се" . (9.4-7a) 

Если некоторый корень 5, имеет кратность т», то соответствующие члены 
8 (74) надо заменить на 

4 , | 
(Сь--Сы+ Cral? +... Cem, — ое” ook (9.4-76) 

Различные члены в решении (7) называются собственными колебаниями, г по- 
стоянных Сь и Сь; определяются по назальным или краевым условиям (см. 
также Il, 9,4-5, a).
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Если коэффициенты уравнения (5) действительны, то комплексные корни 
характеристического уравнения встречаются сопряженными парами © + fu. 
Соответствующие пары членов в’ решении также будут комплексно сопря- 
жены и могут быть заменены действительными чденами: 

INCeOtiort 4 ymCeio-iwt — pie! (A cos wt4-B sin wt) = Rt™e™ sin (wi +-%), 9. 4-7¢) 
где Ди В или R wn а— новые (действительные) постоянные интегрирования. 

(а) Если дана система п однородных линейных Эифференциальных иравне- 
ний с постоянными коэффициентами 

Фа (и) и Фр (1) Yoho. + Qin (33) ¥n=0 . j=l, 2, ..., П), (9.4-8) 

где фуд (4/41) — многочлены от 4/4, то каждая из п функций, составляющих 
решение ур =, (1) (Ё==1, 2, ..., п), имеет вид (7); показатели $; будут теперь 
корнями характеристического уравнения системы 

р (5) = че [фи (5)1=0. (9.4-9) 
Подставляя выражения вида (7) в уравнения (8), мы получаем соотношения 
между коэффициентами; коэффициенты, оставшиеся произвольными (постоян- 
ные интегрирования), определяются по начальным или краевым условиям 
(см. также п. 9.4-5, Бип. 13.6-2). 

9.4-2. 'Неоднородные уравнения (см. также п. 9.3-1). 
(а) Методы, изложенные в пп. 9.3-1 —9.3-4, применимы ко всем линейным 

дифференциальным уравнениям. Поэтому общее решение неоднородного 
уравнения 

Ly = ap tL a, 2! т и... +a,y=f (0 (9.4-10) 
at 

можно представить в виде суммы общего решения (7) приведенного уравие- 
пия (5) и какого-либо частного решения уравнения (10). 

Если, как это часто бывает в приложениях, } (1) =0 при {= 01), то част- 

пое решение у==у» (1) уравнения (10) такое, что Ум = ум =... == 20 
при { = 0. называется нормальной реакцией на внешнюю нагрузку i (). Peute- 
Aue ypasnenun (10) npu 3adanHolx HaUaAbilolx BHAYCHUAX BeAUAUH Y, y’,...,y7 ? 
есть сумма решения соответствующей начальной задачи OAR однородного урав- 
нения (5) и нормальной эеакции уз (1. 

Во многих приложениях ‘устойчивые электрические цепи, колебания) все корни 
характеристического уравнения {[(6) или (9)] имеют отрицательные действительные части, 
в общее решение уравнения (5) ›исчезает, более или менсе быстро (устойчивый «персх од- 
вый процесс»). В таких случаях главный интерес представляет обычно «установившийся 
процесс» у =у,. (() — частиое решение, вызваниое данной пагрузкой } (2). В других слу- 

чаях ис (1) определяется ве только данным дифференциальным уравнением, но и началь- 

ными условиями, Нормальпая реакция YN () может как содержать, так и не содержать 

переходные члепны, 

(5) Всякое решение = (2) (k=1, 2, ..., m) неоднородной сиртемы 
линейных дифференциальных уравнений 

и (2) (пе... (Son GH em) OAL) 
есть сумма частного решения этой системы и общего решения соответствую- 
щей однородной системы (8). Нормальная реакция системы (11) на множество 
внешних нагрузок {, ({), равных нулю при Ё = 0, есть частное решение, в ко- 
тором при {=0 все функции у, вместе со своими соответствующими произ- 
водными равны нулю. 
  

') Это означает, чго рассматриваются правые части голько вида | (1) ==}{(1) Us (4), 
где (+ (1) — единичная функция, определенная в п. 21.9-1, °
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(с) Если правая часть содержит периодический член, частота которого совпадает 
с частотой пезатухающего синусоидального члена в общем решении соответствующего 
однородного уравнения или системы, То данное уравнепие или система небудет иметь 

ограниченного решения (резонанс). 

9.4-3. Свертки и функции Грина (см. также пп. 9.3-3, 9.4-7 и 15.5-1). 
(а) Физически реализуемые задачи Коши. Применение 

метода функции Грина (п. 9.3-3, 5) к дифференциальному уравнению (10) 
позволяет представить нормальную реакцию на внешнюю нагрузку [ (Е) в виде 
интеграла Доамеля или свертки 

t t 

y=yy (= \ й.. ((—т) | (<) dt =| h, (t) f (¢—T) dt, (9.4-12) 
0 0 

если. предположить, что { (1) =0 при Ё—=0 ий, ([—т) =0 при Ё= т, так что 
«будущие» значения } (1) не могут воздействовать на «более ранние» значения 
у (Е) и «мгновенные» влияния исключаются (физически реализуемые системо). 
При этом | 

(т) ‚от . | 
ид филь C—O) ae” (m=O, 1, vey), © @.4413) 

. 0 

если существуют производные в правой части. Функция й.(Ё—т) есть част- 
ный случай функции Грина и определяется условиямн 

со 

ГА (Е—т) =0 (#>%); {LA, ({—t) dt=1 (f> 0), (9.4-14а) 
0 

h, (-D)=hy ((—1) =... =k) &—1)=0 (= т). (9.4-145) 

п. (ЁЕ—т) есть нормальная реакция на единичный импульс 6. (Е—т) (п. 21. 9-6); 4 . + 
уравнение (14а) можно записать в символической форме 

Lh, (¢—t) =6, ((—1). (9.4-145) 

Заметим, что \ A, ((—т) 4т есть нормальная реакция на единичную нагрузку 
0 

U,(¢—t) (п. 21.9-1), т. е. В, (Е—т) есть производная от нормальной реакции 
на сдиничную нагрузку. Символическое дифференциальное уравнение (145) 
часто легко решается опсраторным методом п. 9.4-5; другой путь пахожде: 
ния Й.. (1) заключается в интегрировании однородного дифференциального 
уравнения 

Lh, (4) =0 (¢ > 0) (9.4-14d) 

при начальных условиях 

A, (0+0) =, (04-0) =... =h’ —” (04-0) =0, ] 

Av —) O+0)=4. | . 
0 

  

(9.4-14е) 

Пример. Для Буа у имеем: fh, (= 4 (¢ > 0). 

(5) При аналогичных условиях нормальная реакция системы линейных дифферен- 
циальных уравнений (11) может быть представлена в виде 

пт , 
ив = У еде: ЕЁ © а (k= 1, 2, ..ь П), (9.4-15) 

1=10 

где (24) pj ({ —т) — решения системы (11), соответствующие правым частям Fi (¢) =0
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(GAR), Гь(0 = 04. {— т). Матрица функций (+) ку ({ —®]Т есть частный случай матрицы 

Грина. 
(с) Свертка (12) дает нормальные реакции также и в том случае, когда [ (7 ии (0 

связаны дифференциальным уравнением вида 

a, ty d’—ly d?f ae} 
——> ооо а == 6, 

На | тан dte ae 0—1 
    +... 50+. (9.4-16) 

Такие соотношения могут получиться, в частности, когда система (11) приводится и 
олному уравнению путем исключения (пл — 1) искомых функций. 

Некоторые (hi) pj (f), a sHaunt, nH f+ (2), в случае соотношений тила (16) могут содер- 

жать особенности типа дельта-функции (обобщенпые функции Грина, п. 15.5-1, Ъ). Если 
при этом 

№ (1) = 16+ (6 — ty) + соб @ в) ne ho (A, 
то формула (12) сводится к , 

y=yy (t) = (1-1) + (Еф)... f hy @ — 0) F(t) du (¢ > 0). 
0 

(9) Более общие задачи. «Симметрические» и ‹асимме- 
трические» функции Грина. В случае, когда правая чаеть при 
{<0 отлична от нуля, можно ввести «симметрическую» функцию_й (Е—т), 
определяемую уравнением (см. п. 21.9-2) 

LA (¢—t) =6 (f—T) | (9.4-17) 

и подходящими начальными или краевыми условиями. Решение 

со 

y= \ й (Е—т) {| (©) 4т== \ h(t) f (€—T) dt (9.4-18) 

будет, в частности, удовлетворять ypaBHernio (10) npn f>-0 u 

и (0—0) = и’ (0—0) =...=у77® (0—0)=0 

если [ (0 =[ (ОО (© (п. 21.9-1) и если 

h(t—t) =A’ ({—t)=...= he (§—T)=0 (< т. (9.4-19а) 

«Асиммегрические» функции й..(Ё) удобнее применять вместе с преобразова- 
нием Лапласа, а «симметрические» й (Е) —с преобразованием Фурье. В обыч- 
ных физических приложениях сохраняют условия (19а), так как «будущие» 
значения функции не могут влиять на решение; при этом В, (1) и 1 (1) сов- 
падают в точках непрерывности. Часто внешняя нагрузка не может оказать 
мгновенного действия на решение, так что А (#—т) удовлетворяет более силь- 
ным условиям 

h(t—t)=h’ (¢—T) =... h7 1 (¢—T)=0 ((—1т)  (9.4-195) 

и A(t) совпадает с h, (1). 

Пример. В электрической. цепи, содержащей только сопротивление В, сила тока 
И (1) и напряжение } (?) связаны соотношением и (= /Ю, так что здесь й + (0 =6., (1)/Ю 

и 1 (1) =6 (4)/R. Но для Ly = а! и + у имеем hy (0 == (А = 1.1/4, 

9.4-4. Устойчивость. Линейное дифференциальное уравнение (10) или сис- 
тема (11) устойчивы, если все корни соответствующего характеристического 
уравнения (6) или (9) имеют отринательные действительные части; тогда малое 
изменение начальных условий не может вызвать больших изменений решения 
(более общее определение устойчивости см. п, 9.5-4, а). Характер корней может 
быть исследован методами пп. 1.6-6 и 7.6-9 (критерии устойчивости для элек- 
трических цепей и систем управлевия). Дифференциальное `уравнение (10)
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co 

устойчиво тогда и только тогда, когда существует \ | hy (t) | 4% [vm соответ- 
| 8. 

со 

ственно S teem iar), Аналогичные условия для каждой функции В») (т) 

системы (i) (п. 9.4-3, Ъ) являются необходимыми и достаточными для устой- 
чивости этой системы. 

9.4-5. Операторный метод решения (см, также п. 8.1-1, 8.4-1 —8.4-5, 9.3-7, 
10.5-2 и 13.6-2, с). 

(а) Для интегрирования линейного дифференциального уравнения (10) 
с начальными значениями и(0--0); и’ (0--0), ..., и”т® (0--0) применяют 
преобразование Лапласа (8.2-1) к обеим частям уравнения, полагая 5 [и (#| = 
==У (5) и #[(0]==2Р ($). Получающееся Линейное алегебраическое уравнение 
(вспомогательное уравнение) 

(а5’ -- 1971 -- ... На) У ($) =Р (5) + С (5), 
6 (s) = y (0-4-0) (ays? а157 8... а) + | | | 

$y O40) (aos ebayer eb haa) + (9.4-20) 

“+ yr) (0 -+-0) (495 -+ a4) + ayy!" (0 4-0) 

легко разрешимо относительно изображения искомого решения: 

  

Е (5) С ($) 
У ($) = -|- = . (9.4-21) 

г г-1 г r-l ays “bt as +... $a, ays + a,s ... За, 

Здесь первый член есть изображение У „; (5) нормальной реакции Ум (2) (п. 9.4-2, а}, 
а второй член представляет влияние ненулевых начальных значений функции 
у (Е) и ее производных. Решения 1 (1) и уу (1) находятся по своим изображе- 

ниям с помощью табл. 8.4-] или 8.4-2 или по правилам пп. 8.4-2—8.4-9. 
. С 

В частности, каждый из г членов разложения функции ; = 
- (2,s +a,s7 1+... +9,) 

на простейшие дроби (п. 8.4-5) дает соответствующий член в решении (7). 
Этот метод решения применяется без существенных изменений и к диф- 

ференциальным уравпениям вида (16). 
(b) Применение преобразования Лапласа к системе дифференциальных 

уравнений (11) приводит к системе линейных алгебраических уравнений 

фл (5) У! ($) -Н фл (5$) У. $ - ... + Фт. ($) Уп $) =Р) ($) -- в} $ 
(j=1, 2, ‚ п), (9.4-22) 

где функции .О) (5) зависят от начальных условий. Решая полученную систему 
по правилу Крамера (1.9-4), находят изображения искомого решения -- 

  

Wie А \ App) | | 
= ) par Ft Y say 6/9. = 2, ..., п), (9.4-23) 

[=] j=! 

где Ajp (s) — алгебраические дополнения элементов фу (5) в определителе системы 
р (s) = det [j, ($)] (см. также п. 1.9-2). Первая сумма в формуле (23) есть 
изображение нормальной реакции, а вторая представляет влияние начальных 
условий. 

Искомое решение у, (1) находится путем обращения ` преобразования 
Лапласа. |
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В задачах, содержащих неустойчивое дифференциальное‘ уравнение 
(п. 9.4-4) или импульсные внешние нагрузки, решение может иметь особен- 
пости типа дельта-функций (см. также пп. 8.5-1 и 21.9-6). 

9.4-6. Периодические внешцие нагрузки и решения. 
(а) Синусоидальные внешние нагрузки и решения. 

Синусоидальные установившиеся решения. Любая система 
линейных дифференциальных уравнений (11) с действительными коэффициен- 
тами и синусоидальными внешними нагрузками одной частоты 

| (0 == Вуз (В)  (=Ь2,..., п) (9.4-24 а) 
допускает единственное частное решение вида 

Up (f) = Ay sin (wt -+ ep) (R=1, 2, ..., п) (9.4-24 b) 

(если ‘нет резонанса, т. е, если «ф не является корнем характеристического 
уравнения). В частности, если все корни характеристического уравнения (9) 
имеют отрицательные действительные ' части (устойчивая система, п. 9.4-4), 
то синусоидальное решение (246) будет единственным установившимся реше- 
нием (п. 9.4-2). 

(6) Метод комплексных амплитуд. Синусоидальные внешние 
нагрузки и решения (24) можно поставить во взаимно однозначное соответ- 
ствие. комплексным числам: (комплексным амплитудам) 

В о в, _ В 
Ру= =e ‘Tes у [В (j=1, 2, soon n), 

У ea oH a, (k=1, 2, ..., 2) Уре [ey (6—1, 2, ..., п). 
Абсолютная величина каждой counnexenot амплитуды равна среднему квадра- 
тнческому значению соответствующей синусоиды, а ее аргумент равен началь- 
ной фазе синусоиды. Комплексные амплитуды (25) связаны (комплексными) 
линейными алгебраическими уравнениями 

° фл (1) У: Е фр (20) У»-- ... + Opn (10) Yn = Fy (1=1, 2, ..., п), (9.4-26) 

которые отвечают системе (11) и т быть решены относительно неизвестных 
комплексных амплитуд (ср. п. 9.4-5 

п 

hat ~D (lo) 

1—1. 
В случае резонанса (п. 9.4-2, с) выражение (27) может не иметь смысла. 

У, = F, (k=l, 2, .., 0). (9.4-27) 

{c) Синусоида льные величины (24) удовлетворяют данной системе дифференциальных 
уравнений (11) тогда и только тогда, когди этим же свойством обладают комплексныв 
гармонические фрикции 

Е, (6) == == Bye! (OFF Pi) os Pel! V3 (Gil, 2, ..., 2) 
| (9.4-28) 

Ук == А, g (OF Tay) Yc У. k=1,2,..., 2), 

которые часто более удобны в расчетах, чем самн синуссиды (24). 

(4) Более общие периодические внешние нагрузки 
(см. также’пп. 4.11-4, 4.11-5 и 9,4-5, Б). Если дана устойчивая система (11) 
с периодическими внешними нагрузками вида 

(0 = “2 + у (ay с0$ Лор -- ов Яп Ай), (9.4-29) 

10 Г, Кори а Т. Кори
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то метод комплексных амплитуд можно применить к каждому синусоидаль- 
ному члену отдельно и затем путем наложения получить установившееся 
периодическое решение. Этот метод может оказаться более удобным, чем 
метод преобразования Ланласа, если в решении надо найти только небольшое 
число гармоник. 

9.4-7. Передаточные функции и частотные характеристики. 
’ (а) Передаточные функции. Передаточной функцией называется 

функция 
` 1 Ум ($) 

ays’ + ays’ 14+... +a, F (s) 

(см. формулу (21)). Передаточная функция представляет некоторый линейный 
оператор (п. 15.2-7), который преобразует внешнюю нагрузку на входе в нор- 
мальную реакцию на выходе (рис. 9.4-1). 

  Н ($) = (9.4-30) 

    

Fs) 5) | №151 
re >> 

= бу (5) | Ly (s) 

1 =) — Yy (8) 
      Ho (9) = 

            

Рис. 9.4-1. Представление липейвых дифференциальных уравнепий с постояипными 
коэффициентами с помощью передаточных функций. Если ил (1) становится виешисй па- 

грузкой для второго дифференциального уравнения с нормальной реакцией 2] (#); то две 

передаточные функции перемножаются; т. е. 

2М (5) | = H, (8). РО Н! ($) И» 6) 

A jy, (8) 
Более общо, каждая функция De 8 формуле (23) есть передаточная 

функция, относящая нормальную реакцию у» (Ё) системы (11) на выходе внеш- 
пей нагрузке } (Ё) иа входе, когда все остальные внешние нагрузки отсутст- 
вуют. Эти передаточные функции образуют передаточную матрицу. 

Передаточная функция для уравнения (16) есть 

—1 Р-Р |... 5, 
r r-1 ays + a,s +... ba, 

(6) Частотные характеристики (см. также п. 9.4-6, а). Частот- 
А;,, (16) 

. Jk , 

ные характеристики ВН (10) и -Б аз связывают комплексные амплитуды, пред- 

ставляющие синусоидальные внешние нагрузки, и установившиеся решения 
с одной и той же частотой ®. В частности, абсолютная величина и аргумент 
частотной характеристики связывают амплитуды и фазы синусоид на входе 
и выходе: если [(0 = В зп (®Ё-- В), и (0 =А sin (af+-@), To 

lH (10) |= ‚ arg H (io) =—a—B. | (9.4-32) 

Для схемы, представленной на рис. 9.4-1, амплитудные характеристики 
1Н 45)| перемножаются, а фазовые характеристики агё Н (10) складываются. 

(<) Соотношения между передаточными функциями, 
частотными характеристиками и функциями Грина (см. 
также п. 9.4-3 и теоремы о свертках в табл. 8.3-1). Передаточная функция 
Н ($) есть преобразование Лапласа от асимметрической функции h, (t): 

co 

H (s)=} hy (0) e7% at, (9.4-33) 

  Н ($) = (9.4-31)
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Частотная характеристика Н (15) есть преобразование Фурье от симметри- 
ческой функции В (1: 

oO 

H (to)= \ h (6) eM at. (9.4-34) 
с 

Формулы (33) и (34) указывают возможность получения функций fh, (ft) wh} 
как обращений преобразований Лапласа или Фурье для рациональных функций. 

9.4-8. Нормальные координаты и собственные колебания. 
(а) Свободные колебания. Малые незатухающие колебания меха- 

нических или электрических систем часто описываются системой 1 линейных 
дифференциальных уравнений второго порядка 

n 
d , 

У, (ле ва) ув==0 (j=1, 2, ..., 7), (9.4-35) 
k= 1 . 

в которой обе матрицы [а/„] и [6;,|] симметричны, положительно . определены 
(п. 13.5-2) и таковы, что характеристическое уравнепие (9) имеет 21 различных 
ненулевых чисто мнимых корней + iy, + ю., ..., + д. Такие п пар корней 
соответствуют свободным синусондальным колебаниям с п собственными часто- 

5 oO, 
1 —. 

TAM Эл» ол’ **** 2. 
Для данной системы (35) можно ввести нормальные координаты 9у, Я), +++ 

‚..; Яп С ПОМОЩЬЮ линейного преобразования 

i= 

п 

и, =.) tenth (k=l, 2, ...› п) (9.4-36) 

с такими коэффициентами {,„, чтобы привести одновременно обе матрицы [а;%] 
и [5;«] к диагональному виду (пи. 13.5-6 и 14.8-7); преобразованная система 
будет иметь простой вид: 

. ed 
Gp, _ 

= + 019, =0 (k=l, 2, eoey п). (9.4-37) 

Получающиеся здесь свободные синусоидальные (собственные) колебания 

ув= Ар sin (wat + ap) (A=1, 2, ...n) (9.4-38) 

не влняют одно на другос (разъединены). Нормальные координаты могут иметь 
непосредственное физическое истолкование. 

Пример. Для системы 

421 9 d?y 9 
We oy, —a (Y1 — 12); пик = — 609: — а? {из — и!) 

нормальными координатами являтотся 9, =и:-- из. Я, =и: — ув. При начальных условиях 
д =1, #2 =0, Е = os 0 при {=0 уравнения для нормальных координат 

42 43 9 2 
qe OO a (OTP) Ds 

дают _____. 
И: = с0$ бо & Уз = cos V 03 + 2a" Z, 

и следовательно, и Изя 
4 _ 6? -- 242 — © 02 -- 242 -+- @,’ 

и = x (Jit Ja) = cos ——°—5 —— ¢ cos ——" 5" fg 
иг - @32 -+- 202 — @ 2 + 202 + w 

ит о, ВИ, 

10*
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При а? < we (слабая связь) эти решения описывают так называемое явление резонанса. 
¢ 

YR +050 - -3 -95 

  

  

  

\ 
\
   

+7 +08 0 -! -3 
Рис, 9.5-1. Изоклины, направления поля и 
некоторые решения дифференциального урав- 

нения 

ау _ , 
соответствующего уравнению Ван дер Поля 

аи 2, 4y 
Ga UR I) ду at” 

где 4 у, и = 1. Показана лишь правая 
dt 

полуплоскость. 

данная функция Ё(, у, и) не содержит 

(6) Вынужденные колебл- 
ния, Соответствующая задача о вы- 
нужденных колебаниях 

п 
43 

У (>in dp t an) p= O 
R=] 

(j= 1, 2, ..., ”) (9.4-39) 

может быть решена в припципе мето- 
дом п. 14.8-10 путем разложения внещ- 
‚ней нагрузки Г, (1) по собственным функ- 
циям. Обычно более удобен оператор- 
ный метод п. 9.4-5 

9.5. НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ВТОРОГО. ПОРЯДКА 

9.5-1. — Вволные — замечания. 
В пи. 9.5-2—9.5-5 вводится общая 
термипология и наиболее простой 
метод приближенного решения из 
теории нелинейных колебаний. 
Для дальнейшего изучения реко- 
мендуются [9.6], [9.7]. Многие ме- 
тоды решения тесно связаны со 
специфическими приложениями. 

Метод возмущений из п. 10.2-7, с 
часто применяется для упрощения ite- 

линейных задач, особенио в небесной 
механике, Численные методы решения 
см. пп. 20.7-4 и 20.7-5. 

9.5-2. Представление на фазо- 
‚вой плоскости. Графический метод 
решения (см. также п. 9.2-2). Диф- 
ференциальное уравнение второго 
порядка 

ие чи) 0.50 

равносильно системе уравнений 
первого порядка 

ау _*. 4; . =; Galt, », 9). 
(9.5-2) 

‚ Общее решение у= = (0, y= = y (t) 
уравнений (1) или (2) может быть 
представлено ‘геометрически семей- 
ством ориентированных фазовых 
траекторий на фазовой плоскости 

Оуу. Такое представление полез- 
нее всего в том’ случае, когда 
явно независимого переменного Zé. 

В этом случае система (2) относится к системам вида 

= РЦ, 9) “О (и 1) (9,53)
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(авгономная система) и фазовые траектории удовлетворяют дифференциаль- 
ному уравнению первого порядка, 

Чи, 9) Ay 
iu ~ Pty, 9)’ (9.5-4) 

которое каждой точке (у, и) ставит в соответствие наклон проходящей через 
нее интегральной кривой. Получающееся поле направлений (‹изображение» 
дифференциального уравнения на фазовой плоскости) позволяет сделать на- 

бросок и(и) и отсюда и (6) по заданиым начальным значениям у и yi можно 

начать с построения геометрического места точек постоянного наклона dt y/dy=m 
(изоклин, рис. 9.5-]). 

9.5-3. бы точки и предельные циклы (см. также п. 9.5-4). 
(а) Обыкновенные и особые точки фазовой плоскости. 

Точка (у, и) фазовой плоскости системы (3) называется обыкновенной точкой, 
если Р(у, и) и О(у, И) дифференцируемы и не обращаются одновременно 
в нуль; через каждую обыкновенную точку. проходит единственнал фазовая 

траектория. Точка (и; и) называется особой точкой, если . 

Р (ук 0) =0; Q(Yor Yo)=0. (9.5-5) 
Особые точки классифицируются по характеру фазовых траекторий в ах 

   
f) 

Рис. 9.5-2. Фазовые траектории в окрестности особых точек шести типов (пп. 9.5-3 и 
9.5-4). 

а) Устойчивый узел; 6) неустойчивый узел; с) устойчивый фокуся 4) неустойчивый фокус 
е) седло; [) центр. 

окрестности; наиболее важные типы особых точек изображены 1 на рис. 9.5-2. 
Физически особые точки есть точки покоя (равновесия), допускающие устой- 
чивые или цеустойчивые положения равновесия и==и%з (п. 9,5-4),
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(b) Периодические решения и предельные циклы. Перно- 
дицеские решения у=иу (Г) соответствуют замкнутым фазовым траекториям, 
и обратно. Замкнутая фазовая траектория С называется предельным циклом, 
если она имеет окрестноеть из обыкновенных точек, в которой все фазовые 
траектории спиралевидно приближаются к С (устойчивый предельный цикл) 

  

а) 5) 
Рис. 9.5-3. а) Устойчивый предельный цикл, заключающий неустойчивую особую точку 
в начале. «Мягкос» самовозбуждение колебаций при произвольно малых начальных зна- 

чениях и и фи. 8) Устойчивый предельный цикл, заключающий устойчивую особую точку 
з пачале и неустойчивый предельный цикл (показанный пунктиром). «Жесткое» самовоз- 

буждеиие колебаний прн начальных значениях вне нсустойчивого цикла. 

или удаляются от С (неустойчивый предельный цикл) или приближаются к С 
с одной стороны и удаляются от нсе с другой (полуустойчивый предельный 
цикл). Примеры см. пи. 9.5-4, си 9.5-5 (см. также рис. 9.5-3). 

(с) Индекс Пуанкаре и теоремы Бендиксона. Во многих приложениях 
представляет интерес существование предельных циклов (устойчивых колебаний). В до- 
нолинение к аналитнческому критерию п. 9,5-4 полезна ипогда следующая теорня. 

Индексом замкнутой кривой С, состоящей из обыкновенных точек фазовой плоскости, 
называется число полных оборотов вектора, задающего направление поля, при обходе 

гочкой (y, y) контура С. Индексом изолированной особой точки Р называется индекс 
тобой замкнутой кривой, охватывающей точку Р и не содержащей других особых точек. 

ри этом; 
1. Индекс замкнутой крнвой С равен сумме индексов всех (изолированных) 

особых точек, лежащих внутри С; если внутри С все точки обыкновенные, то 
ее индекс равен нулю. 

2. Ивдекс узла. фокуса или центра равен 1; индекс седла равен — 1 
(см. рис. 9.5-2). 

3. Индекс любой фазовой траектории равен 1; следовательно, предельный 
цикл должен содержать по крайней мере одну особую точку помимо седла (рис. 
9.5-3). 

ОР 4. 90 
Внутри любой области фазовой плоскости, где сохраняет знак, сущест- 

у и 
вуиют незамкнутые фазовые траектории (первая теорема Бендиксона). Траектория, кото- 
рая остаетсл внутри ограниченной области и не приближается ни к какой особой точке 
при 0=&< ®, либо является замкнутой, либо асимптотически приближается к некото- 
рой замкнитой траектории (вторая теорема Бемдиксона). 

© . 
9.5-4. х Устойчивость решений по Ляпунову *) (см. также пп. 13.6-5 —13.6-7). 
(а) Решение y;=y; (f) (i=1, 2, ..., п) системы обыкновенных дифференци- 

альных уравнений вида 

аи; . 

Gt =fi (ут, Уз +. Yn) (i=1, 2, ...; 7), (9.5-6) 

соответствующее начальным условиям. у; (&)==И, называется устойчивым по 
Ляпунову, если для любого в>0 можно найти такое 0=0 (=) > 0, что из 
системы неравенств | хо — Ир | < 6 будут следовать неравенства | х; (й) — 9; (0 |< в 
для всех #—&4, где х; (№ — решение, определяемое начальными условиями 
  

*) Теория устойчивости по Ляпунову изложена во многих руководствах; см., на* 
пример, 19.11, [9.3].
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х; (6) =хь. Это значит, что малое изменение начальных условий не может 
вызвать больших изменений решения. | 

Устойчивое решение у; (ГР) называется асимптотически устойчивым, если 
можно. указать такое число г, что из неравенств |ху — Ур | <г будут следо- 
вать соотношения im 1 ()— и; © |=0 @=1,2,..., п). Асимптотически ус- 

— со 

  

тойчивое решение называется асимптотически устойчивым в Целом (вполне ус- 
тойчивым), если г=оо, т. е. если при любых начальных условиях хх» решение 

x; (t) — и: (9 при #— оо. 
В частности, все решения устойчивой системы линейных дифференциальных 

уравнений с постоянными коэффициентами асимптотически устойчивы в целом 
(все корни характеристического уравнения такой системы имеют отрицатель- 
ные действительные части, см. п. 9.4-4). 

(6) Устойчивость положения равновесия автономной 
системы. Пусть 

dy; у г 

Ge hi Yas Yor er Yn) (=... п) (9.5-7) 
-- автономная система дифференциальных уравнений (все функции Ё не 
зависят явно от № и (1, Уж, «++» Упо)— какая-либо ее точка покоя, т. е. 
fi Yror Yoor «++ Ипо)=0 (1=1,2,... п). Гривиальное «равновесное» рещение 

yiQ=%i9 (i= 1, 2, -.., п), 
соответствующее данной точке покоя, является асимптотически устойчивым, 
если линеаризованная система (система первого приближения) 

п 

dy, Of. | 

Gi — У (sit), (Yr — Уро) (i=1, 2,..., n) (9.5-8) 

k=1 . 

устойчива (все частные производные берутся в исследуемой точке покоя 
(ло Изо, -+-» Ило)). Это имеет место тогда; когда все корни $ характеристического 
уравнения af 

имеют отрицательные действительные части. Тривиальное решение будет не- 
устойчивым, если уравнение (9) имеет хотя бы один корень с положительной 
действительной частью; если нет корней с положительной действительной 
частью, но среди корней есть чисто мнимые, то требуется дополнительное ис- 
следование (см. п. 13.6-7). 

В частности, для системы (3) характеристическое уравнение есть 

OP , AQ‘ дР 00 OP AQ 
я—(5- + 5+ [5 эра = 0, 9.5-10 

ду Oy Jo ду Oy dy dy /o. ( ) 

где все частные производные берутся в точке покоя (и, Yo): 
Для уравнения второго порядка у =={ (у, у) и точки покоя (и, #0) (зна- 

чит, } (и, и)=0) характеристическое уравнение можно записать, не переходя 
к системе (3): 9 

(rhe (anon ду |0 Oy Jo : 

Точка покоя системы (3) есть (см. рис. 9.5-2) 
— устойчивый или неустойчивый узел, если оба корня $1 и 5% уразнения 

(10) действительны и соответственно отрицательны или положительны, 
——седло, если $1 н $» действительны и имеют разные знаки,
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— устойчивый или неустойчивый фокус, если $1 и ‘$2 комплексно сопря- 
жены и имеют соответственно отрицательную или положительную действитель- 
пую часть. | 

Если корни уравнения (19) чисто мнимы, то.для линеаризованной системы 
гочка покоя является центром. Выяснение характера точки покоя данной не- 
линейной системы требует, как уже отмечалось, дополнительного исследования. 

(©) Устойчивость периодических решений. Устойчивость периоди- 

ческого решения у==у, (1) 52 0. y=y (‘) системы (3) зависит от устойчивости такого 

же решения линеаризованной системы 

6 => 6 dt ay ° + ay у,» | 

- dQ 90 . (9.5-11) 
déy = by -- —— би ? 

dt Oy y 

которой удовлетворяют малые вариации (п. 11.4-1) бу, dy пернодического решения. 

(Здесь все частные производные берутся в точке (у (2), ур (t)). ) Это — система линей- 

ных дифференциальных уравиений с периодическими коэффициептами, имеющими тот 
же период Т. что и данное решение; уравнения (1!) допускают два линейно независимых 
решения вида 

Oy = Ла: (1), бу = hye (ft); Oy = eM hey (), by = eM Йза (1), (9.5-12) 

где hay A) — периодические функции, а 

: д 9 1 
A= \ (5. + 5: dt. (9.5-13) 

Oy Oy . . 
-0 y =I p (f), Y=Yy (2) 

Периодическое peutenue yomotxueo npuKR<0Uu неустойчиво при № > 0: случай А, = 0 Tpe- 
буёг дополнительного исследования. 

Приме р. Дифференциальное уровиение Ван дер Поля 

d2y . 

ие в (1 — #2) oY (> 0) . - (9.5-14) 

имеет устойчивый предельный цикл в окрестности приближенно периодического решения 

= Ур (¢t) 2 cost; y =Yp (t) =>—2siné HA=—uU[] + O (W)} (cM. Taxxe n. 9.5-5)- 

9.5-5. Приближенный метод Крылова и Боголюбова. 
(а) Первое приближение. Эквивалентная регуляриза- 

ция. Решение дифференциального уравнения вида 
а 

где и-—малая постоянная, так что последний член представляет малое не- 
линейное возмущение, ищут в виде 

y=r (t) cos @ (f). (9.5-16) 

Пренебрегая ошибкой порядка ц?, находим «амплитуду» г (и «полную фазу» 
g (1) из ‚ дифференциальных уравнений первого порядка 

20 
= => \ f(r cos A, —ro sin A) sin А =— та: (г), 

0 on 
? (9.5-17) do . 

  

oe =o+ Tare | f (r cos 4, —re sin A) cos A d= Oy | 
6. | 

При данном начальном значении -г (0) =ло решение эквивалентного Aus 
нейного пифференциального уравнения | 

а ОЕ а -Е аз (70) у=0 (9.5-18)
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аппроксимирует решение ‚данного дифференциального уравнения (15) с ошиб- 
кой порядка п. Для периодического решения типа предельного цикла 
(п. 9.5-3, 5) приближенная амплитуда г, находится из а, (71) =0, а круговая 

частота приближенно: равна У“ (rz): Этот предельный цикл устойчив, если 
аа ` .> da 
“ae rear >> 0, и неустойчив, если т г =г| < 0. Для самовозбуждения из 

состояния покоя должно быть а; (0) < 0. 

  

Указанное первое приближение представляет интерес в ‘связи с периодическими 
нелинейными колебаниями. В таких случаях эквивалентное линейное дифференциальное 
уравнение (18) дает то же накопление и рассеявие энергии по циклу, что и данное не- 
линейное уравнение (15). Поэтому эквивалентное линейное уравнение может применяться 
в исследованиях явления нелинейного резонанса. 

(6Б) Улучшенное первое приближение. Улучшенное приближение пер- 
вого порядка дается формулой 

co 

y=r (ty cos pity +4} [28 1S fa, (7) cos #9 (0 +В, ir) sin ke | bs 51% 
R= 2 

rye r (tf) нф (1) определяются из уравнений (17), a 

  

ost 

Oy, (r) = и \ f(r cosa, —r@ sin A) cos AAdA (k =0, 2, 3, .: .), 

| ot (9.5-29) 

В = Eo | Fir cosa, —rasind) sin dada (e=2, 3, ...). 
о } 

an nape мер. В случае диффереициального уравнения Ван дер Поля (14) уравнения 

т = a (1 rar г (© = etl . (9.5-211   

у ее —1) 

При г =г/ =2 имеется устойчивый предельный цикл. Все коэффициенты (20) исчезают, 

за исключением В; улучшенное первое приближение есть 

3$ (2 
y == r(t) cos (t+ @0o) — Bho ms т 3 (Е - фо). | (9.5-22) 

  

Приближение Крылова — Боголюбова (19) есть улучшение более простого метода 
Ваз дер Поля, который строил приближевия вида 

у = а (0 со; 9 В (1 sin wl. 

Метод Крылова — Боголюбова может быть ‚распространен на случай периодической 
внешней нагрузки в правой части дифференциального уравнения (15) (нелинейные вы- 
нужденные колебания, субгармонический резонанс). 

9.5-6. Интеграл живых сил. Дифференциальное уравневие вида 

4?у 
а == (y), _. (9.5-23)} 

предстанляющее значительный интерес в динамике, может быть приведено к уравнению 
первого порядка умножением на 49/4 и интегрированием; 

dy \2 г. . (2 фчучсь 9.5-24 
a а 

‘= nt Ce, _ @.5-25) 
Из} Е аи -- С, >
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9.6. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПФАФФА 

9.6-1. Дифференциальные уравнения Пфаффа (см. также пп. 3.1-16 и 
17.2-2). Дифференциальное уравнение Пфаффа 

Р(х, у, 2) 4-9 (, у, ЭЧИ--В (а, у, да=0 = (9.6) 
с непрерывно дифференцируемыми коэффициентами Р, ©, Ю может быть ис- 
толковано геометрически как условие ортогональности интегральных кривых 
(с касательзым вектором (4х, 4иу, 42)) заданному полю направлений (Р, 0, Ю). 
Чтобы найти интегральную кривую, лежащую на произвольной (регулярной) 
поверхности 

f(x, у, 2) =0, (9.6-2) 

падо решить обыкповенное дифференциальное уравнение, получающееся при 
исключении 2 и 42 из уравнения (1) и а/(х, у, г) =0. При этом интеграль- 
ные кривые будут описываться двумя уравнениями } (х, 1/, г) =0, д (х, и, 2, С) =0, 
где С — постоянная интегрирования. 

9.6-2. Вполне интегрируемый случай (см. также п. 9.2-4). Дифференциаль- 
ное уравнение Пфаффа (1) вполне интегрируемо, если существует интегриру- 
ющий множитель и = ц (х, у, 2) такой, что ий (Р ах--Фау-- В 42) есть полный 
дифференциал 4Ф (х, у, 2); это имеет место тогда и только тогда, когда 

PB) +0 (HH) +e (Bae 0.069 
В этом случае каждая линия на интегральной поверхности 

ф(х, у, 2) =С, | (9.6-4) 

ортогопальной семейству кривых, описываемых системой 

ae ty _ te (9.6-5) 
является интегральной кривой. Отсюда следует, что решения, найденные ме- 
тодом п. 9.6-1 по подходящим образом выбранному семейству поверхностей 
(обычно плоскостей) 

(Хх, у, )=ЕГ(х, у, 2} ^) =0, ‚ (9.6-6) 

лежат на некоторой интегральной поверхности (4), получающейся путем ис- 
ключения А из решения ] (х, у, 2; А) =0, д (х, и, 2, С; ^) =0 (метод Мацера). 

Другой метод нахождения интегральной поверхности (4): считая г посто- 
янным, находят решение обыкновенного дифференциального уравяения 
Р ах-- 9 ау=0 в виде и(х, у, 2) —К==0. Тогда интегральная поверхность 
описывается уравнением . 

ф(х, 9, 2) =и(х, у, 2)—$ (2) =0, | (9.6.7) 

где ф (2) — решение обыкновенного дифференциального уравнения, получающе- 

гося путем исключения хи у из 
1 ди 104 11/098 dy | | Рик (#— 42). (9.6-8) 

Заметим, что общее значение отношения в (8) есть упомянутый интегрирую- 
щий множитель | (х, $, 2). 

Приложения в `термодинамике: адиабатическое условие 69 =0 имеет вид (1), ин- 
тегрирующим множнтелем служит 1/Г. где Г — абсолютная температура, 6а{Т — (пол- 
ный) дифференциал энтропии,
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 

10.1. ВВЕДЕНИЕ И ОБЗОР 

10.1.1. Вводные замечания. Пункты 10.2-1—10.2-71 посвящены дифферен- 
циальным уравнениям с частными производными первого порядка и их геомет- 
рической интерпретации и включают элементы теории Гамильтона—Якоби 
канонических уравнений. 

В пп. 10.3-1—10.3-4 изучаются характеристики и краевые задачи для ги- 
перболических, параболических и эллиптических уравнений второго порядка. 

‚В пп. 10.4-1-—10.5-4 представлены решения наиболее важных линейных 
дифференциальных уравнений математической физики (уравнение теплопровод- 
ности, волновое уравнение и т. д.) с эвристической точки зрения и простей- 
шие применения метода интегральных преобразований. Более усложненная 
теория линейных краевых задач и проблемы собственных значений описыва- 
ются в гл. 15. 

10.1-2. Дифференциальные уравнения с частными производными (см. TaK- 
же п. 9.1-2). | 

(а) Дифференциальное уравнение с частными производными г-го порядка 
есть функциональное уравнение вида 

0D дФ OD, 02 F (+ а oon Hint Oi Sg бо еб? бир’ ** )=0, (10. 1-1) 

включающее по меньшей мере одну частную производную г-го порядка от 
неизвестной функции Ф (х1, хо, ..., хп) двух или более независимых перемен- 
НЫХ Ал, Ло, +... Ап. 

‚ Функция Ф (х1, ха, ...Хп), удовлетворяющая данному уравнению (1) в не- 
которой области точек (xy, Xo, ..., Хи), называется решением или интегралом 
дифференциального уравнения с частными производными‘ 

Общее решение (общий интеграл) данного уравнения г-го порядка (1) 
содержит, как правило, произвольные функции. Выделение частных интегра- 
лов производится путем задания соответствующих дополнительных условий, 
т.е. условий, налагаемых на функцию Фи | или ее производные, на кривой, 
поверхности и т. д. в пространстве точек (х1, хо, ..., Хи) (краевые условия, 
начальные условия). _ 

Многие дифференциальные уравнения с частными производными допускают 
дополнительные решения (особые интегралы), которые не могут быть полу- 
чены из общего интеграла ни при каком выборе произвольных функций 
(п. 10.2-1, с). 

(5) Дифференциальное уравнение с частными производными называется 
однородным, если произведение оФ любой постоянной © на решение Ф также 
является решением. 

Дифференциальное уравнение (1) называется линейным, если Р — линейная 
функция от Ф и ее производных (см. также пп. 10.4-[ и 10.4-2). 

(с) Система дифференциальных уравнений с частными про- 
изводными. Условия совместности. Система дифференциальных урав- 
нений 

, . ОФ: ‚ _ 
F (a4 Kou еее $ xn? Py Dy. 400 8 Oxy 4 a] =0 (& = |, 2, coed (10, 1-2)
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содержит несколько неизвестных функций D, (44s Xa, vers Хи), Ф. (yo Lyn ore хп), ... И 

их частные производные. 
„Каждое дифференциальное уравнение (1) или систему дифференциальных уравнений 

(2) можно свести к системе дифференциальных уравнений первого порядка, принимая 
подходящие производные за новые неизвестные функции (см. также п. 9.1-3). 

Система дифференциальных Уравнений (2) допускает решение Ф,. Ф., ... только 
тогда, когда заданные функции Е; и их производные удовлетворяюг условиям совмест- 

ности (условиям интегрируемости), которые гарантируют, что дифференцирование двух 
или более уравнений (2) приводит к совпадению производных высшего порядка от функ- 

ций Ф. 
1 ; , 

Условня совместности получаются исключением функций Ф, и их производных из 

последовательности уравнений, получевных дифференцированием данных дифференци- 
альных уравнений системы (2). 

Пример. Дана система 

ОФ , . OD 
Ox, + fy (41, X2) = 0, ax, + Fa (X41, Х2) = 0. 

Дифференцируя, получим 

Ф д 9 _-- _ 9, 
Ox, OX, ху Ox, OX, дх:' 

Of, Of. так что даиная система уравнений совместна, если 5х. = 2х. 
2 1 

(4) Существование решений. Как для обыкновенных дифференциальных 
уравнений (п. 9.1-4). фактическое существование и единственность решеиий для данного 
дифференциального уравнения с частными производными или системы таких уравнений 
требуют доказательства в каждом случае, даже если условия совместности соблюдаются. 
См. [10.5], где приведены некоторые теоремы существования. 

10.1-3. Решение дифференпииальных уравнений с частными производными; 
разделение переменных (см. также пп. 10.4-2—10.4-9). Во мвогих важных 
случаях попытка найти решение в внде 

MD =D (X1, хо, ..., Мл) == 1 (хХ1) Фо (Хо, Хз, ‹.., Ап) (10.1-3) 

позволяет записать данное дифференциальное уравнение ` (1) в разделенной 
форме © 

Е dQ apy 
1{*%1 D> ax Ay: 

— . . бо Оо 
1? dx? =P (xp Хз, о. у Xn» Par Ot,” Ox,” eee fe 

Неизвестные функции Ф1 (51) и Фо (хХ2, Хз, ..., хл) должны удовлетворять диф- 
ференциальным уравнениям 

  

| а 4? 
Py (x, Ps ae Tet" a) =O, (10. 1-4a) 

Рь(жь Хы ees Ха Фо oe se, .)=C, (10. 1-48) 

где С. — константа разделения, которая определяётся в соответствии с задан- 
ными краевыми условиями или другими присоединенными условиями. Заме- 
тим, что уравнение (4а) — обыкновенное дифференциальное уравнение относи- 
тельно неизвестной функции ф1 (1); для уравнения (46) иногда возможно 
повторение процесса разделения. 

Разделение переменных с успехом применяется при решении многих ли- 
нейных однородных ‘уравнений. с частными производными математической 
физики; иногда разделение становится возможным после соответствующей 
замены переменных (в качестве примеров см. пи, 10.4-3—10.4-9)..
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10.2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ 

ПРОИЗВОДНЫМИ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

10.2-1. ХУравнения с двумя независимыми переменными. Геометрическая 
интерпретация (см. также пп. 9.2-2 и 17.3-11). 

(а) Возьмем дифференциальное уравнение с частными производными пер- 
вого порядка относительно неизвестной функции 2==2 (х, и): 

F (x, yy 2, p, q)==20 (p = 2, 9=5>, F2-+F3 #0), (10.2-1) 

где данная функция Ё дважды непрерывно дифференцируема, и рассмотрим х, 
у, 2 как декартовы прямоугольные координаты. Тогда каждое решение 2 = 
=2(х, у) уравнения (1) представляет поверхность (интегральную поверхность). 
Для мобой интегральной поверхности, проходящей через фиксированную 
точку М (х, у, 2), уравнение касатель- 
ной плоскости имеет вид 

б—а=р(Х—х)--9(У- у, 

где р и ‘д связаны уравнением (1), в 
котором х, у и 2 рассматриваются как 
постоянные. Огибающей ‘семейства ка- 
сательных плоскостей является конус 
(конус Монжа). Касательная плоскость 
к любой интегральной поверхиости ка- = Agyanpnor— 
сается также конуса Мойжа вдоль од- полоса 
ной из его образующих. Линии на        Характеристическая 

  

интегральной поверхности, касающиеся полоса 
в каждой своей точке соответствующей 
образующей, называются характеристи- | 
ческими линиями или характеристиками. 0 “"Yy 
Вдоль характеристик выполняются со-. Lo 
отношения 2 

dx dy Рис. 10.2-1. Начальная полоса и одна 
Py Fo OF, + ЧЁ д характеристическая полоса на инте- 

. гральной поверхности. / — конус Мои- 
Последовательность значений  (х, жа в точке Ро. 

у, 2, р, 49), как говорят, описывает = 
плоский элемент, связывающий угловые коэффициенты р и 4 касательной пло- 
скости с точкой (х, у, 2). Данное уравнение (1} определяет поле плоских 
элементов. (х, у, 2, р, 9), касательных к конусам Монжа (рис. 10.2-1). 

Если Гри Ру явно не зависят от р и 4 (квазилинейное уравнение первого 
порядка), то каждый. конус Монжа вырождается в прямую (ось Монжа). 

’ (5) Полосы и’ уравнения характеристик. Совокупность 
дифференцируемых функций` 

х=х(0, y=y(t), 2==2(0, р=р(1, 49=9(0 (10.2-2) 
представляет. плоские элементы (точки и касательные плоскости} вдоль полосы 
регулярной поверхности, если функции (2) удовлетворяют условию полосы 

dz ах dy 

| at Pap +4 ag: | 
Для данного уравнения с частными производными (1) каждая совокуп- 

ность функций (2), удовлетворяющая системе обыкновенных дифференциаль- 
ных уравнений oc : 
d - а ay = PFPptqFa | = Рр» 7 = Ра, (характеристические урав- 
dp нения, связанные с урав-. (10.2-3) 

P-—(pFe+Fy), = (4Е.-Ру) | нением (1)), |
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описывает вместе с уравнением (1) характеристическую полосу, Характери- 
стическая полоса касается конуса Монжа в каждой точке (х, и, 2); соответ- 
ствующая кривая 

x=X(t), у=у(, 2=2 (4) 

лежит на интегральной поверхности и является характеристикой. Интеграль- 
ные поверхности могут касаться друг друга только вдоль характеристик. 

(с) Особые интегралы (см. также пп. 9.2-2,Ъ, 10.1-2.а и 10.2-3,с). Решения 
г — 2 (х, и) уравнения (1), полученные исключением р и д из уравнений 

_ 9. Е _ 
[ (x, у, 2, Р, 9) == 0, др = 0. 94 = 0, (10.2-4) 

. , 
ty] 

являются особыми интегралами. Они пе удовлетворяют условию Ру + Fo #0 u He MOryT 

быть получены из общего интеграла Уравнения (1). 

10.2-2. Задача с начальными условиями (задача Коши). Требуется найти 
решение г2==2 (х, у) уравнения (1), удовлетворяющее начальным условиям (гра- 
ничным условиям типа Коши) 

Х=%о (т), и = Ио (т), 2 — 20 (т), D=Po (т), 7 = 4о (т), (10.2-5а) 

Е [ж (т), Уз (5), 20 (т), ро (т), Чо (т)] =0, (10.2-55 
d а а .с- 
“2 = Py Ge +4 “ies ) 

где 

эти условия задают начальную полосу, т. е. точки и касательные плоскости 
к искомой интегральной поверхности вдоль регулярной кривой Су; проекция 
С, на плоскость Оху есть простая кривая (п. 3.1-13). Чтобы решить задачу 
Коши, надо найти решение 

х==х (Ь, т), у=у(Ь т), 2=2( т), р=р(Ь т), g=q(t, 7) (10.2-6) 

системы характеристических уравнений (3), удовлетворяющее начальным усло- 
виям (5) при {=0. Результирующие функции (6) удовлетворяют уравнению (1): 
решение г=2(х, у) или в неявном виде ф(х, у, 2) =0 находим, исключая 
парамегры Ёи T. 

Задача с начальными условиями имеет единственное решение, если из данных на- 
чальных условий (5) следует 

ау dx д (х, и) 
Гра аа" E (, 1) a 0-2-7) 

В противном случае задача имеет решение только тогда, ‘когда данныв начальные усло- 
вия (5) описывают характеристическую полосу: при этом имеется бесчисленное множе- 
ство решений. 

Ж При постановке задачи можно было бы сначала считать заданной только началь- 
ную кривую Со, а величины ру И 4 определить из двух соотношений (55). Если эти 
уравнения имеют несколько решений, то кривая Со может принадлежать различным 
начальным полосам, для каждой из которых задача Коши решается отдельно. 

Пример. Найти решение уравнения рд — 2 =0, удовлетворяющее начальным 
условиям; Хо =1, Ио =, 20 = 1? (т. е. найти“ иитегральную поверхность, проходящую 
через заданную кривую). Система уравнений (3) имеет вид 

ар dq 
2pq = 22, a SD, a, 4. 

dx ау _ dz 

> dt at dt = q, dt =P, dt 

Ее решение, принимающее при { ==0 значения (хо, №, 20, Ро, 9); 

t f t t t 
р =—= Рё, J = qo; Z== 20", & = 902 -- № — 9, И = Рое' -- Уо — Ро. 

Начальные значения ру В Qo связаны условиями родо = 1? и 9. =2%, откуца 90 = 2%, 
ро = 1/2, Следовательно, 

= (= 41, => (ef —1) +4, = p22,
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Здесь roe , 0229. Исключая параметры [ и т, получаем единственное реше“ 
, = 

— a 

Если. ищется решение данного уравнения ра -- 2 —=0, удовлетворяющее начальным 
условиям Xp =T, Yo = 72, 29 = 173, то уравнения (56) принимают вид родо = 13 и ро 
-- 2190 = 312 и имеют две системы решений р, = T°, 9, =TH PS = 912, 9% —1/2. Соответ- 

ственно этому надлежит решать две задачи Коши. Для первой из них х== че", у = te, 

2 = 18е?# откуда & = ху. 

Для второй х=1 (ef 4. 1)/2, и = 12 (208 — 1), 2 = 132. 
В обоих случаях условие единственности выполняется. Х 

10.2-3. Полные интегралы. Общие, частные, особые интегралы; решения 
характернстических уравнений. 

(а) Полный интеграл уравнения с частными производными первого по- 
рядка (1) есть двупараметрическое семейство решений 

92Ф д O2D д2Ф 

Can Oy Ou dy ON Ox an 0), _ (10.2-8) 

причем функция Ф и ее производные 
aD aD 

Se =P Ha W=P, Gr =I yd w= 
в некоторой области пространства x, у, А, и должны иметь непрерывные 
частные производные по х, и, Л, и. Данная последовательность значений 
(х, и, г, р, 9), удовлетворяющая уравнению (1), должна определять единствен- 
ные значения параметров А, и. 

Полный интеграл (8) производит общий интеграл, если ввести произ- 
вольную функцию р==и (А) и исключить А из уравнений 

or OD од 2—Фр, у, №, p(MI=0, Se-+ =0 (10.2-9) 
(огибающая однопараметрического семейства интегральных поверхностей, 
п. 17.3-11). о 

(6) Получение частных интегралов из общего. Для 
получения частного интеграла, соответствующего заданным начальным усло- 
виям (5), надо найти соответствующую функцию п (^), входящую в общий 
иитеграл, определенный в п. 10.2-3,а. 

Функцию п (^) находим, исключая х, у и Т из соотношений 

OD (x, y, A, и) дФ (х, и. ^, и) Oe NA Ge a 

  2 = (x, y, h, в) 

9х = Po (T), =o (T)y X=Xo(T)y Y=yo(t). (10.2-10) 

(с) Отыскание особых интегралов. Исключая А и й из уравнений 

2—~ D(x, yd, pad, C2 AMM 9 MYA (02-1) 
On OV 

можно получить особый интеграл (огибающую двупараметрического семейства интег- 
ральных поверхностей). . 

(4) Решение характеристических уравнений. Каждый 
полный интеграл (8) иравнения с частными производными первого порядка (1) 
производит решение системы обыкновенных «дифференциальных уравнений (3). 
Функции х=х (1), у=иу (1) получаются из соотношений 

ОФ ( » Oe A, и) o® (x, у, й,, ) ; Oe oe ht, — a Bt, (10.2-12) 

где Л, ши В— произвольные постоянные интегрирования; 2==2 (#), р=р (t), 
g=q(t) Nonyuaiotca nogctanoBKoh x=x(t, A, ws B) uw y=y(t, A, ps B) B pa- 
венства 

д ‚и, A, дФ (х, у, ^, c=O(x, yd pw), pee gD (10,2-13)
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(е) Специальные случаи. Табл, 10.2-| содеюжит полные интег- 
ралы для некоторых часто встречающихся типов уравнений с частными про- 
изводными первого порядка и позволяет применять методы п. 10.2-3 ко мно- 
гим задачам. 

Таблица 10.2-1 

Полные интегралы для некоторых специальных типоз уразнений 
с частными производными первого порядка *) 

  

  

  

  

  

  

          

Th ‘ 
№ Тип уралнения > nen “ye ha it 

1 | x, y. 2 ABHO He Co- Ly me Pop de! 
деркатся в уравне- Е (р. 9) =0 2 Ах + Му, 
НИИ где Р (^.. А’) =0 

р=Р(х, 9), == [Р(х, М ах му + и, 
2a __ ` 

q =F ty. р) 2 == [цу № аи Аи 

Содержится только 4? 
одна из переменных х Ау == \ ем м. где @ (2, A) 

26} x, y, z . p =f (z, q) , 
есть решение урависния 

= (2; Ар) 

| | 4 
с р = { (=: кНм = tu 

Е (х, р) = Г. (у, 9) 

==л, п. 10.1-3) __ 
3 | Переменные — разде- ли z= J Ни, Мах 

лены _. 
р =, <, А), +f fe (y, A) dy +p 

= fa (и, A) , 

4 | Обобщенное уравне- 
ние Клеро (см так-| 2==рх - ву + Ёц. 9) а==Ах -- ци -+- (А, и) 
же п, 9. 2-4) 

*) Многие другие специальные тнпы уравиений приведены в [10.8]     

10.2-4. Уравкения с п независимыми переменными. 
’ (а) Задача с начальными условиями (см. также пп. 10.2-1 
и 10.2-2). Требуется вайти решение 

г =Ф (х1, №, ove) Xn) 

уравнения с частными производными первого порядка 

Е (1, Хок +.-, Ха» 2; Рь Ра» --.› Ри) =0 
n . 

dz . OF \2 10.2-14
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удовлетворяющее начальным условиям 

—=29 (тт, boy re) Tn—1)» Xj =Xijo (Ti, Tos eeey Ти_1), \ , (10 9 15a) 

Pi= Pio (т1, То, во. у Tra-1) (i=1, 2, @eey n), . 

где система уравнений х;=хр (11, То, ..., Т,_л) представляет гиперповерх- 
ность, не имеющую кратных точек, и 

о Хо, +++» поз 20 Pio» Poor +++» Pro) =9; 

У Pho of (j=1, 2, ..., n—1). (10.2- 15) 
k=\| 

Чтобы получить соотношение между хи, х., ..., Хи И 2, надо найти решение 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений 

dx, OF dp. OF OF 
— 2 __ ree eee ee ee © aoe - 

име pat i ’ dt дру dt" 9х, Р1 5 (10.2-16) 

1=1, 2, ..., П) (карактеристические уравнения), удовлетворяющее началь- 
ным условиям (15) при #=0, и исключить п параметров т;, Ty ..., Ty 1 Hf. 

ХКак и в случае n=? (см. п. 10.2-2), можно в качестве начальных 
условий задать только функции 20 и хр, а функции ру определить из урав- 
нений (156). 

Задача с начальными условиями имеет единственное решение, если данные началь- 
ные условия (15) приводят к тому, что 

  

    

в OF OF 
Op, Op, _ Vn 

Ox Ox Ox - 

9. die Fe |540 р ежа т жи) #0), (10.2-17) 
tet ett tw ee ees (1, Tye “ees Ty) [t= 0 . 
OX, Ox, ox, 

т бт *” бт, _     
(5) Полные интегралы и решение характеристических 

уравнений (см. также п. 10.2-3). Полный интеграл дифференциального 
уравнения (14) есть п-параметрическое семейство решений 

2D (x1, Xo coy Xi Oy) Ao, vee, Op) {det las ou, ae | #0}, (10-2-18) 
причем функция Ф и ее производные 

a@ | Hey PI Жо sees And My yy very On) 
+ 

должны иметь непрерывные частные производные по всем х; и Q,. Данная 
последовательность значений (х1, Хо, ..., Хи; 2; Ру, Ро, -.., Ри), Удовлетво- 
ряющая уравнению (14), должна определять единственные значения парамет- 
POB G1, Go, ooo, On 

Полный интеграл (18) производит общий интеграл, если ввести п произ- 
вольных функций @р—= ор (А, Nor very An—1) Gal » 2, oe, п) И ИСКЛЮЧИТЬ 
n—1 параметров А; из п уравнений 

2 = Ф [хт, №, ово у Xns Oy (Ay, A Qy e029 hn. 

v2 (Ал; As; soe » Anew eery Xn (An, Aes вое у \n—1)); 

Om 0a 

у da, a, 0 (j= 1, 2, tery n—1l). 

k=l 

(10.2-19)
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Каждый полный интеграл (18) производит решение системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений (16). Функции х;==х; (1) (= 2,..., п) полу- 
чим из соотношений -. 

ow 
да = Bad (k= 1, 2, ое $ п— 1), 5 = (10.2-20) 

п 

где ©1, Gy, wey бр; Вл, Bor ---, Bnig—(2n—1) произвольных постоянных 
интегрирования; функции 2== =2 (1) H py=p,(t) f= .., И) найдем, под- 
ставляя Xj Xj (t; Чл, Cho, ев у бп» ls Qo soos Вн-1) ,' я 

9х , 
z= (x, Хо, Фе у Ап О, Qs, Фое бп), Pi= Fx, (i=1, 2, @aesy n). 

+ 

(с) Особый интеграл (см. также пп. 10.2-1си 10. 2-3.с). Особый интеграл 
днфференциального уравнения (14) есть решение 2 ==> Ф (^т, Kos seve Xn) получающееся 

исключением р; из п -- 1 уравнения 

P(x, gr cet Яд 2: Ру» Ра» ++, Pn) = 0, 

0. = 

9 (1 I, 2, tes п). 
(1 2 21) 

р; 

3 данного полного иптеграла особый интеграл получается, если исключить параметры 
a, 43 п-- 1 уравнения G,. ay, зу 

2 —Ф (хх. ove s Xp Ay, Ag, or, Ay) = 0, 

0.2-22 
Фо (k = 1, 2, eee, Mt). (10.2-22) 
да. 

10.2-5. Преобразования соприкосновения (см. также п. 9.2-3,6). Некоторые 
задачи, содержащие уравнения с частными производными первого порядка, 
могут быть упрощены введением дважды дифференцируемого преобразования 

’ 

Xj Xj (x1, Xo, oven Xn; 2; Pr» Pay coooy Pn)» 

p=Pi (хт, Хоу +.» Xni ‚ Pt, Pay very Pn)» ((=1, 2, veoeg п), 

2= (1, Жо, ..., Яп; 2; Ра» Ра, ++.» Ра) 

& 

    
aS | + (10,2-23) 

O (Xjs Kgs sees Хи 2; Ру» Ро» Pn) 
9 (1, Xap cere X ps Zi Pye Day ors Py) * 0, ] 

выбранного таким образом, что 

dz— x Pr dip = (*1, Xo, veey Xn$ 2 Pir Pas ooo Pn) „У Pues) 

[g (Xj, Хо, ++. у Xp} 2; Pir Par oo; и) O1- (10.2-24) 

п 

При этом условии полный дифференциал 42= У, р»ахь преобразуется также 
k=l 

в полный дифференциал 42== У Dy dXp, где pin (i=1, 2, ...5 7). 
k=l 

Такое преобразование называется преобразованием соприкоснооення; пре- 
образование соприкосновения необходимо сохраняет каждое условие полосы 
и будет также сохранять касание регулярных элементов поверхности для 
п=2 (см. также п, 10.2-1).
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Преобразование соприкосновения (23) преобразует данное дифференци- 
альное уравнение (14) в новое дифференциальное уравнение 

2 (Ху, Koy voor Xnt 2; Pir Boar voey Pn)=F (Xy, Xa. veo Xn 2; Ра» Раз ++. з Оп) =0 

= dz, 
р =1, 2,..., ") (10.2-25) 

Ox; 

с решениями 2==2 (Х1, Хь, ..., Хи). Иногда случается, что новое уравнение 
(25) не содержит р; и не является тогда дифференциальным уравнением. 

Пример. п-мерное преобразование Лежандра (см. также п. 9.2-3,Ь и 11,6-8)у 

— — 

= Рь р; =; (2 = 1, 2, POs,» п), 

_ A . (10,2- 26) 

Е =] 

10.2-6. Канонические уравнения и канонические преобразования. 
, (а) Капонические уравнения. Для уравнения с частными про- 
изводными первого порядка 

д 
G(X, Xa, sory Xai Pry Dar vor Pn) =0 (Pim ae == 1, 2, seey п), (10.2-27) 

которое явно не содержит искомую функцию 2, характеристические уравне- 
ния (16) имеют особенно простой вид 

п 
а ах 

k=] 

dx, 0G ар; 96 ; 
dt =, ш=— oy, ((=1, 2, фае } п) (10.2-29) 

(канонические уравнения). 

Замечание. Решевие каждого дифференциального уравнения (14) может быть 
сведено к решению дифференциального уравнения простого вида (27) относительно п-|- 1 
независимых переменных ху, х,, ..., Хх. 2; каждое решение 

uu (+4: Хок ео Яд 2) 

дифференциального уравнения | 

ди ди ди 

    

| ‘Ox, Ox, ‘Ox, 
F xy Xgs Фе) $ Ап’ 2, == ди . = “Ou”? 0 5p oo Ou = 0 (10.2-30) 

02 oz 92 

производит соответствующее решение 2=22 (хр, Ху „у хп) данного уравнения (14), 

такое, что # (х;, Х., ..., Ма; 2) =0. 

(5) х Канонические преобразования (см. также п. 11.6-8). 
Дважды непрерывно дифференцируемое преобразование 

Xj = Xj (*1, Лоу чз Ап? Ра» ВР» +.» Pn)» 

р р ‘ 
((=1, 2,.,, п) 

рр= РЕ (жаь Ха» ++ Хпу Ра» Ра». Ри) вв т 
me } (10.2-31) 

9 (x; х.. РИ Xn р. ра, coop Pn) . 0 
9 (хх, Л: сова Xn Pr Par saan Pn) 7 , 

A=  
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называется каноническим преобразованием, если оно преобразует канонические 
уравнения (29) в новые канонические уравнения 

  

dx; 90. _ ИИ - 

dt — ор; G Hy Xa, 000s Xni Ра» рэ, ++. Ри)» | 
оо о . (=Ь2,..., п).  (10.2-32) 

“Ge ae FO Хо» +.» Хз Ра» Par eres Ри) 

Это должно. иметь место для произвольной дважды дифференцируемой 
функции С (^1, хе, ..., Хп; Po рэ, ..., Ри). Преобразование (29) будет канони- 

ческим, если выражение, х (рьахь — рь ахь) будет полным дифференциа- 

лом ДлЯ производящей — функции О = © (21, 2, ..., Хи Вл Бо... Pn)» 
т. е. 

, | 
Dy (Pp dX, — Pp dxp) =d Q *) : (10.2-33) 
k=1 

(имеется в виду, что рь и Xz ‘выражены по формулам (31)). 

При соблюдении условня (33) фувкция С (%1, хо, ..., Хз Рь ра»... Pr) 
получается из функции С путем подстановки вместо х; и р; их выражений 
через хуи р. 

Каноническое преобразование может быть выражено в терминах произво- 
дящей функции Q (x4, Хо, ..., Хи: Рь рэ, ..., Pa); последняя часто задается 

как функция х; и х; или р;и р;. В частности, каждая дважды дифференци- 

руемая функция @ =\ (х1, хо, ..., Хи; хи, Xas sees Xn) определяет каноническое 
преобр азовацие такое, Что 

у p, dx ow ow 
У, (Px dxp— Pp dx,) =a'V или py= Ox, , j= 5 

g=1 | т 

  

(i=1, 2,..., п); (10.2-34) 

чтобы получить формулы (31), нужно от независимых переменных х; и х; пе- 
рейти к х; H py. _ ор ap, . 

Из формулы (34) следует, что дя, = — a Если записать соотноше- 
xj 

  

ние (34) в виде 

У (рь 4хь-Нхь 4рь) = 4 (3 -НУ хр»), 

    

k=1 

то получатся формулы бя = Аналогично получаются еще две группы 
i 

формул 7 
OX) Ox Op; OXp ` 
5 a > "др, == (i, k=], 2, вое ) п). 

Pp OP; Pp 0 , ‘ 

  

*) Иногда такие канонические преобразования ‘называют унизалентными: в даль- 
нейшем речь идет только о них. Более общие канонические преобразования рассмотрены 
в книге [19,9].
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Отметим, что для рассматриваемого канонического преобразования определитель 
матрицы Якоби А = 1. 

Канонические преобразования (31) образуют групиу (см. также п. 12.2-8). 
Заданное дифференциальное уравнение первого порядка (27) с канониче- 

скими уравнениями (29), новыми каноническими уравнениями (32) связано 
с дифференциальным уравнением 

az 
С (Ха, Xes sees Xqi Pay Paves > Pn)=0 (le 5, , i=1, 2,..., 2). (10.2-35) 

Pemenne 2=2 (x1, ха»... хп) преобразованного уравнения (35) связано 
с решением 2=2 (x1, хе, ..., Хи) исходного уравнения (27) соотношецием 

z=2—Q (X1, Xo, eee Xai ба» Ра»... Ра). (10.2-36) 

Уравнения (31) и (36) совмество составляют преобразование прикосно- 
вения (п. 10.2-5). 

(с) х Скобки Пуассона. Данная пара дважды непрерывно дифферен- 
цируемых функций д (%1, Хо, ..., Хи; Ра» Ро, ++ › Рп), # (Хуь Хо». ++. , Хи Ва» Ра» +. › Ра) 
онределяет скобку Пуассона 

a 
ч Og on oh 95 

в н-У (55 925 — биз Bog) (10.2-37) 
Скобки Пуассона обладают следующими свойствами: 

| [1, 2] = — [в, #], [в, в] =0, [6, соиз Ц =0, (10.2-38) 

[1-9 М= [в #]-Н [6 A), ~ (gige, Ale ler В] -- 81 [6э, №],  (10.2-39) 

(Е, [в, Р-Н (а, п, П]--й, 1, &П=0 (тождество Пуассона). (10.2-40) 

Заметим, что из [№ 5]|=0, [р 1] =0 следует [2, й|==0. 

Дано преобразование (31) и пусть 

g (x1, Хо, ... , Хи} Pis Poy eves Pn) = (1, Хо, vey Ап» Pr Pay eve, Pn)» 

| h (X15 хо, ее хп} рт, ро, .-. › Pn)s=h (и, Хо, +0.) Xn3 Pt» Par oes Pn) 

Hi hf 

.1 / og ah: Oh og 
[в, = У (= i, Oey a | (10.2-41) 

| bol 

(Первые два равенства означают, что функции © и й получены из функций gua 

путем замены переменных хр, р; через х;, р; с помощью преобразования, обрат- 
ного к преобразованию (31),) 

Данное преобразование (31) есть каноническое преобразование тогда и только 

тогда, когда оно сохраняет скобки Пуассона, т. е. если [с, й] == [, й] для 
всех дважды непрерывно дифференцируемых функций с, №. 

Любое каноническое преобразование (31) удовлетворяет условиям 

[x;, x,]=0, [p, Pel =0, | 

О 0, если #5, $ (Ё=1,29, ..., п). — (10.2-42) 
[x,, Pel = { ` |, если = 

Условия (42) необходимы и достатонны для того, чтобы преобразова- 
ние (31) было каноническим.
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Если [9, 4] = 1, то функции р и Й называются канонически сопряженными; 
в частности, из (42) следует, что любая пара функций хь, рь (Е =1, 2,..., п) 
является канонически сопряженной. Часто приходится рассматривать преоб- 
разование вида (31), зависящее от параметра #: 

Xj=X; (1; жа, Xg, +004 Xn} Pir Par eees Pn)s 
_ _ | (10.2-43) 

Pi=![Pi (Ey Xt, Loy eee Xn Pir Por eeei Ри). 

Это преобразование будет каноническим (т. е. сохраняющим канонические 
уравнения (29), если соотношения (42) выполняются для любого значения ¢ 
(см. п. 10.2-7, с)). 

Отметим, что если xX; и р; являются функциями параметра #, так что 
совокупность канонических уравнений (29) удовлетворяется, то для каждой 
дифференцируемой функции re г Хду +++, Мп; Ра» Ро» +... Рип) имеем: 

ЧЕ (р, 61+ 5. (10.2-44) 

В чаетности, из а —0 и [7{, @]=0 следует, что [== соп$. 

10.2-7. Уравнение Гамильтона — Якоби. Решение канонических уравнений, 
(а) Важным приложением теории уравнений с частными производными 

первого порядка является решение системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений, которые могут быть записаны как канонические уравнепия, свя- 
занные с дифференциальшым уравненнем специального вида 

р-НН (х, Х1» Хо» съ Лпу О1» Ру въ. ри) =0, | (10.2-45) 

(p=; р; = ne ; i=], 2,..., m) (ypaenenue Гамильтона — Якоби). 
1 

Заметим, что уравнение содержит п-|-1 независимых переменных х и х,, 

Из уравнений (29) следует, что ах|@==1; это можно записать как х=& 

(принимая х=0 для #=0); 2п канонических уравнений (29) для х; и р; имеют 
вид 1) 

ах; д 

= ap i, Xx, Xa, woe y Ап) Ptr Pdr 0005 Pn)» 

dp, 9 (10.2-46) 

oe, A, Хр, Xoy eoey Xn} Pt, Por vey Pn) (i, =1, 2, «2; M1). 

Система обыкновенных дифференциальных уравнений, имеющая приведен- 
ную форму (46), играет важную роль в вариационном исчислении (п. 11. 6-8), 
а также в аналитической динамике и оптике. 

Если удалось найти п-параметрическое решение 

z= (t, М» Хо, +. Xn hy, бд» ++ On) (10.2-47) 

уравнения Гамильтона — Якоби (45), для которого де [ase | 0, mo pewe- 

ние х:=2: (1), рр (=1, 2, ..., п) системы 2п обыкновенных дифферен- 
Чиальных уравнений (46) получается из соотношений 

D (f, Xy, Xa5 vey Xs Oj, 0, 6-х п) = В (i=1, 2, ...у П), (10.2-48) 

  

а 

где а, и В: суть 2п постоянных интегрирования; после отыскания функции 
х:(Ь ол, @,..., Ми; Ву» В», ...» Вв) функции р; находятся подстановкой х; в 
соотношения р:=0@10х (1(=1,2,..., п) (см. также п. 10.2-4, Ъ). . 
  

1) Остающееся каноническое уравнение есть @р/&Ё = — ЭН 10
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(5) Применение канонических преобразований (см. также 
п. 10.2-6, Ъ). Если полный интеграл (47), дающий решение уравнений (46), неизвестен, 
то можно пытаться ввести каноническое преобразование, связывающее 21 -- 2 перемеи- 

ных x =f, p, Хр pyc 2п -- 2 новыми переменными х==Ё, р, Xj Py так что р +H= 

= р + Н, И 

  

dx, 0H dp; eH 
==, — ——— ¢g=1, 2, ooo g п). (10.2-49) 

dt бр; dt Ox, | 

В этом случае выражение 

ut п _ 8 
2a Patty — Hdt — (, Pi dx, — Hdt )- dQ. (10.2-50) 

должно быть полным дифференциалом производящей функции ® (1; х:, Xs, wes Мл; 
Pir Dov ves Dy) B uacruoctn, nyctb ?t=¢. Torga Kakgan Apa дифференцируемая 

  

_. _. _ Г 02 

функция = Vly xy X55 202g AW Nay Lae ovo X,) для которой act | |= 

    

n Ox,0X, 
определяет каноническое преобразовацие такое, что 

ow - ow 
i~- 7 Р; —=- (6 == 1, 2 0% 0), 

Ox: ’ OX. 
. 

t г (10.2-61) 

= oy 
AH = /1+ or 

Иногда возможно так выбрать это преобразование, что Н уже пе зависит явно OT x; 

(преобразование к циклическим переменным х,); тогда соответствующие уравнения (49) 

интегрируются непосредствепно: Р; = const. 

(с) Теория возмущений. Jano решение (47) уравнения Гамильтона — 

Якоби (45); производящая функция \” = Ф (+, хи, Xo coe X ys Kay Xae vee, х„) определяет 

каноническое прзобразованиз \51), дающее постоянные значения преобразованным пере- 
менным 

XL, = Oz, р1=— В; (514%... п). (10.2-52) 

Kau бпоказано вп. 10.2-7;а 2 уравнений (52) дают решение Xp =X; (2), P;=P; (1) кано- 

нической системы (46). 
Данное решение «невозмущенной» канонической системы (46) часто позволяет 

решить канонические уравиення 

“dt dp; ? “dT Ox) (= GB SR eee § п). 

где (10.2-53} 

K = H (ty X45 Xag oo ¢ Xn? Pt» Pan oor $ рп) a 

+ 8g (fo X12 Xan в д’ Ре Рая +. 5 Ри) 

и 8&Н: — малый дополнительный член (возмущение, т. е. эффект малого отклонения тела 
в небеспой мехапике). Применение известного решения (47) для «невозмущенного» урав- 

нения Гамильтоца — Якоби (45) вводит повые переменные Хв Руканоническими преобра- 
зованиями (51} в производящей функцией 

Теперь уравнения (46) заменены уравнениями (53); x; и р; уже не являются ‚по- 

стоянными и удовлетворяют преобразованиым каноническим уравнениям 

dx, 0H, ар; OH, = 12 
——— == £ — —=-2-— ( — eee h . 10.2- 4 a ор, ‚т a, a <2 п): ( 54) 

которые, возможно, лерче решить, чем данную систему (53). Если записать 

HG; be X, (ts p,=—B;beP, (= 15 26... в п) 

то поправки 8 Х i (t), eP,; (1) к коностантам (52) производят соответствующие поправки 

к решениям невозмущенной системы (46).
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10.3. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ, ПАРАБОЛИЧЕСКИЕ И ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ 

ПРОИЗВОДНЫМИ. ХАРАКТЕРИСТИКИ 

10.3-1. Квазилинейные уравиения с частными производными второго по- 
рядка с двумя независимыми переменными. Характеристики. | 

(а) Уравнение с частными производными г-го порядка называется квазя- 
линейным, если оно линейно относительно производных г-го порядка от неиз- 
вестной функции Ф. Квазилинейное уравнение второго порядка с двумя неза- 
висимыми переменными х и у имеет вид 

92$ 
и a 9-2 12 г sag ton ди? —=--В=0, . ‚ (10.3-1) 

09Ф ОФ 
CHE Ay, Ay2, Age В— функции от х, у, Ф, ae 8 Oy Предполагается, что все 

встречающиеся функции и их производные непрерывны. + 
(5)* Характеристики. Дана кривая С, (в плоскости Оху), описы- 

ваемая уравнениями 

х=х (т), у=И (т), (10.3-2a) 

и лпоследовательность краевых условий типа Коши 4) 

| am дФ . а D=2(t), ZF =P(r) n=9 (т) (= zt Ч) ` (10.3-25) 

(эти условия в п. 10. 2. 2 назывались начальными). 
Кривая Су вместе с функциями (2b) образует полосу первого порядка С. 
Заданная совокупность функций (2) единственным образом определяет 

значения 
5 

2D 
oy? == WH (т) 

  

92Ф 02D 
ox? =u (т), дх w=? (т), 

(и также значения производных высшего порядка от Ф) на кривой (2а) в каж- 
no точке Р., где функции (2а) не удовлетворяют обыкновениому дифферен- 
циальному уравнению 

dy 
Qn (3 “y— 2412 4 + yg =0 

2 — 
ау _ Qi V 2, Oy Fea | 

dx Qi 

ИЛИ. (10.3-4) 
  

В самом деле, производные ши, и, @ от Ф на С; должны удовлетворять 
уравнению (1) и условиям полосы второго порядка 

ар ах ау — : ' 

ат = РЭ Gi at ap (19.3-5) 
так что, например, | 

__ аля dy dp + ao, dx dq +B dx dy 
Ay, dy? — 2ay, dx dy + dag dx* ° 
  (10, 3-6) 

1) Если заданы граничные вначения нормальной производной дФ/дв (п. 5.6-1) 

oD 1 а 9% 2) = Р (т) ° (10.3-3) 

уе, Ра 
(=) + (в) - 

‘ 2. , dz 
2 i B . } —- == те решая уравнение {3) вместе © условнем at p а “ia вайдем p(t) ив Q(T), 
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Уравнения (4) выполняются в точке Ру, если Су есть дуга характеристи- 
ческой кривой (называемой часто характеристикой) у==и (х), удовлетворяю- 
щей уравнению (4), или если Су касается такой кривой в точке Р.. 

Собственно говоря, характеристики связывают с дифференциальным уравневием 
(1) кривые х ==х (<), и=у (т), 2=2 (®) на интегральной поверхности 2 == Ф (х, у), так 
что у=и(х) удовлетворяет уравнению (4), Если уравнение (1!) линейно, т.е, аа, 
Qi3, 422 и В не завнсят от#, ри 4, то характеристики определяются независимо 
ог выбора х, р и 1, Т. е. независимо от интегральной поверхности. 

Основная задача Коши для уравнения (1) ставится следующим образом. Дана 
полоса первого порядка Cy; надо найти решение Ф (х, у) уравнения (1) такое, чтобы 
‘поверхность Ф (х, и) содержала полосу С!. (Решение ищется в некоторой малой ок- 
рестности кривой Со; см. также п. 10,3-4.) Если полоса С; целиком состоит из точек, 
в которых уравнения (4) соблюдаются (характеристическая полоса), то, чтобы на ней 
можно было построить полосу второго порядка, должно соблюдаться дополнительное 
условие. Так как на интегральной поверхности выражение (6) должно быть конеч- 
ным, TO 

дФ _ 9Ф 
= H = 

P= Ox 7 = “Oy 

должны удовлетворять обыкновенному дифференциальному уравненню 

Q1, dy dp + Qo, dx dq4+Bdxdy=0 

aq Met V 23,— 451% 8B (=) 

или 

  = dp (10.3-7) 
dp Я >> G33 

Ha каждой характеристике, определенной уравпением (4) с соответствующим знаком 
плюс или минус. В этом случае полоса второго порядка определяется ие однозначно. 
Это означает. что на характеристических полосах возможно ветвление интегральной 
поверхности, т. е. имеются различные нитегральные поперхности,. для которых вдоль 
характеристики значения Ф, р и 4 совпадают, а некоторые производные высших по- 
рядков оказываются различными. . 

Замечание. Гроизводные второго порядка OT @ могут быть разрывны (но 
обязательно конечиы) на характеристике, так что различные решения могут быть 
соединены вместе вдоль характеристик. 

(с) Гиперболическое, параболическое и эллиптиче- 
ское уравнения. Данное квазилинейное уравнение с частными произ- 
водными (1) является на выбранной интегральной поверхности: 

1) гиперболическим, если а14»› —@7, < 0 во всех точках поверх- 
ности; тогда уравнение (4) описывает два различных семейства харак- 
теристик; 

2) параболическим, если а11ао—а1.==0; тогда существует одпо 
семейство характеристик; . 

3) зллиптическим; если а,14 — а1, > 0; тогда действительных 
характеристик не существует. 

Следовательно, тип квазилинейного ‘уравнения зависит от того, какое 
решение рассматривается, и может быть разным для разных решений. 

10.3-2. Решение гиперболических уравнений методом характеристик (см. также 
п. 10.3-4). В гиперболическом случае (411452 — 47. < 9) одновременное решение четы- 

рех обыкновенных дифференциальных уравнений (4) и (7) выражает р = дФ/дх.и а == 
== 0Ф/ду на интегральной поверхности как функции хи у, так что Ф = ХФ (х, и) мо- 
жет быть получена дальнейшим интегрированием. Во многих приложениях 9Ф/дх 
и 9Ф/ду более важны, чем Ф (х, y) (компоненты скорости); этот метод образует ос- 
нову для многих аналитических и численных методов решения в теорни сжимаемой 
жидкости. 

Вычисления значительно, упрощаются в специальном случае. Если В ==0, то 

dy\ (49) — dy (42\ _ 
(zz), (2). =-ь ia, dp), _ 10.3-8) 

„ 

где индекс означает, что в уравнениях характеристик (4) и (7) выбираются соответ- 
ственно знаки плюс или минус. Если в дополнение а:1, а1. и а.. зависят только от 
ОФ/дх и 9Ф/ду. то вужно решать только уравнение (7) для получения характеристик 
(двумерное устойчивое сверхзвуковое течение жидкости). Напротив, CCH Ay, @а;2 И 422 
зависят только от хи у, то вужвно решать только уравнение (4).
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10.3-3. [Преобразование гиперболических, параболических и эллиптических 
уравнений к каноническому виду. Пусть а11, @12 и а» —функции только от 
хи у, так что обыкновенное дифференциальное уравнение (4) разделяется на 
два уравнения первого порядка 

= 1(х, и) с решениями fy (x, y)= ay; (10.3-9a) 

чи hy (x, 9) с решениями `, (х, уе» (10.3-95) 
где 1, а — произвольные константы. 

В зависимости от знака функции а114›5 —а1. в рассматриваемой области 
значений х, и!) возможны три случая. 

1. Гиперболическое дифференциальное уравнение 
(а11аоа — а < 0). А (х, у) и №. (х, у) действительны и различны. Существуют 
два однопараметрических семейства действительных характеристик (9а) и (96); 
через каждую точку рассматриваемой области проходит одна кривая каждого 
семейства. Вводя новые координаты Г. 

— 

х= hy (x, у), y=h, (x, у}, (10.3-10) 

  

  

  

прсобразуем данное уравнение (1) к канонической форме 

mal (3, j, ®, Е =): (10.3-11) 
Система координат _ И 

БЕ, и=^ = (10.3-12) 

производит вторую каноническую форму 

ина (&, , Ф, 5, =) .(10.3-13) 

2. Параболическое дифференциальное уравнение 
(04099 — а. =0). № (х, и) и А. (х, у) действительны и тождественны. Сущест- 
вует одно однопараметрическое семейство действительных характеристик (9); 
через каждую точку (х, И) рассматриваемой области проходит одна характе- 
ристика. Вводя новые координаты 

Х==1; (х, у),  У==№ (х, У), (10.3-14) 

re My (xX, У) есть произвольная дифференцируемая функция такая, что 

ae >= 0, преобразуем уравнение (1) к каноническому виду. 

02Ф ob JOD 
=a = Xx Ф _— 10.3-15 

ax? ( ‚9, = a) ( ) 

3. Эллиптическое дифференциальное уравнение 
(а11аэ2 — а > 0). №(х, у) и 2. (х, У) и, следовательно, Й; (х, у) и В (х, y)— 
комплексно сопряженные; действительных характеристик не существует. Вводя 

    

  

hy (x, he (x, hy (x, — he (Xx, x= (x, И-П. (х, и ; = 1 (х, 1) 2 (%, Y) , (10.3-16) 
9 | 24 

1) В обычных случаях дискриминант 4114. — а, не меняет знака в рассматри- 
ваемой области. Заметим, что знак аа, — аз, есть инвариант относительно непре- 

рывно дифференцируемых преобразований координат X == Xx (Xx, y),; y=yp (х, y) C HeHy- 
левым якобианом. 

- ЖВ последнее время большое значение получили задачи смешанного типа, когда 
дискримицант аа, — 48, меняет знак в рассматриваемой области (см. [10,7]). Х
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преобразуем уравнение (1) к капоническому виду 
02Ф , 2D om OM 
—-++-—, =f |x Ф, —, —{. 10.3-17 
aa? ag ‚| ‚9х, ox’ = | ( ) 

Эти три типа уравнений с частными производными существенно отли- 
чаются друг от друга заданием краевых условий, обеспечивающих существо- 
вание и единственность решения (пп. 10.3-4 и 15.6-2). 

10.3-4. Типичные краевые задачи для уравнений второго порядка. 
‚ (а) Гиперболические дифференциальные уравнения. 

В задаче Коши (задача с начальными условиями) в пп. 10.3-1, Ь требовалось 

  

Z= const: 

    
z=Const 

     

  

J const j= const 

Область Dp 

Область Dy 

a) 4) 

/=С0154 = 

= Const 

  

  4) 

Рис. 10.3-1. Краевые задачи для гиперболических дифференциальных уравнений. 

найти решение гиперболического дифференциального уравнения (1), задавая Ф, 
oD es uo 

ор и ду на дуге С, регулярной кривой, которая не является характеристи- 

кой (4) и не касается характеристик. Такая кривая пересекает каждую ха- 
рактеристику не более чем в одной точке; заданные начальные значения опре- 
деляют Ф в треугольной области Ву; ограниченной Су и характеристиками 
каждого семейства (рис. 10.3-1, а). Более точно, значения Ф в каждой точке Р 
области Ду определяются значениями Ф и ее производных на части Ср дуги 

С,, которая ограничена характеристиками, проходящими через точку P,



316 ГЛ. 10. УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 10.3-5. 

Второй тип краевой задачи задает только линейное соотношение 

a oo + BO = (x, У) на Ayre €o, определенной выше; в дополнение Ф задана 

на характеристике Сс, проходящей через конечную точку дуги Со (рис. 10.3-1, 6). 

Третий тип краевой задачи задает Ф на двух пересекающихся дугах 
характеристик Со и Сс (рис. 10.3-1, с) (задача Гурса). 

Комбинации этих трех типов задач могут указывать допустимые краевые 
условия для более сложных границ, Так, на рис. 10. 3-1,4 Ф, ОФ/дх и ОФюу 

9ф 
могут быть заданы на Су, а соотношения вида aa + ВФ==Ь (х, у) —на каж- 

дой из дуг С, и Су. Решения в разных областях, показанных на рис. 10.3-1, 
«склеиваются» вдоль характеристик так, что Ф непрерывна, а ОФ/0х и ОФ!ду 
могут быть разрывными. Заметим, что замкнутые границы в плоскости Оху не 
дипускаются. 

Пример. Начальные задачи для гиперболического одномерного волнового урив- 
нения, п. 10.3-5. 

(5) Параболические дифференциальные уравнения. 
Здесь существует только одно семейство характеристик. Хотя задача Коши 
может опять быть разрешима для соответствующей дуги Су, одиако 
обычно задается Ф па характеристике Х (= 1) =0 и линейная комбинация 

a + BD на двух кривых, которые не пересекают и не касаются Apyr 

друга или характеристик. Замкнутые границы в плоскости Оху не допускаются. 

Пример. Допустима следующая краевая задача для параболического ираснс- 

ния диффузии бя” Кая Эр = 0: задано Ф(х, # = DM, (x) на характеристике 1 = 

(начальное ycaosue) Hw a (x, 0 ~ +8 (x, 0D Ha KpHBDIxX ¥ =O HX= FB (Kpaesoe условия). 
. ` 

`(<) Эллиптические дифференциальные уравнения (см. 
также пп. 10.4- и 15.6-2). Действительных характеристик не существует; 
краевые условия типа Коши не допускаются. Типичные задачи: задают ли- 

нейную комбинацию &(х, и) oP +B (х, И) Ф на кривой С, окружающей 

ограниченную область или неогра- 
tA Ize ниченную область (корректная 

краевая задача). ` 
19.3-5. Одномерное волновое 

уравнение (см. также пп. 10.3-4, а 
10.4-8, аи 10.4-9, 5). Гиперболиче- 
ское дифференциальное уравнение 

офи. 0 10, В | 

  

    ox? c2 ot? 

Г 0? (одномерное волновое уравнение) 

(10.3-18) 
Рис. 10.3-2. Характеристики для одномерного имеет общее решение 

волнового уразнения 

1 даа D(x, 0=Ф, (0-Е Ф, («сд 
oar oF oa 0 | (10.3-19) 

которое представляет пару бегу- 
щих волн, распространяющихся соответственно вправо и влево вдоль оси Ох 
с постоянной скоростью с. Характеристики х + &==с005Е есть геометрическое 
место точек постоянной фазы (рис, 10.3-2). В пп. 10.3-5, а, Ъ и с приведены 
решения для трех типов задач © начальными условиями. На практике метод
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Фурье (п. 10.4-9) может быть предпочтительнее, особенно в приложениях к 
неоднородным дифференциальным уравнениям (вынужденные колебания). 

`(а) Начальные условия 

® (x, 0) =®p (x), |= (x) (~co<x<00) (10.3-20) 

представляют корректную задачу Коши (пп. 10.3-1 и 10.3-4, а; см. также 
рис. 10,3-1, а и 10.3-2). Решение есть 

x+ct 

D(x, NLM —A+ Dlx +z | vod (103-21) 
x—ct 

(решение Даламбера). 

Возмущение начальных условий, произведенное Ha задапном интервале а<х 6, 
затрагивает решение в интервале a—ct<x<b-+et. Разрывность Фо. (х) распростра- 
няется в оба направления. 

(5) Начальные условия 

® (x, 0) =D, (x), |, 9 =) (x > 0) (10,3-22) 
и краевое условие | 

Ф(0, В=0 (¢ => 0) (10.3-23) 

представляют смешанный тип краевой задачи (cM. также п. 10.3-4, a 
и рис. 10.3-1, 4 и 10.3-2). Решение 

ха 

(x, )= 5 [P(x—et) +P (e+e +3; | Qs — (10.3-24) 
x—cl 

®,(x) («= 0), vo (x)  (=0, P (x)= х) = 10.3-25 
*) | Зося (х < 0), © (и) —%\(—х) (х<0) ) 

предс гавляет сунерпозицию прямой и отраженной волн. 

(с) Начальные условия 

D (x, 0) = Dp (x), a faz = Vo (*) | (QO<x<L) (10. 3-26) 

U kpacene Юй . . 

Ф (0, :)=O(L, P= (¢ = 0) | `(10.3-27) 

определяют другую смешанную задачу (см. также рис. 10.3-1, 4, и 10.3-2). 
Решение дается формулой (24), где Р (х) и О (х) интерпретируются как перно- 
дическиё функции с нериодом 2[. и соответственно равные Фь (х) и Vo (x) aA 
О=х=Ёи —Ф(—х) им (—-^х) для —L<x<0. 

10.3-6. Метод Римана — Вольтерра для линейных гиперболических уравнений 
(см. также пп, 10.3-4 и 15.5-1). Метод позволяет иногда получать решение 
задачи Коши (п. 10.3-1) для действительного гиперболического дифференциаль: 
ного уравнения 

L® (x, yy =e 24 +a(x, y) 2 5х Ob (x, 9) be (x, y) D=f (x, y), (10.3-28) 

om д 
где Фи-,, ~ заданы на граничной кривой Со, удовлетворяющей условиям 

п. 10.3-1. В соответствии .с pre. 10.3-|, а решение в каждой точке Р с коор- 
дипатами х=ё у= выражается в зависимости ог начальных значений
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Ф (х, и), ОФ/дх, ОФ/ду на сегменте граничной кривой Ср, ограниченном харак- 

теристиками, проходящими через точку Р1): 

O (E, = GP la~ J Gp@ (a dy—b dx) + 
Р 

dGp 9Ф \ 
-- \ ФА би) + {| Gpf dx dy = Gp® |p— 

Cp Dp 

dGR OD |\ 
— \ Gp (a dy— b dx) — \ (oR ах-- Ср 57 dy) +55 Gpf dx dy, (10.3-29) 

Cp Cp Dp 

где так пазываемая функция Римана — Грина Ср (х, у; &, 1) непрерывно диф- 

ферепцируема внутри области Ор, ограниченной Ср и характеристиками, про- 

ходящими через точку Р, и Удовлетворяет условиям простой краевой задачи 
\ 

  

2G p д д 

LGR =r dy dx (AFR) — зу (8@в) Нсбь-==0 (х, у внутри Бр), 
у 

Gg=exp ale y)dy (x=6), › (10.3-30) 
х 

Gp=err Jb (x, n)dx (y=). 

Примеры. Для а=ф==е=0 функция бв=1. Для а = b= 0; с = const mynk- 
  

ция бр= Jo [У4с (х — В (и— п), где У (2) — функция Бесселя первого рода порядка 

пуль (и. 21.8-1). Для многнх практических применений, в которых встречаются линей- 
ные гиперболические дифференциальные уравнения с постоянными коэффициентами, 
предиочтительнее метод интегральных преобразований (п. 10.5-1). 

10.3-7. Уравнения с тремя и более независимыми переменными. Действи- 
тельное уравиение с`‘частными производными вида 

non 
O2@ 

» » Qip (x1, Хо, ..., Xn) ax. Ox + 

iml &=1 Ей 
оф 5) = (10.3-31) 

£8 [ль Ха, very Xai OD; ax,’ °°) dx) 

где Ф =Ф (хр, хо, ..., Хи), называется эллиптическим дифференциальным урав- 
неннем, если матрица [а;„| положительно определена (п. 13.5-2) всюду в рас- 
сматриваемой области. 

Во многих задачах рассматриваются неэллиптические дифференциальные 
уравнения с неизвестной. функцией Ф, зависящей от п пространственных 
координат х1, Хо, ..., хп И временной координаты {. 

‚Дифферепциальные уравнения винда 

п n п п 
93Ф У У Oz дФ У У д:Ф 

11-1 ^ i=lR=l 

где матрица [с] ==[с1ь (хг, Хо, ...; хп; 0] положительно определена и В есть 
функция от х;. Ь Ф и ОФ/дхь, являются соответственно примерами уравнений 
гиперболического и параболического типов [10.7]. | 
  

1) См. также формулу (10.3-4).
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Характеристики более общих дифференциальных уравнений (3Г) и (32) `суть поверх- 
ности или гиперповерхности, на которых краевые условия типа Коши не позволяют 
определить производные высших порядков искомого решения. Эллиптические дифферен- 
циальные уравнения не имеют действительных характеристик. Понятие характеристик 
может быть распрострапено на уравнения с частными производными порядка высшего,» 
чем два, и на некоторые системы уравнений с частными производиыми [10.5]. 

10.4. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ. 

ЧАСТНЫЕ РЕШЕНИЯ 

10.4-1. Физические основы и обзор. 
(а) Многие проблемы классической физики приводят к отысканию реше- 

ния Ф(х, В или Ф (г, # линейного уравпения с частными производными 
в заданном интервале или области У (табл. 10.4-1). Неизвестная функция Ф 
и/или ее производные должны, кроме того, удовлетворять заданным началь- 
ным условиям при #=0 и линейным краевым условиям на границе $ области У. 
Аналогичные задачи возникают в квантовой механике. 

Каждое дифференциальное уравнение, приведенное в табл. 10.4-1, является 
однородным (п. 10.1-2, Ь), если }=0. Заданное краевое условие также одно- 
родно, если наряду с каждой функцией Ф, которая удовлетворяет краевому 
условию, ему удовлетворяет и функция оФ. Неоднородности возникают 
в результате действия внешних влияний (силы, источники тепла, электричс- 
ские заряды или токи) на рассматриваемую физическую систему. Для эллип- 
тических уравнений типично описание стационарных процессов (стационарные 
температурные и электростатические поля, упругая деформация). Параболи- 
ческое и гиперболическое дифферепциальные уравнения описывают переходные 
процессы (свободные колебания, возникающие вследствие задаиных начальных 
возмущений) или, если имеются неоднородности, зависящие от времени («вы- 
нуждающие» фупкции в дифференциальных уравнениях или краевых условиях), 
описывают процессы распространения возмущений (вынужденные колебания, 
излучение). 

Можно связать каждую задачу обсуждаемого типа со своей аппроксимирующей 
системой обыкновениых диффереициальных уравнений, заменяющей каждую простран- 
ственную производную разностным коэффициентом в смысле п, 20.8-3 (мелод разностно 
дифференциальных уравнений). Этот метод применим не только для числен кого решения; 
аналогия с дискретными проблемами типа; описанного в пп. 9.4-1 — 9.4-8, может приво- 
дить к интересным физическим аналогиям. 

(5) Конструкция решения методом суперпозиции, Мно- 
гие важные методы решения линейных дифференциальных уравнений осно- 
вываются на фундаментальных теоремах суперпозиции, сформулированпых 
явно в пп. 9.3-[ и 15.4-2. Метод наложения (суперпозиции) разумно выбран- 
ной последовательности ‘основных функций дает возможность получать реше- 
ния, удовлетворяющие заданным краевым условиям и/или заданным начальным 
условиям, а также получать решения неоднородных уравнений. Разложения по 
собственным функциям (пп. 10.4-2 и 15.4-12) и методы интегральных преобра- 
зований (пп. 9.3-7, 9.4-6 и 10.5-1 —10.5-3) представляют систематические 
схемы для конструирования таких решений. Методы функций Грина (пп. 9.3-3, 
9.4-3, 15.5-1—15.5-4, 15.6-6, 15.6-9 и 15.6-10) являются суперпозиционпными 
схемами, которые сводят решение соответствующих задач к задачам с простыми 
вынуждающими функциями или краевыми условиями. 

Общая теория линейных краевых задач содержится в гл. 15. Пункты 
10.4-3 —10.4-8 представляют применение частных методов с эвристической 
точки зрения элементарного курса. о 

`(с) Выбор системы координат. Система координат x!, x2 wan 
xi, x?, x3, определяющая точку г, обычно выбирается так, что, во-первых, 
возможно разделение переменных (п. 10.1-3) и/или, во-вторых, заданная гра- 
ница $ представляет координатную линию или поверхность или пару коорди- 
натных линий или поверхцостей.
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10.4-2. Линейные краевые задачи (см. также пп. 15.4-! и 15.4-2). 
(а) Пусть И — заданная трех- или двумерная область точек (г) и пусть $ — 

граничная поверхность или граничная кривая области У. Требуется найти 
решение данного дифференциального уравнения 

L® (r) =f (r) (re V), (10.4-1a) 

удовлетворяющее позледовательности краевых условий | 

B,D (r)=5;(r) (=.2,.... М; г=5), (10.4-16) 

где СФ и В.Ф — линейные однородные функции от неизвестной функции Ф (г) 
и ее производных. Каждое решение этой линейной краевой задачи можно запи- 
сать в виде суммы Ф =Ф д`-Фв Решений простых краевых задач 

L® , (г =0 (re V), (10.4-2a) 

B,®, (r) =5, (r) (i=1, 2, ..., N3 г= 5) (10.4-26) 
a 

LO, (r)=f(r) (re V), (10.4-3a) 

B,D, (г) =0 (i= 1,2,..., N; res). (10. 4-36) 

Заметим, что ‘уравнение (2) является однородным дифференциальным уравне- 
ннем, в то время как уравнение (3) имеет однородные краевые условия. 

(65) Однородные дифференциальные уравнения с неод- 
породными краевыми условиями. Частные решения, приведенные 
в пп. 10.4-3 —10.4-6, обычно позволяют представить Ф (г) как сумму ряда 

нли определепный интеграл: 

Фа =») «Фу (г) или Ф) (г) = \ а (р) Фи (г) ав (10.4-4) 
И 5 

| | и 

от подходяще выбранных частных решений Ф), (г) уравнения (2а). Коэффици- 
еиты @а„ или (и) выбираются так, чтобы удовлетворялись краевые усло- 
вия (26). Часто функции MD, (г) образуют полную ортонормированную систему 
(п 15.2-4; например, ряды Фурье, интегралы Фурье); люгда возможно предста- 
вить банные функции 6; (г) в виде (4) и найти неопределенные коэффициенты с 
или % (и) методом сравнения коэффициентов (п. 10.4-9). 

(с) Неоднородные дифференциальные уравнения 
с однородными краевыми условиями: разложения по 
собственным функциям (см. также ип. 15.4-5 — 15.4-12). Для важ- 
пого класса дифференциальных уравнений (1) решение Ф,; (г) уравнения (3) 

можно получить простой суперпозицией решений Ч (г), соответствующих 
одпородным дифференциальным уравнениям 

(=  геЕЙ (10.4-5а) 
для различных возможных значений А, при которых % (г) удовлетворяет 
однородным краевым условиям 

В: (г)=0  (=12,..., М; ге5). (10.4-56) 

Вообще такие решения (ненулевые) существуют только при специальных зна- 
чениях параметра А, (собственные значения); решения Ф =) (г), соответст- 
вующие каждому собственному значению, называются собственными функциями 
краевой задачи (5). 

В пп. 10.4-3—10.4-8 приводятся частные решения Ф (г) для некоторых 
дифференциальных уравнений вида (5а). Эти функции позволяют при помощи 

11 Г. Кори и Т. Корн
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метода наложения получать решепия состветствующих неоднородных уравне- 
ний (3). Собстяенные функцпи, соответствующие дискретной последовательно- 
сти собственных значений, часто образуют удобные ортонормированные си- 
стемы (п. 15.2-4) для представления правых частей и решений в виде 

Пр= У» (г), P=» Ва), (г). (10.4-ба) 

Непрерывная совокуппость (непрерывный спектр) $) собственных значений А 
приводит к интегральным представлениям 

Кр = (20) 4,09, Ф;= {В 0), (0) 4%. “(10.4-66) 
ry >A 

Подстановка выражений (ба) или (66) в уравнение (3) позволяет найти 
неизвестные коэффициенты Вх или В (/.). Отсылаем к пп. 10.5-1 и 15.4-12 для 
общей теории этого метода решения и его области применения. Важный 
альтернативный метод решения уравнения (3), так называемый метод функ- 
ций Грина, трактуется в пп. 15.5-1| — 15.5-4. 

(41) Задачи, включающие зависимость от времени. 
В задачах, в которых искомые функции зависят. и от простраиственных 
координат и от времени, решается линейное дифференциальное уравнение 

ЕФ (г, H=/(r, В (re V, ¢>0) (10.4-7а) 

при соответствующих линейных начальных условиях 

А (г, 0) = В; (г) (1=12,..., М; г=У) (10.4-75) 

и линейных краевых условиях 

ВХ (г, В =6; (г, 0) (1=1,2,...; № гео; #> 0). (10.4-7с) 

Так как пачальные условия (76) есть просто краевые условия на коор- 
динатной поверхности #=0, то применимы методы пп. 10.4-2, аи Ъ (п. 10.4-9). 
Следующие методы позвеляют упростить решение задач с начальными усло- 
виями; 

1.Фв=Фр (г, 1) может быть представлено в виде суммы функ- 

ций, соответственно удовлетворяющих однородным начальным усло- 
виям и однородным краевым условиям. 

2. Разделение переменных (пп. 10.1-3, 10.4-7, Би 10.4-8). 
3. Преобразованне Лапласа по переменной # (пп. 19.5-2 и 

10.5-3, а). 
4. Метод Дюамеля (п. 10.5-4). 

10.4-3. Частные решения уравнения Лапласа: трехмерный случай (CM. 
также табл. 6.5-1, пп. 10.1-3 и 15.6-1 —15.6-9; решения в других координат- 
пых системах приведены в !10.7]). 

(а) Прямоугольные декартсвы координаты х, и, 2: 
д2Ф oz | 02D 

2 —_ — — 

Допусти мы частвые решения 

(10.4-8) 

Фа р,р. (4, Y, 2) ==еах- ВН :? (Юр, Ка Кз— любые комплекс- 

ные числа, удовлетворяющие условию А -- Аз -- А? ==0), 10.4.9 

Dox,k, (x, у, г) — (a-+ bx) eh, Yth 2 (k3 + k3 — 0), _“ 

Doyo (%. Y, 2) = (a-+ bx) (a+ By) (A+ £2), /
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которые образуют различные произведения действительных линейных, пока- 
зательных, тригонометрических и/или гиперболических функций. 

() Цилиндрические координаты оф, ф, 2. Пусть Ф==и (9 X 

Х 0(2) ш (5) (п. 190.1-3). Тогда 

1 д 9Ф 1 д2Ф , д*Ф 

Разделение переменных приводит к трем обыкновенным дифференциальным 
уравнениям: 

  

ae? и (ф)-- 12? и ($) =0, (10.4-11) 

Fo) —K20(2)=0, (10.4-12) 

a w (e)-+4 Fw (0) +(K2— 4) w (9) =0, — (10.4-13) 

где функция и(ф) удовлетворяет условию периодичности: и (ф-|-2п)==и ($); 
это будет, когда т=0, +1, =2,...; К — произвольная константа (кон- 
станта разделения, п. 10.1-3), которая определяется по данным краевым усло- 
виям. Уравнение (10) допускает частные решения (цилиндрические гармоники) 
вида 

Ф.,. Кт (6, Ф, 2) == et Kz Zan (Ко) (a cos mp-+-B sin mg), } 

Ф, ко (р, ф, 2) =е" 72, (Кр) (а-- ВФ), 

Фу, (6, ф, 2) = (а-- 52) (Ao™ + т) (a cos m@-+-B sin mq), 

Doo (р, ф, 2) = (а--5г)(А-- В In 0) («-- ВФ) (m==0, 1, 2, ...), ] 

где 2 (5) — цилиндрическая функция (п. 21.8-1); в частности, если данная 
задача требует ограниченности решения Ф при р=0, то 2щ(ёЁ) должна быть 
функцией Бесселя первого рода Ут (2) (п. 21.8-1). 

Есля в последнем случае положить К =й, то комбинации комплексно 
сопряженных решений Ф., ihm образуют действительные решения вида 

(10.4-14) 

  

(a cos A2-+- b sin Az)/_, (Ap) (& cos mp--B sin mq), 

где Im (Ap) =i") » (iAp) — модифицированная функция Бесселя (п. 21.8-6)- 
Заметим, что в случае осевой симметрии, т. е. когда Ф не зависит от ф, 
т= 0. .- 
т (с) Сферические координаты г, 6, ф. Пусть Ф=и(ф)о (соз6) в (г). 
огда 

д 9Ф 1 д /_. o® (| 02Ф 
ПФ = 5, (15; ) + цвб 36 (51 6 20 )Н ито agi -=0. (10.4-15) 

Разделение переменных дает 

d , | 
igh u (фт 2 (ф)=0, , (10.4-16) 

о Жо =0 (C= cos), (10.4-17) 
4? 2 a РЕ 1) 
g(r) +> 5.0 ()—-LEE” w (1) =0, (10. 4-18) 

11*
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Функция и (2) = (с0о$ 0) должна быть непрерывна при 8 =0 и @=л; это 
означает, что т=0, +1, +2,...,+ри ] =0, 1, 2... Уравнение (15) допус- 
кает частные решения вида 

Фут (г, 8, 9 =(А” + Fryer (cos 6) (а cos mo--B sin mo) 

(1=0, 1, 2, уе т==0, 1, 2, sec, i); ’ | (10.4-19) 

где РУ (С) — присоединенная функция 'Лежандра первого рода порядка j 

(п. 21. 8. 10). Комбинация таких решений производит более общие частные 
решения 

  

Ф, (r, 6, g)= (Ad + rar) Yi (8, $) (j=0, 1, 2,...), (10.4-20) 
rye 

7 
У; (8, p= У P® (cos 8) (O_ cos mp-+ B,, Sin mp) = 

m=0 

j 
SY ypPl™l(cossyeimm  (7=0, 1, 2,...). (10.4-21) 

m=—f 

Функции (21) удовлетворяют уравнению (15) для r=const и называются 
поверхьостными сферическими гармониками степени } (см. также п. 21.8-12). 

Имеется 2/ + 1 линейно независимых поверхностных сферических гармоник сте- 
пени /. Для разложения в ряд по ортогональным решениям замстим, что фупкцин 

27+) G—m)! pm ЕЛЕ 
V on (+m)! Р; (cos 9) cos mg, тт Pi * (cos 0) sin m@ 

(j= 0,1, 2, +3 m==0, г 2, ..., Л 
или более удобные функции 

Тит м | img - oo . 
ty G41m р Р; (cos 0) e (1 =0, 1,2, ...; т=0, +1, 2%2,.., tf 

образуют ортонормальную систему в смысле п. 21.8-12. Эти функции называются -Tecce- 
ральными сферическими гармониками (секториальными сферическими гармониками для 

=]; см. также пп. 10.4-9, 15.2-6 и 21.8-11). Ортонормальные функции 

ТТ +1 

называются зональными сферическими гармониками, 
Если допускаются решения с особенностями для 6 =0, 6 =л, то появляются ана- 

логичные решения, содержащие ассоциированные функции Лежандра второго рода [21.3]. 

10.4-4. Частные решения для. трехмерного уравнения Гельмгольца (см. 
также п. 10.3-5). Дифференциальное уравнение 

УФ - А2Ф =0 (уравнение Гельмгольца) (10.4-22) 

встречается при разделении переменных в трехмерном волновом уравнении 
(п. 10.4-8, Ъ) и в уравнении теплопроводности (п. 10.4-7, Ъ). Коэффициент К? 
может быть отрицательным (А == {*, пространственный вид уравнения Клейна — 
Гордона). 

Для заданного однородного линейного краевого условия (например, Ф = 0 
на граниие 5 ограниченной области V) уравнение (22) допускает решения 
только для соответствующей дискретной последовательности значений #2 (проб- 
nema собственных значений, п. 15.4-5). ` 

(а) Прямоугольные декартовы координаты х, у, 2. 
Уравнение (22) имеет частные решения; 

Фр» (, у, 2) == о РА Аз) (Fi 4-43 EAE = £9), 
Фок,л, (х, У, 2) == (а в) ея (вр и=Ю), (10.4-23) 
Фок (х, у, г) =(a+ dx) (a + By) ef”, 
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которые ‘можно представить в виде различных произведений действительных 
линейных, показательных, тригонометрических и/или гиперболических функций. 

(b) Цилиндрические координаты о, ф, 3 (см. также п. 10.4-3, 5). 
wa Cl). ви и (Ф)ь (2) и (9); тогда уравнение (22) разделяется на уравие- 
НИЯ ), oe 

# w(t + wet [e+e — BE] =0, (10.424 
где т = 0, +1, +2,... и К — произвольная константа разделения, определяе- 
мая краевыми условиями. Уравнение (22) допускает решения вида 

Ds. em (Os Ps 2) =O KZ m (вУ- Е?) (a cos mp + B sin mg) 
(m == 0, 1, 2,...). | 

Если К =й, то = (10.4-25) 

Dim (OP Ф, 2) = ей 27 „(р V k2 — 22) (a cos mo + B sin me), 

Doo (0, Q, 2) — (а + bz) Zo (Ap) (a -- ВФ). 

Заметим, что для осевой симметрии т ==0. 
— (©) Сферические координаты г, 6, Ф (см. также п. 10.4-3, с). 
(ony a (ф) у (с0$ 8) ш (г). Тогда уравнение (22) разделяется на уравнения 

7) u | 

ane (+> ще) =0. (10.4-26) 

Уравнение (22) допускает частные решения вида 
1 . 

O,/ (7,8 9) = 2,4. 112 (№) У, $) Ч=1,2,...), | 
(10.4-27) 

  

Dag (r, 6, ф) — 

гле У, (3, ~) — сферическая поверхностная гармоника (21). В частности, ссли 

данная задача требует непрерывности решения для г==0, то 141 (ЕРГИ г. 

есть сферическая функция Бесселя первого рода (п. 21.88). 
10.4-5. Частные решения двумерных задач (см. также пп, 15.6-7 и 15.6- 10, b). 

_ (а) Уравнение Лапласа 

Vid = SO -|- 
= дл 

(центральная симметрия), 

  

  

  

vp 1 0/ дФ Lap err Se )tw a= (10.4-28) 

допускает частные ‘решения | 

Dx (x,y) SH eTKR ETM, Dy (x,y) = (a + 6x) (& + By), (10.4-29) 
On(r, ~) = (arm -- =) (a cosmp-+-f sin mp) (т =0, 1,2;...), 

где К, а также а, 6, a, 8, A, B— произвольные постоянные, определяемые 
краевыми условиями. 

(5) Двумерное уравнение Гельмгольца, Двумерное урав- 
нение вида 2) допускает частные решения 

(10.4-30) 

Ф, — е(Аах- ha) 9 а — 42), 
вв, ( У) =е (в =) (10.4-31) 

| Фо (х, у} == (a + bx) ей, 
“Dem (г, ф) == 2 (г) (% соз тф -- В зп пир) (т ==0, 1, 2,...), } (10.4-32) 

Dy (r, Pp) = Zp (Rr) (a + 59).
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(с) Комплексно сопряженные решения (29) и (31) образуют различные 
произведения действительных линейных, показательных, тригонометрических 
и/или гиперболических функций. 

10.4-6. Уравнение Шредингера. Трехмерное дифференциальное уравнение 

yo + (= ae \o —0 - (10.4-33) 
допускает частные решения 

© 7 (ry 6, Фф = г АР (2%) У} (6, $), 

< 
(1 = 0, 1, 2, вос ), (10.4-34) 

  

ФУ, — 1 (г, 8, Ф = pein! (Ar) Y, (8, -@) 1 =. уф 

где LR (6) — функции Лаегерра (п. 21.1-5). Всли Ф нормировано (п. 15.2-16), то оно обра- 

ayercn решениями первого типа (34). Нормированные решения существуют только для 
собственных значений (п. 15.4-5) /2 таких, что с/А = п =0, 1, 2,... В этом случае функ- 
цни Лагерра сводятся к присоединенным полиномам Лагерра и ‘решения (34) образуют 
ортогональную систему в смысле пп. 21.7-5 и 21.8-12. 

10.4-7. Частные решения для уравнения теплопроводности и диффузии 
(см. также пп. 10.3-4, Б, 10.4-9, 10.5-3, 10.5-4 и 15.5-3). 

(а) Одномерное уравнение диффузии 

09° 1% —0 (10.4-35) 

  

допускает частные решения 

Фь (=, Ф,(х, Эа вх, 
2 (10. 4-36) 

1 42 Ф (х, А=уЕе. (t > 0), 

где Е — произвольная константа разделения, определяемая краевыми условиями, 
(b) Двух- или трехмерное уравнение диффузии 

VO— =0 (10.4-37) 

допускает частные решения 

Ф (г, д=Ф, (г), (10.4-38) 
где Dy (г) — частное решение соответствующего уравнения Гельмгольца (22) 
(пп. 10.4-2 и 10.4-5, Ъ); & — произвольная константа разделения, определяе- 
мая краевыми условиями. Уравнение (37) также допускает частное решение 

r2 

1, 4¥% (0вумерный случай), 
t 

@(r, t)= (10.4-39) 
r2 

1 е 4“ (трехмерный случай). 
Ve 

10.4-8. Частные решения для волнового уравнения. Синусоидальные волны 
(см. также пп. 4.11-4, Ъ, 10.3-5, 19.4-9, 10.5-2 и 15.6-10). 

(а) Одномерное волновое уравнение 
02m 1 0 

Ox? ~ c?  Of8 

допускает частные решения вида 

D(x, В = еее 16! — ое (@ = с), © (10.4-41) 

где к — произвольная константа, определяемая краевыми условиями. Функ- 

= . (10.4-40)
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ции (41) и соответствующие значения Rk? образуют собственные функции 
и собетвенные значения (пп. 10.4-2 и 15.4-5). 

Решения вида (41) образуют следующие действительные решения: 

@ (x, t) = C cos (wt + ¥,) cos (kx 4- Vo) | 

(синусоидальные стоячие волны), 

Ф (х, В = а cos (wt & kx) + 0 sin (wt F kx) = L (w= ke). (10.4-42) 
= A cos (wt + kx +) 

(синусоидальные волны, распространяющиеся 
в положительном и отрицательном направлении оси %) }   

Круговая частота @, частота v—=/(2n), BonnoBOe число Ё, длина волны 
А —=2д/Ё и фазовая скорость с синусоидальной волны связаны соотношениями 

Ay == 2 =e. (10.4-43) 

Суперпозиция синусоидальных волн (42) в виде рядов Фурье или интегралов 
Фурье образует более общие волны. 

(6) Двух- или трехмерное волновое уравнение 

vn — — Fe —0 (10.4-44) 
допускает частные решения вида 

Ф (г, В =Ф, (ге (wa = ke), (10.4-45) 
где Ф, (г) — частное решение соответствующего уравнения Гельмгольца (22) 
(пп. 10.4-4 и 10.4-5, Б); А — произвольная константа разделения, определяе- 
мая краевыми условиями. Решения вида (45) образуют решения, содержащие 
действительные тригонометрические функции; в Частности, отметим следующие 
решения: 

D (x, y, 2; 4) =A cos fot F (kyx + key + Ё.2) У] 

(синусоидальные плоские волны, нормаль к фронту 
которых имеет направление {Ё1, №, Ёз}), 

Ф (©, $, 2 0 =2, фУЁ- К?) соз (@ = Кг = тф-- 1) 
(т —=0, 1, 2,...;3 @=Ас) (10.4-47) 

(синусоидальные цилиндрические волны), 

ФО 241) У © 9 cos (ot +1) 
(j=0, 1, 2,...3 w=ke) (10.4-48) 

(синусоидальные сферические стоячие волны), 

А — 
Ф (г, 6, ф, t) = — cos (wt = kr +-¥) (10.4-49) 

(излучение точечного источника), 

Ф (+, 6, ф, # = А(= cos (wf 3+ АГ) = 1 sin (@t =F kr) | cos 6 (10.4-50) 

(излучение диполя), 

Dir, gp; t) = Zp (kr) (& cos m@ + B sin mq) (a cos wt -+- 6 sin wé) 

(m=0, 1, 2,...; o=hc) (10.4-51) 

` (дзумерные синусоидальные круговые стоячие волны).
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‘Цилиндрические волны (47) распространяются в положительном и отрицательном 
направлении оси 02 с фазовой скоростью с’ = /К = с/К, которая, как.видно, зависит 
от хи К (дисперсия). Групповая скорость в направлении оси Ох равна. дон 

dw@/dK = Ke/k. 

(с) Общее одиомерное затухающее волновое уравиение (телеграфное уравнение). 
Уравнение передачи по линии 

д?Ф 02m o@ Sop & ‘зн’ — 41 бр — @:Ф =0 (10.4-52) 

допускает частные решения вида 

Фа, де И, (10.4 -53) 

где 5 = в -|- im есть корень квадратного уравнения 

Qos? + ays + (a, -+ #3) =0. (10.4-54) 

Комплексно сопряженные решения (53). образуют затухающие синусоидальные волны 
в смысле п. 9.4-6; в случае кратных корней уравнения (54) следует поступать так, как 
в п. 9.4-1. Ъ. Уравнение (52) включает уравпения (35) и (40) как частные слузаи. Анало- 
гичные обобщения имеют место в многомериом случае. 

10.4-9. Решение краевой задачи резложеиием в ортогональные ряды. Примеры (см. 
также п. 10.5-3). Следующне примеры иллюстрируют применение частных решений, при- 
веденных в пп. 10.4-3 — 10.4-8. 

(а) Задача Дирихле длясферы (см. также пп. 10.4-3, с, 15.6-2, аи 15.6-6, с). 
Требуется найти функцию Фут, 06, $), которая удовлетворяет уравнению Jlan- 
ласа у*Ф =0 внутри данной сферы г<К и принимает задапные краевые значення 
о x Oe @) на сфере. Ясно, что следует применять сферические координаты г, 

‚ Ф (п. Ю.4-1, с). 
Записываем неизвестную функцию в виде суммы решений (19); которые необходимо 

конечны при г =0 (В =0): 

со ] 

Ф = Фр, 6, $) = У У г P7' (cos 6) (бут с0$ ТФ + Bjm sin mg). 
j=0 m=0 

Неизвестные коэффициенты ли» Влп вычисляются по заданным краевым условиям 

со ] 

Ф (К, 6, Ф = У У R! РУ (cos 6) (Gj, cos mM +- Bym sin mp) = b (8, g). 
i=0 m=0 ; 

Согласно условиям ортогональности п. 21.8-12 

21-1 дп | 
@ 70 =i +1 — 4$ \ Ь (0, $) Py (cos 9) sin6 dé, 

4n pi 
0 0 

ТИ ту 1 on ] 1—т т 
Qin = — а Ь (9, P' (cos 8) cos m@ sin 6 dé, jm on +m)! я? ® ) 1 (10.4-55) 

2 1 а 

д Отв . 

(1 =0, 1,2,..: т=Ь2,... Л. 

b (8, 9) pa (cos 6) sin mq sin 6 dé 

C
t
 

O
l
e
n
 4
 

  4 

(bt) Свободные колебания упругой струны (см. также п. 10.3-5). 
Поперечные смещения Ф (х, {) упругой струны удовлетворяют одномерноми волновому 
уравнению 

начальным условиям д 

Ф (=, 0 = Ф (а), Gr |p _ 9 = Vo (x) 0<*<L) 
ци краевым условиям
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Рассмотрим частный случай Фа = Ф, (1) =0. Стоячие волны (42) одномерного волно- 

вого уравнения удовлетворяют заданным краевым условиям, когда Yy2 = — 7/2 и поло- 
вина длины волны ^/2 == л/ё целое число раз укладывается в длине струны Ё; 

ka, ое о ино, Ца... 

Ваписываем решение в виде ряда нз частных решений 

оо 

cy пе ._ ПЛС пл 
Dix, d= > (a,:c0s aa t+ о эт = t) sin-j~ x 

п =} 

и определяем коэффициенты а, н b, из начальных условий, пользуясь формулами для 

коэффициентов Фурье (п. 4.11-4. Б): 

L 
2 пл 

a,—=-\® sin Feds (a = 1, 2, 2 ods 

0 . 

Г 
2 пл 

On = sag \ Yo ® sin хах (n= 1, 2, еее). 

0 

Решение представляет сумму гармонических стоячих волн, возбужденных задан» 
пыми начальными условиями. 

(с) Свободные колебания круглой мембраны, Поперечные смеще- 
ния Ф (г) В: закрепленной по окружности г = 1, удовлетворяют волновому урав- 

нению y?® — =0 (rf <1), Kpaesomy ycaosuio D = 0 при г ={ и начальным условиям 
сз 012 a0 

ar Mo при. =O (sl) 

Применим полярные координаты г, ф. Так как Ф непрерывна при г =0, то образуем 
суперпозинию решений (51), содержащих только функции Бесселя первого рода, т. е. 

т (7) = Ут (г) (п. 21.8-1). Такие решения образуют характеристические колебания, 

И, заданному краевому условию, если 

Ф = Do (г), 

р — — = (п, т =0, 12, ее =} тп о 
|8
 

где ^тл есть п-й действительный положительный нуль функции Ут (С): эта задача есть 

вадача о собственных значениях. 
Решение представляется в виде суммы характеристических колебаний, 

со CO . 

Dir, og, д = У У Ут (тп) (@ тп с08 тф -- Вии п тф)х 

m=0 n=0 
X(4,,, C08 ck, f+ 6 sin ck ns 

где неизвестные коэффнциенты определяются как обыкновенные коэффициенты Фурье 
при подстановке заданных начальных условий. 

‘10.5. МЕТОД ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 

10.5-1. Общая теория (см. также пп. 8.2-1, 8.6-1, 9.3-7, 9.4-5, 10.4-2, с 
и 15.4-12). Требуется найти решение Ф ==Ф (1, х., ..., хи), удовлетворяющее 
заданным краевым условиям действительного линейного дифференциального 
уравнения с частными производными 

ЧН Фа (ен) ау (и) 52° а (а) OLD = 
x Ox, 

=f (X7,; Xg) cee) п), (10.5-1) 

где 1, — линейный однородный. дифференциальный оператор с производными 
и коэффициентами, содержащими ху, хо, ..., Хл-л», ВО Не хд.
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Для простоты примем х„ изменяющимся в некотором ограпиченном или 
неограниченном интервале (а, 6) для всех ха, хо, ..., Хл_1 Так, что граница $ 
области решения состоит из двух координатных поверхностей (см. также 
п. 10.4-1, с). Уравнение (1) можно часто упростить, применяя линейное интег- 
ральное преобразование ‘5 . 

(ay Xap vey Haat 5) = | K lps 8) @ (ts Hay ener Xn) Mine (10.5-2) 
a 

Ecau sdpo npeobpasoearun K (xp, $) выбрано так, что | 

. д 
Li K (Xn, $) == (А) — Ox, (a,K) +akK= А, ($). К, (10.5-3) 

п ° n : 

1.:* — оператор, сопряженный с Ё, (п. 14.4-3)), то интегрирование по частям 
(обобщенная формила Грина, п. 15.4-3) приводит к возможно более простому 
дифференциальному уравнению 

[L¥-+A(s)] O= 
- =b 

= f (X41, Хо, +... Хи: $)-Р (1, №, „а Мля 5) а (10.5-4) 

д 
Р (ху, Хо, +. Хи; 5) ЕЕ @0 (К an Bez) @, 23) OK 

  

относительно неизвестной функции Ф (ху, хо, ...„ Хп_л; 5), являющейся интег- 
ральным преобразованием искомого решения. Заметим, что новое дифференци- 
альное уравнение включает в себя краевые значения Ф и ОФ/дх„,, заданные для 
Xn =A, хи=) и переменных ду, хо, ... Хил. Метод интегрального прсобразо- 
вания предполагает существование интегралов (2) и сходимость формулы об- 
ращения 

В 
Ф (1, хо, ... х„) = \ H (Xp, 9 Ф (1, №, +. Ап 5) 45, (10.5-5) 

a 

(см. также п. 15.3-7). Табл. 8.6-1 на стр. 257 содержит некоторое число 
употребительных интегральных преобразований и формул обращения. 

Заметим, что в решениях преобразоваиного дифференциального уравнения (4) KOH- 
станты ивтегрировання следует рассматривать как произвольные функции от $. 

Метод интегральных преобразований можно обобщить на дифференциальные урав- 
невия, содержащие производные высших порядков от х,„; кроме того, интегральное 

преобразование можно применять по двум переменным хп, Х_1 Одповременно. Если в вы- 

‚ражении Н (* ‚ 5) допускается б-функция, то формула (5) может приводить к разложе- 

ниям в ряды для Ф в конечном интервале (а, 6) (конечные интегральные преобразова- 
ния [8.5]}. 

10.5-2. Преобразование Лапласа по временной переменной (см. также пп, 
8.2-1, 8.3-1, 9.3-7 и 9.4-5). Задача с начальными условиями для гиперболи- 
ческих и параболических дифференциальных уравнений часто упрощается 
введением одностороннего преобразования Лапласа 

p(s)=\ oe at, 
U 

которое преобразует каждое линейное дифференциальное уравнение с част. 
ными производными с постоянными коэффициентами 

. 02D om VD — ay Se — a, Sa D=/ (r, 2) (10.5-6)
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п повое и, возможно, более простое дифференциальное уравнение 
—- — — om . 

y7@ — (ays? а15- а) Ф=[г, s)— | (aqs-+a) O-+ a | 0-40 (10.5-7) 
‘= 

для неизвестного интегрального преобразования Ф (г, 5) решения Ф (г, 1. 
Краевые условия преобразуются подобным же образом; заметим,’ что ypaBHe- 
ние (7) включает в себя заданные начальные условия. 

10.5-3. Решение краевых задач методом интегральных преобразований. Примеры 
(см. также п. 19.4-9). Следующие примеры иллюстрируют простейшие применения ин- 
тегральных преобразований к решению краевых задач (см. также [8.5]). 

(а) Одномерное уравнение теплопроводности в случае фик- 
сированной температуры на концах: применение преобразо- 
вания Лапласа. Теорема Дюамеля (п. 10.5-4) сводит важный класс одномерных 
задач теплопроводности к виду 

д?Ф (х, {) 1 9Ф (х, Е 
т = а<х<ь, #>0), 

Ф (х, 0-0) = Dg (xX) (начальное условие), 

Ф (а, j= Фо = с0п${, Ф (6, 1 = Фь= const (130) (краевые условия). 

Днфференциальное уравнение преобразуется к виду 

92Ф (х, $) _ 
дх? 

Если, в частности, Фо (х) = Ф. = соп34, то 

@ (x, 5) = Cr (8) e& VS/V 4 Cy (spe #VS/V 4 SO, 

vi © (x, )=— = (x) (@<x¥ <4). 

rae функции С: ($) и С. (5) должны быть выбраны так, чтобы выполнялись преобразо- 
ванные краевые условия 

_ Фо «= Ф, 
Ф (а, $) = —-, Ф (6, 5) = —; 

$ $ 

Ф (х, ) получается как обратное преобразование Лапласа методами пп. 8.4-2 — 8.4-9. 
В частности, для а = 0, Фи =9, Фо = 0 имсем 

Ф. $1 xV's т со 
= У. at (— . , fmx 
@.(x, s)= 2 —V_, w(x; )=0, x42 > (= 1). (ay/b)? ¢ sin ue 

5 БУ 5 пд j 
sh У. . j=) 

Заметим, что эта задача может быть решена методом п. 10.4-9. 
(5) Задача теплопроводности в случае бесконеч ного интер- 

вала, Применениесинус- и косинус-преобразований Фурье. Ме- 
тоды п, 10.5-3, а также применимы, если а =0, В = 00; 

O2® (x, #) 1 OD (x, f) . ja ро =0 (x>0;2>0), | 

@ (x, 0+ 0) = Dy (x) (х >> 0) (начальное условие), 

со 
{ |Ф(х, дах существует (>> 0) (краевые условия). 

0 

Применяя синус-преобразование Фурье 
со 

ф ($, 4) =V2 \ p (x, t) sinsx dx 

0 

(1. 4.11-3), можно, как в п. 4.11-5, с, получить преобразоваиное дифференциальное урав- 
цепи 

1 0% (5, 1) = =И?: 
ve ap НЯ 90, 0=уУ TsO
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н преобразованное начальное условие Ф ($, 0-- 0) = Ф5 (5). Преобразованная задача 
нмеет решение , 

@ (8, д = Dy (5) e~ VS V2 ys \ Ф, г 1:5 @ 44, 
0 

откуда 
со 

Ф (х, 8 = Vz \ ® (s, t) sin sx ds. 

0 

Если, в частности, задано D, (1) = сопз{ = Фо и @, (x) = 0, To ®, ($) =0и 

  

  

— y252/ aD \ 

Ф (5, peo Vi, Ф (х, p=, (1— ert =a), 

Нсли задано краевое условие 

oom? (> 0) 

(теплоизолированный конец), то применяется косинис-преобразование Фурье 

__ © 

Ф (5, 2) -V2 \ ф (х, 4 со$ sx dx, 

0 

10.5-4. Формулы Дюамеля (см. также п. 9.4-3). 
(а) Пусть Е — однородный линейный оператор с производными и коэф- 

фициентами, не содержащими переменную Ё. Пусть Ф (x, #) есть решение задачи 
с начальными и краввыми, условиями, 

LO+A, (x) 23 — ® A, (x)? ar =0 (0<x<L; ¢>0), 

D(x, 0-+0)=0, 3 op0=9  (0<* <b), (10.5-8) 
2 1 Bm <6 (1) (x=0, ¢> 0), 

и пусть У (х, 2) — решение этой задачи для 6 ({) =1 (#> 0). Тогда 

t t 

O (x, N=V (x, £6 (0-+0)+ | V(x, пифы (У, ат 
6 0 

(OO<x<L; t>0). (10.5-9) 
(b) Решение Ф (г, 2) общего уравнения диффузии 

Vile ФаюФ- ри, 0 (У, #>0, 
Ф (г. 0) = Dy (r) (re V), (10.5-10) 

a2? 4 9m =o ¢, f) (rES, t>0) 

с зависящими от времени, возмущающей функцией {(г, 6) и краевым условием or, ty 
связано с решением Ч (г, {; А) более простой задачи 

у. вам 19% —=[(г, ^) СЕТ, >%. | 

W (r, 0; A) = Dy (r) (re V), 

K+ BY =o Ur, A) (гео, #>0), | 

где | (г, А) иб (г, ^) зависят от параметра ^, и не зависят от времени #. Рещение Ф (г, 8 
получаем из формулы. 1 | 

Ф(г,. = (wv (у a, aD. = (10.510) 
. о _ oo 

(10.5-11)



ГЛАВА 11 

МАКСИМУМЫ И МИНИМУМЫ 

111. ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

Очень широкий класс задач составляют экстремальные задачи, в которых 
требуется найти значения параметров или функций, реализующих максимум 
или минимум некоторой зависящей от них величины. Во многих инженерных 
задачах, например, желательно найти максимум меры выполнения или минимум 
стоимости. Кроме того, можно по крайней мере приблизить решения многих 
задач, выбрав неизвестные значения параметров или функций так, чтобы они 
давали минимум ошибки в пробных решениях; иногда такой прием позволяет 
применить для решения данной задачи мощные методы численных приближений. 

Примеры: решение задач о собственных значениях в теории колебаний и квап- 
товой механике (пп. 15.4-7 и 15. 4-8, b); принципы Гамильтона и Якоби в динамике. 

11.2 ЭКСТРЕМУМЫ ФУНКЦИЙ ОДНОГО ДЕЙСТВИТЕЛЬНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

11.2-1. Локальные максимумы и минимумы (см. также п. 4.3-3). Действи- 
тельная функция |(х), определенная при х==а, имеет в точке а (локальный) 
максимум или (локальный) минимум } (а), если существует такое положитель- 
ное число 0, что при всех Ах=х—-а, для которых выполняются неравенства 
0< | Ах| < 6 и существует значение {(а-- Ах), соответственно !) 

Af = f (a+Ax)—f (a) <0 

Af = f (a+ Ax)—f (a) >0. 
„Если в каждом из этих случаев выполняются нестрогие неравенства (<‘или >), то 

говорят, что функция } (х) имеет в точке а нестрогий максимум (минимум). 

Локальный максимум (минимум) называется внутренним’ максимумом 
(внутренним минимумом) или граничным максимумом (граничным минимумом), 
если соответственно точка а является внутренней-точкой или граничной точкой 
области определения функции f (x) (Nn. 4.3-6, a) ?). 

11.2-2. Условия существования внутренних максимумов и минимумов. 
(а) Если существует; производная {[ (а), то функция [(х) может иметь 

6 ‘точке а внутренний максимум или минимум лишь в том случае, когда 
при х=а 

| Г (9 =0 | (11.2-1) 

ИЛИ 

(необходимое условие экстремума). 
(5) Если существует вторая производная [’ (а), .то ‘функция }(х) имеет 

в точке а 
максимум при р (а)=0‘и /[’(а) < 0, 
минимум при } (а=0 и f’ (a)>0. 

  

1) А} есть приращение данной функции { (х), соответствующее приращению Ах неза- 
висимого переменного x. Приращение Д} есть функция от а и от Ах; его не следует сме- 
шивать с вариацией 6}, вводимой в п. 11.4-1[. , 

1) В формулировке задачи должна быть точно указана область определзния функции 
и. Например, функция {;, (х) == х (-— © <х<- 0) не имеет максимума, а функция 

‚ (&) =х(х < |) имеет при х =1 граничный максимум.
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(с) Более ‘общее утверждение: если существует производная К”? (а) и если 
f@=f" (a)=...=/""- (a)=0, то функция }(х) имеет в точке а 

максимум при п четном и |П’ (а) < 0, 
минимум при n veTHOM 4H f” (a) >0. 

Если п нечетно, то функция }(х) в точке а не имеет ‘ни минимума, 
ни максимума, а имеет т04чку перегиба (п. 17.1-5). 

(Условия, сформулированные в Ъ и с, являются достаточными условиями 
экстремума.) Если `} (а) =0, то во всех случаях говорят, что функция } (х) 
при х=а имеет стационарное значение. 

Примеры. Каждая из функций х?, х%, х8,... имеет при х =0 мииимум, а каждая 
из функций x8, х5, х!,... имеет х =0 точкой перегиба. 

11.3. ЭКСТРЕМУМЫ ФУНКЦИЙ ДВУХ И БОЛЬШЕГО ЧИСЛА 

ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ 

11.3-1. Локальные максимумы и минимумы !). Действительная функция 
(х1, х›,... Жн), определенная при х.=а1, Х›=0@2,... Хи==ап, Имеет в точке 
(а1, а›,... ап) (локальный) максимум или (локальный) минимум [ (аи, ао, ..., ап), 
если существует такое положительное число 6, что при всех Ax,, Axo, ..., AXys 

для которых выполняются неравенства 0< У Ax} Аж-...-Н Ах < 0 и 

существует значение }(а.--Ах:, а--Ах.,... ав-- Ах»), приращение функции 

А (аа -- Ах, dy AX, cory аа-- Ах) (аль а»... ай), (11.3-1) 

соответственно меньше нуля или больше нуля. Локальный максимум (минимум) 
называется внутренним максимумом (впутренним минимумом) или граничным 
максимумом (гравичным минимумом), если точка (41, а2,... аз) является 
соответственно внутренней точкой или граничной точкой области определения 
функции [ (х1, Хо, ..., хп) (п. 4.3-6, а). 

  

Определение строгого и нестрогого экстремима аналогично п. 11.2-1. 

11.3-2. Формула Тейлора для приращения функции. Приращение функции 
АР определясмое соотношением (1), является функцией от ау, ао,..., @ и 
от Ах:, Ах.,..., Ахи. Если функция f (x1, Хо,... Ха) имеет в пекоторой окрест- 
ности точки (41, аз,... а) непрерывные частные производные до второго 
порядка включительно, то 

п 
д 

А} = a Ах; 
i=l i (ат, а, prey a.) 

к of . 

5 213 ii AxjAxp-+o(p%), (11.3-2) 
is=l b= Ox; OX, (27, 2%, v00y 2p 

  
re p=V Ax? + Ax3 +... Ах: (локальная формула Тейлора, см. п. 4.10-5). Члены 

порядка | и 2 относительно Ах; в этой формуле соответственно составляют 
первый дифференциал 4 и половину второго дифференциала 42} функции 
f (%1, Xo) +++) Хп) В точке (а, а,... ап) (см. также п. 4.5-3, 

1.3- 3. Условия существования внутренних максимумов и минимумов. 
(a) Бсли функция | (х1, хз... хп) дифференцируема в точке (а1, а», .. @п), 

то она может иметь в точке (а1, ао, ..., ап) внутренний максимум или минимум 
  

#) См. сноски к п. 11.2-|.
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лишь в том случае, когда ее первый an 4 обращается в этой точке 
в нуль, т, е, когда ai а 

Fe, 08 55.0,» а. =0 (11.3-3) i= 

при х1=ар, Xj = 035 voy Xp = Ay (NEOOXODUMbIE условия экстремума). 
(b) Ecau * функция Е. х,..„ Ал) имеет в некоторой окрестности точки 

(ат, а5,... Qn) непрерывные вторые частные производные и если в этой точке 
выполняются необходимые условия (3), то в случае, когда второй дифференциал 

“ey у авт. AxjAx, (11.3-4) 
1=18—1 | (21; 43, ... @п) 

есть отрицательно определенная квадратичная форма (п. 13.5-2), функция 
(1, Xo, 02-5 Xn) имеет в точке (ат, а,..„ а) максимум, а в случае, когда 
этот дифференциал есть положительно определенная квадратичная форма, 
функция | (4, Xo, vee, Xp») имеет в этой точке минимум (достаточные условия 
экстремума). 

Если условия (3) выполняются в точке (а1, ао, ..., аи), то во всех случаях. 
говорят, что функция } (х1, х2,... хп) имеет в этой точке стационарное значение} 
сама точка называется стационарной. 

I] puMep. Найти максимумы и минимумы функции 

2 == 3х3 — х-|- из — Зи? — 1. 

Необходимые условия 
o 

02 Oz 
—_—= 2 — 2= 912 = = ay 9x 1 = и ду Зу би =0 

удовлетворяются здесь при | 

х = 1/3, y=0: х = — 1/3, у=0: х = 1/3; y=2: х=— 1/3, y=2 

Но, разсматривая характеристическое уравнение квадратичной формы (4) (см. пи. 13.4-8 
и > 

(18х — и) (6y —6 — pp) = 0, 

видим, что единствепными экстремальными значениями являются максимум (п: =— 
13 6) 2 = =F 7/9 при х=— 1/3 и у=0 и минимум (и =6, WU, =6) 2 = — 47/9 ры 

ии = 
(с) Если первый дифференциал 4{Ё достаточное число раз непрерывно дифференци- 

руемой функции P(x 1° ~qr ever Xp обращается в точке (а, а», ..., а„) в нуль, а второй 

дифференциал 4? есть полуопределенная квадратичная форма (п. 13.5-2), то характер 
стационарного значения зависит от дифференциалов более высокого порядка. Если же 
42} есть неопределенная форма, то функция { (*1, Хо x) не имеет в точке (а,, а, 

ни максимума, нн мипимума. 
Если из уравнений (3) получена система значений х=а, %y = 4%, 06, = 2%, TO 

Характер квадратичной формы (4) можно определить любым из методов, перечислеиных 
в п. 13.5.6. Можно также исследовать функцию на максимум и минимум, фактически 
вычислив значения f (2, - Ax,, a, + Ax a, -- Ах п) для разумным образом выбранных 

комбинаций приращений АХ, Ax. 

ay 0049 2) 

2, ооо) 

Dr eae, “п. 

11.3-4. Условные экстремумы. Метод множителей Лагранжа. Максимумы 
и минимумы действительной функции f (X41, Хо, .... хп) переменных ду, Хо, .. Хл» 
подчиненных достаточно гладким дополнительным условиям в виде т<п 
уравнений связи 

Py (xy, Аа, 9% зу Xn) =0, Фа (x1, №, eves Xn) = 0, ооо Фт (xy, 5, ооу Xn) =0, (11.3-5) 

в принципе можно найти по способу п. 11.3-3, исключив т из п переменных 
^1, Хи... Хп С ПОМОЩЬЮ уравнений (5). Если непосредственное исключение
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т переменных невозможно или нецелесообразно, | то применяют следующее 
необходимое условие максимума или минимума функции при ограничениях (5): 

aD OD | a® (11.3-6) 

rye | 
т | 

D(X, Xe, eee) Xq) =F (Xz, Xe) 000) Xp) У hy Qj (Xz, Ха, +. Xp)? 
. 1—1 

т параметров А, называются множителями Лагранжа; п--т неизвестных 
м=а; и А, находят из п--т уравнений (5) и (6). 

Заметим, что уравнения (6). представляют собой необходимые условия экстремума 
функции Ф (х!, х., ..., хп), если х1, Хо, .... Хп Считать независимыми переменными. 

Пример. Найти стороны прямоугольника максимальной площади, вписанного 
в окружность: 

x2 + y? — r2, 

Площадь А прямоугольника можно записать в виде: 

A = 4xy. 

D (x, y) = Axy A (x? + y? — 7). 

Необходимые условия экстремума дают 

Тогда 

om - om 
Ox = 4y + 2x = 0 и Oy — Ах -- 2Ау =0, 

так что искомый максимум дают значения А = — 2и х=и= г/у 2. 

11.3-5. Численные методы, Если, как это часто бывает, при отыскании 
максимумов н минимумов функций многих переменных получают сложную 
систему уравнений или если явное дифференцирование затруднено или невоз- 
можно, то экстремумы находятся при помощи последовательного применения 
метода проб. Некоторые важные численные методы для решения такого рода 
задач описаны в пл. 20.2-6 и 20.3-2. 

11.4. ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ, ИГРЫ 

И СМЕЖНЫЕ ВОПРОСЫ 

11.4-1. Задача линейного программирования. 
(а) Постановка задачи. Задача линейного программировапия за- 

ключается в нахождении г переменных Х:, Х.,..., А;, Минимизирующих дан- 
ную линейную функцию (целевую функцию) 

2 F (Xy, Xoy coy Xp) = CX HC Xo fee tC Xp (11.4-1а) 

(или максимизирующую — 2) при линейных ограничениях-равенствах 

апХ! + авХ.--...арХ,=А;  @=12,..4 п) (11.4-16) 

и линейных ограничениях-неравенствах 

AjyXytAjoXg+...- Aj X, = B; (j=, 2, oes my. (11.4-1с) 

Заметим, что не каждая задача указанного типа имеет решение. Рис. 11.4-1 
иллюстрирует один простой пример. 

В типичных приложениях это — задача о пахождении необходимо положительных 
величин Х;, X2, wo, Хр, Т. е. г видов сырьевых материалов («входные» данные), мини-
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мизирующих общую стоимость Ё (Ха, Х., ... Аг) (Ша) соответствующих величин т «вы- 

кодных» продуктов , 

= АнА:-КАрАо-...-Н Арх, (=1,2,.., т) 

с вижнимн уровнями В;, В., ..„ Вт. Имея в виду г условий А, 20 (k= 1, 2, .... Ги 

т ограннчений д; > В; (¢ = 1, 2,..., т), мы получаем A =F + mi ограничений-неравенств. 

Большое количество примеров, рассмотрено в [11.1), [11.2]. 

Множество решений Я; 
5L,+ Ly~Z 3 = 5; 
a ’ т. ‚ т; > 0 -       

       

  

   

  

ее: АО se os 4 “ae 

Множество \: 
решении 

>. Две плоскости 
уровня 

2=3х,* 2х, 

  ! 1 zy 

Munumaretee Gony crys 
Минимельнов Se иде решение (10,0) 
допустимое 
решение (/ 0) 

[0, 0,-5) 

а) | 5) 

Рис. 11.4-1. Множество решений а) на плоскости (Х., Х2), и 6) в простраистве (хи, хе, Хз) 
для задачи линейпого программирования 

2=3X, + 2X2, = min 

при условиях 
My Xp SO х, > Х, 20, vy SH HXy + ХХ, -520 

или . 
2. = 3х: - 2x, = min 

при условиях 
5х, + х. — x, = 5, 4 SO, хх SO, xy SO. 

(5) Задача линейного программирования в стандартной форме. Допустимые 
решения. Задача линейного программирования, сформулированная в п. 1, 
может быть путем введения в случае необходимости вспомогательных пере- 
менных сведена к стандартной форме (основная задача линейного програм- 
мирования): 

Требуется минимизировать целевую функцию 

2a f(t, Xor oor Xq) = CX 4 CoXo- 0 fey Xy (11.4-2a) 

при т < п линейных ограничениях-равенствах 

DjyXy + AjoXeg +... fairy = 0; (i=1, 2,..., т) — (11.4-26) 

.и п линейных ограничениях-неравенствах 

 ¥p 20 (k=1, 2,..., n). (11.4-2c¢) 

Допустимое решение (план) задачи линейного программирования, данной 
п стандартной форме, есть упорядоченное множество чисел (ху, Хз, ..., Хи), УДОВ- 
летворяющих ограничениям (26) и (26); это — точка в п-мерном пространстве.
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Допустимое решение, мипимизирующее целевую функцию (2а), называется оп 
тимальным решением (сптимальным планом). 

Чаще всего оптимальное решение, если опо существует, единственно, 
однако возможны случаи, когда оптимальных решений бесчисленное множество. 

Для существования допустимого решения необходимо (но не достаточно!)» 
чтобы система (26) была совместна. В дальнейшем считается, что.это выпол 
няется; ранг матрицы системы г = т < п. Тогда г линейно независимых y paBe 
нений системы (26) определяют некоторые г неизвестных как линейные функ- 
ции остальных п— г неизвестных — свободных неизвестных (см. п. 1.9-4). 

Фактически выражая все переменные через свободные неизвестные, можно 
прийти к задаче линейного программирования, содержащей п—г переменных 
и п линейных ограничений-неравенств, выражающих неотрицательность исход- 
ных й переменных. 

Допустимое решение, соответствующее нулевым значениям свободных 
неизвестных, называется базисным допустимым решением (опорным планом), 
невырожденным, если все остальные переменные положительны, и вырожден- 
ным, если среди них есть хоть одно нулевое. 

Если существует какое-либо допустимое решение для задачи линейного 
программирования, то существует и базисное допустимое решение. Если, кроме 
ого, целевая функция имеет нижнюю границу на множестве решений, т. е. 
существует оптимальное решение, то существует и оптимальное базисное 
решение. 

Множество всех допустимых решений данной задачи лннейного програм- 
мирования есть выпуклое множество в п-мерном пространстве решений; это 
значит, что каждая точка (Ё1, Е», ... 8л) прямолинейного отрезка, соединяю- 
щего два допустимых решения (х1, Хь, ..., хип) И (Х|, Xo, 222, Xp)! 

Ep = ax, -+(1—a) x, (O<a<scl; k=l, 2,..,., п) 

(см. также п. 3.1-7), есть также допустимое решение. 
Более точно, множество допустимых решений есть выпуклый многоуголь- 

ник или многогранник в плоскости или гиперплоскости, определяемый урав- 
нениями (26) с граничнымн линиями, плоскостями или гиперплоскостями (26), 
как это указано в простом примере на рис. 11.4-1, 6. 

‘Если существует конечное оптимальное решение, то задача линейного 
программирования либо имеет единственное оптимальное решение в одной из 
вершин многогранника решений, либо минимальное значение 2 достигается на 
всем выпуклом множестве, порождаемом двумя или более вершинами (вырож- 
денное решение). 

(с) Двойственность. Задача минимизации 

2=F (xX, X5q very Х,) = CXy+CyXg+...-C-X,= min 

с ограничениями (11.4-3) 
AaXyt Aika 4 АХ, — В; = =0 1=1, 2, sony m), 

Xp => 0 (k=l, Со, eee) Г 

и соответствующая задача максимизации 

ш—б(У,, Уь... Уп) = ВУ! -- ВУ. -+...--ВиУт-== тах 
с ограничениями (11 4 4) 

Ала Ааа. ..-РАтЕТ т m—Ch< <0 (Е = 1, 2, eee, r), 

1 = (i=l, 2... т) 

называются двойственными задачами линейного программироваяия. 
Если одна из задач (3) или (4) имеет конечное оптимальное решение, то 

то же имеет место для второй задачи, причем 

min z==max w, (11.4-5)
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Если одна из задач имеет неограниченное решение, то вторая задача не имеет 
допустимых решений. 

Теорема двойственности позволяет заменить данную задачу линейного 
программирования другой, имеющей мепьшее количество неизвестных или 
меньшее количество ограничений-неравенств, и поэтому используется в неко- 
торых численных методах решений. 

11.4-2, * Симплекс-метод. 
(а) Задачи линейного программирования могут быть решены численными 

методами наискорейшего спуска, указанными в п. 20.2-6, однако симплекс- 
метод извлекает выгоду из линейности выражений (1) и (2). 

В дальнейшем предполагается, что система уравнений (265) линейно неза- 
висима, т. е. что г==шт. Если решение задачи линейного программирования 
существует, то оно достигается в одной из вершин многогранника решений; 
последние могут быть найдены совместным решением т линейных уравнений 
(25) и каких-то п—т уравнений х,=0. Очевидно, что при‘большом числе 
переменных и ограничений этот процесс практически неосуществим ввиду 
крайне болышого числа возможных вершин многогранника решений; симплекс-. 
метод доставляет вычислительную схему перехода от вершины к вершине 
(от одного базисного решения к другому) в направлении наименьшего значения г. 

(5) Применение симплекс-метода начинается с выбора какого-либо допу- 
стимого базисного решения. В принципе это можно сделать так: выбираются 
п—т свободных переменных (свободных неизвестных), а остальные т пере- 
менных (базисные переменные) с помощью последовательного исключения 
переменных (п. 1.9-1 и 20.3-1) выражаются через них. Если базисные пере- 
менные обозначены через х:, х.,... хт, то уравнения (2а) и (26) в резуль- 
тате исключения могут быть записаны в следующей канонической форме: 

Ж1 -|- (91. mawXmar ++. ЗН били) == Ва» 
ха-|- (05, та т-а -Н ++. -Н Чопа) == В», 

У еее вине (11.4-6) 

Хт + (hm, moitmet +++ Omn*n) = Bins 

Z=(VmiiXmsr eee + Van) 20. 

Если все В; неотрицательны, то 

:, i=], » tees , 

umf Bin b= 1, 2 ay m (11.4-7) 
0, 1=т--1, m+2, ones п 

образуют базисное допустимое решемие. 
Произведенный выбор свободных и базисных переменных далеко не очеви- 

ден; процедура, облегчающая выбор начального решения, будет описана в (4). 
Если в выражении для целевой функции 2в (6) все у; неотрицательны, 

то решение (7) есть оптимальное решение (никакое допустимое измепение 
свободных переменных не может уменьшить 2). Это оптимальное решение 
единственно, если все у, положительны. 

(с) Рассмотрим теперь случай, когда решение (7) является невырожденным 
базисным допустимым решением (т. е. Ву, В», ..., Ви > 0, см. п. 11.4-1), 
которое не оптимально, т. е. среди у, есть отрицательные. 

Пусть, для определенности, тк — наибольшее по абсолютной величине 

нз отрицательных Y,. Для получения улучшенного базисного допустимого 
решения в следующий итерационный цикл в качестве базисной переменной 
ВВОДИТСЯ Хх, заменяющее предшествующую базисную переменную х1, которая 

В соответствии с уравнениями 

Хх: =; — 9; кхк ((=1, 2, Ore, m) 

первой убывает до нуля, когда ХК возрастает от нулевого значения (это
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возможно тогда, когда среди &;к есть положительные). Значит, индекс / ассо- 

циируется с наименьшей возможной величиной (обязательно положительной) 

  

By 
X= а7К . : ° (11.4-8а) 

Улучшенное базисное решение дается равенством (8а) и 

—@ их 20 1=1,2,..., 7; заметим, что х‚=0), - 

= к И т-+-2, п, #3 К, (1480 
При этом | | 

By 
c= 2 -НУкхк= РК аук < Zo 

Теперь введение | 

By 1 С 
= ках хи У, Oh 7 5X j (11.4-9) 

jo==m-+il 
IRK 

в систему (6) приводит ее к канонической форме относительно новых базисных 
переменных. | 

Замечание. Симплекс-метод пе реализуем, если все к Неположи- 

тельны; тогда целевая функция 2 не имеет нижней границы на множестве 
решений. 

Полный симплекс-алгоритм можно ‘удобным образом табулировать в виде 
симплекс-таблицы и осуществить с помощью „электронных вычислительных 
машин; обычно оптимальное решение достигается за конечное число шагов. 

X,A 

+ 

Минимальное 
болустимое 1 
дещение   
  

Xs 

  

Рис. 11.4-2. Множество решений в пространстве (Х;:, х.). 

Если в процессе вычислений базисные переменные соответствуют выро- 
ждающемуся базисному допустимому решению (т. е. одна из базисных перемен- 
ных возвращается к нулевому значению, см. п. 11.4-1, 5), дальнейшее уточнение 
значения целевой функции, в принципе, прекращается; однако в практических 
задачах это встречается редко. . 

Можно распространить симплекс-метод на случаи вырождения посредством 
малых изменений данных коэффициентов (метод возмущений). | 

Пример (рис. 11.4-2). Задача минимизации функции 

] ] 
2=7 Х: tz Xo
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с ограничениями-неравенствами 

5Х. + Х, —5 20, Х: > 0, 

2х. 5х, —10>0, Хх, >0 

путем введения вспомогательных переменных 

Хх! = Ха, Хо —=5Х + Х.-—5, Хз =2Х.а -Н5Х, — 10, Хх. = Хз 

преобразуется к стандартной форме 

1 1 
eat + 5 Ха == min, 

541 — 2 -- Ха ==5, 
2х1 — хз -- 5Ха =10, 

Х1, Хз, Хз, Хь > 0, 

Отправляясь от х! и х›, Kak базисных переменпых (первая вершина справа на 
рис. 11.4-2), получаем каноническую форму задачи: 

n-5 жа ==5>0, 

23 
№ жж = 20>0, : 

242 ==3Зх: — 7x, + 30. 

Коэффициент при х. в последнем выражении отрицателен, целевая функция убывает 
при возрастании х.. При этом возрастании первой обращается в нуль переменная ха. 
Таким образом, х. заменяет базисную переменную х., К ==4, [=2и 

20 40 15 
= = =—— = = X, == 0, №4 23 23 › 1 53° Хз 3 

2 

Новая каноническая форма задачи относительно х:, х. есть 

| | 5 1 15 
#1 — 53 %2 + 93 %3 = 93 > 9 

2 5 40 
4 | 93 *2 — 93 *8= 53 > 9, 

12-232 == 7x, + 17x, + 205. 

В целевой функции коэффнциенты при свободных переменных х,, х. положительпы; 
значит, получено единственное оптимальное решение 

Sent me ee —_ 205 
min 12-237 276° 

(9) Использование искусственных переменных для начала симплекс-про- 
цедуры. Симплекс-метод, как описано, предполагает; что подходящий выбор 
начальных базисных переменных ху, Хо, ..., хт сбразует некоторое базисное 
допустимое решение-с В!:, Во, ..., Вш = 

Указанный выбор не очевиден. Нижеследующая процедура может ‘быть 
применена для начала решения; она же позволяет установить существование 
допустимых решений. 

Рассмотрим задачу линейного программирования в стандартной форме (2) 
и будем считать, что уравнения (25) записаны так, что все р; 0. Введем т 
искусственных переменных Хил, Хл-о, ‹.., Алдт И решим вспомогательную 
задачу о минимизации линейной формы 

: W=Xnirb Xa + Xn (11.4-10а) 
при условиях | | 

ал 1 AygXq-f ee Anka t+ Xng1 = 91 = 0, | 

Aqy%1 + AagXo-f- «66+ Gonkn+Xnyo= bo SO, 
ооо еее ооо новее. i (11.4-105) 

атлха + OmoXe +... Omninttnim= bone 9, 

хр >20 (=12,..., Пт).
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Принимая ху, х., ..., хп за свободные NepemMeHHble, 4 Xpsi, Xp4gy ees Xnam — 
за базисные, получаем базисное допустимое решение вспомогательной задачи: 
х:=0 для lxi<cn 4a &п4)==0; для | <]= т. Применяя симплекс-метод, 
находим оптимальное решение вспомогательной задачи. Если это решение 
таково, что шп =0, т. е. все хлд1, ..., Хит равны нулю, то оно определяет 

допустимое решение исходной задачн. Если же для оптимального решения 
“тт > 0, То исходная задача пе имеет допустимых решений. 

11.4-3. Нелинейное программирование. Теорема Куна — Такера. Если линей- 
ная целевая фувкция и/или одно или более лннейных ограничений в задаче 
линейного программирования (1} заменены нелинейными относительно перемен- 
ных Хь, то имеет место задача нелинейного программирования. Такая задача 
возникает, например, если границы множсства решений и/или "линии уровня 2 
на рис. 11.4-1, а заменены кривыми. 

Задачи нелннейного программирования представляют практический инте- 
рес, но, за малым исключением, поддаются лишь численным методам решения 
(п. 20.2-6). ` 

Необходимое (но не достаточное) условие максимума функции 

z=f (x1, Noy soe Xn) | (11.4-11) 

при условиях-неравенствах 

Pi (x1, XQ, sae, Xn) <0 ((=1, 2, easy M) 

заключается в существовании т--1 неотрицательных множителей Лагранжа 
№, №, ...) Ап (см. п. 11.3-4), не равных одновременно нулю и таких, что 

А; =0 (=0, 1,..., т), 

Nii = 0 (i=1, 2,..., m), | 

у, (11.4-12a) m 
OQ; 

t 
№97 > hi Ge, =0 (k=1, 2, ..., п). 

i=] 

(Теорема Ф. Джона; функции и $; предполагаются дифференцируемыми.) 
В условиях (12а) 5 положительно и может считаться равным единице всякий 

  

раз, когда существуют п действительных чисел (ул, у, :.., Уп) таких, что 
для рассматриваемых значений х1, №, +...) Xn 

у a0, | < 0, если ;—линейвая функ- 
ция в некоторой окрестности 0,8 | р P (11.4-126) 

k=] (x1, №, о. Хп), 

i=1, 2,..., m 1 < 0 в остальных случаях 

(формулировка Эйбеди теоремы Куна -- Такера). 
11.4-4. Введение в конечные игры двух партнеров с нулевой суммой. 
(а) Игры с чистыми стратегиями. Конечная игра двух парт- 

неров с нулевой суммой есть модель конфликтной ситуации, характеризуемой 
конечной матрицей выигрышей 

ат ао с. Am 
gy Qgo ene Qom , (11.4-13) 

Qny Ang «ee Anm 

где аз, — (положительные или отрицательные) выигрыши игрока А у игрока В, 
если А выбирает #{-ю из п чистых стратегий Sy, So. ..., Sy, Удобных для 
него, а В выбирает Ё-ю из т чистых стратегий $5,, $0, ..., Эш, ВОЗМОЖНЫХ 
для иего, Ни один из игроков не знает выбора другого.
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Заметим, что сумма выигрышей обоих игроков равна нулю при каждом 
ходе (отсюда и название —игра с пулевой суммой). Игра симметрична, когда 
т=пи ар; = —а» для всех [, А. 

Для выигрыша максимизирующий игрок А выбирает #-ю строку матрицы 
выигрышей с тем, чтобы максимизировать пп а;», тогда как минимизирующий 

k 
игрок В должен минимизировать тах а;›. Для каждой заданной матрицы (13) 

i 

max min a;, < min max ajp. (11.4-14) 
i sek ki 

Если обе величины в (14) равны для (не обязательно единственной) пары 
i=J, k—K, то говорят, что игра имеет седловую точку или решение /, К 
и (единственную) цену аук. 

Оптимальные стратегии для такой игры не имеют смысла, если игрок А 
знает предстоящий ход В, и обратно. 

(6) Игры со смешанными стратегиями. Смешанные стратегии определяются 
с помощью вероятностей (п. 18.2-2) ру, р», ..., В,» приписываемых игроком А 
его п возможным стратегиям $,, 5., °..., э„, И вероятностей ру, ро, ++.» Рир 

приписываемых игроком В его стратегиям Эр» 90, +. 5, 

[3 = Zvi} 
В игре со смешанными стратегиями А стремится максимизнровать минимум 

математического ожидания (п. 18.3-3) 

min ХМ Ури 
р], ро, eee, Pin i=] k= | 

посредством выбора ру, ро, ..., р», тогда как В cTpeMHTCA MHiHMM3HPOBaTb 

mx 3} SY ayo 
Pye Poy eves Py i=l kal 

путем выбора ру, ро, ..., Dine 

Для любой заданной матрицы выигрышей (13) 

max , min у > QipP Pp |= 
Py Po, coop Py Pie ро, Goon Pin ЕЙ == 

= min max у у Q;,P Pp (11.4-15) 
Dis PQ, vee Pm LOI Par re Pn iL SI 

(теорема минимакса для конечной игры двух партнеров с нулевой суммой 
выигрыша). Общая величина (15) называется ценой о игры. 

Каждая конечная игра двух партнеров с нулевой суммой имеет по меньшей 
мере одно решение, определяемое оптимальными стратегиями ру; ро, ..., Ри; 
Ру, Ро, eoey Pin 

Возможны и несколько решений, но цена игры необходимо единственна. 
Безобидная игра двух партнеров с нулевой суммой имеет цену, равную нулю. 

Пример. Известная игра «герб-решка» имеет матрицу выигрышей 

о 1 го)
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в которой стратегия.] для каждого игрока есть решка-герб, а стратегия 2 — герб-решка. 
Игра симметричная, безобидная н не имеет седловых точек. 

Решение: P, =p = 1/2, ро ==Р. == 1/2. 

(©) Связь с линейным программированием. Игры со сме- 
шанными стратегиями привели к развитию некоторых приближенных методов, 
однако наиболее важные приложения связаны с линейным программированием. 

Решение данной матричной игры не изменяется от прибавления ко всем аз» 
одной и ТОЙ Же‘ положительной констаиты а, так что не будет ограничением 
рассматривать игры с положительной ценой и > 0. В этом случае оптималь- 
ные стратегии р., Ро, -.., Ры и Ру, Ро, -.-, Ри и цена о конечной игры двух 

партнеров с нулевой суммой с заданной матрицей выигрышей (13) есть 

pj=voX,; (i=l, 2, ..., n), 

Pp=vY, (k=l, 2, eee) т), 

] 1 
— — — — = , 

“min Wimax 

(11.4-16) 
  

  

20€ Zins Wray» Ар У, определяются как решения двойственных задач линей- 
ного программирования (п. 11.4-1): 

z= X,+Xo+...-X,=min 

с ограничениями 

Ха -Назь Ха-|.-.-НапЕХи = 1 (Е =1, 2, ...) т), 

Х; =0 (1=1,2,..., п), и 

ш=— У, -- Yo... Y = Max 

с ограничениями 

ай 71-РаьУ2--...-НатУ т = 1 (=1,2, ..., П), 
У =0 (Е =1, 2, Cary m). 

11,5. ВАРИАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ. МАКСИМУМЫ И МИНИМУМЫ 

ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

11.5-1. Варнации. 
(а) Вариация ду функции и (х) переменного х есть функция от х, опреде- 

ляемая при каждом значении х как разность дбу=У (х)— и (х). новой функ- 
ции У (х) и функции у (х). 

Вариацию бу, вызывающую изменение функционального отношения между 
у и х, не следует смешивать с приращением Ау значения данной функции и (х), 
вызываемым приращением Ах независимого переменного х (п. 11.2-[) | 

(5) Если дана функция Ку: (х), уз (х), .... уп (х); х|, то ее приращение, 
соответствующее вариациям бу1, ду, ... бу» функций и, (х), уз (Хх), .. Уп (Х), 
есть 

AF =F (y,+6y1, yat Oye, sees Yat Ons х)— Е (46 1, ... ут Хх). (15-0 

Если функции у (х) и ду дифференцируемы, то вариация ду’ производной 
у’ (х), вызываемая вариацией ду, есть 

by 5 “ан, (8) = У’ (ХУ (4). | (11.5-2) 

Если дана функция Р [у, (*), уо (х), coer Yn (4) и: (х), 12 (х), „пуп (Хх); Хр, 
то ее приращение, соответствующее вариациям бу, ду, ..., буи, есть 

AF =F (y+ Oy, Yat Oye, +.> Увы и -Е ди уз биз» +. у -Е бу 2) = 
| —Р (ил, У» +2 Уп Ир У» +в Им Х). (11.9-3)
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(с) Если функция ЁР имеет в некоторой области непрерывные частные 
производные второго порядка, то ее приращение, определяемое равенством (3), 
можно представить в виде 

re S| 
i=] i 

aF oF OF by, oF by" и Wray uit + 

  

  

| a | 

+= биг биь 2 ви, бу Ро бу, бут -Но (7), (11.5-4) 
ру Oy; Oy, бут ду; ди, У Yat 5 дуь Yi Yk +0 (9") 

rye 
  

2 

р==/ $1 -- би" -Е вуз ву. -...-Н ву би, (п. 4.10-5). 

Члены степени | и 2 относительно фу ни бу’ в формуле Тейлора (4) соответст- 
венно составляют первую вариацию ОЛ функции ГР и половину второй ее вариа- 
ции 022. 

(4) Определения и формулы пн. 11.5-1.а, Би с без изменений перено- 
сятся на функции у’иу; и Е двух и болышего числа независимых перемен- 
пыХ `Х1, Хо, ... 

11.5-2. Максимумы и минимумы определенных интегралов. В то время как 
теория обыкновенных максимумов и минимумов (пл. 11.2-1 —11.3-5) имеет дело 
с неизвестными значениями независимых переменных х или х; соответствую- 
щими максимумам и минимумам заданных функций, предметом вариационного 
исчисления является отыскание яеизвеетных функций у (х) или ц;(х), реали- 
зующих максимум или минимум определенных интегралов вида 

хр 
l= | Fly (x), y' (x), x] ax (11.5-5a) 

ИЛИ * 

XP 

= АР (%), из (х), cos Yn (X)3 YT (Xs YS (XD) veer Yh (X)3 x] dx, (11.5-58) 
Xo ` 

где Е— данная функция, причем заданы конечные пределы интегрирования 
%, Хр И граничные значения У (0) 9 (ХЕ) или и; (%5), 9; (ХЕ). В других зада- 

чах пределы интегрирования и/или граничные значения также неизвестны и 
нуждаются в определении. / есть функционал (п. 12.1-4), определенный на 
соответствующем множестве функций. 

Определенный интеграл (5) имеет сильный максимум или сильный минимум 
для данной функции у (х) или данной системы функций и; (х), если существует 
такое число > 0, что 

ХЕ ХЕ 

Ales A } Рах =в \ AF dx <0 или AI>O (11.5-6) 
Xo Xo 

для всех вариаций бу или для всех систем вариаций бу;, для которых соот- 

ветственно 0 < |6у| < или О< У бу -- 83 -...-- 6/2 < при юз хх. 
Интеграл / имеет слабый максимум или слабый минимум, если неравен- 

ство (6) выполняется для всех вариаций ду или ду;, для которых соответст- 

венно 0< Узи ди" <= или 0< Узи by? +... + by? + by? <= при 

Ко =; Хх SX pe. ‘ . ‘ . 

Условия слабого экстремума' сужают множество допустимых функций срав- 
нения; поэтому сильный максимум (или минимум) является в то же время и 
слабым максимумом ` (или ‘минимумом). - 
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Пусть область значений допустимых функций у (х) или и: (x) удовлетворяет нера- 

венствам типа 
у (х) = а, (ит, У, oorg Yn) = 0. 

Тогда, если значения функций р(х) или у; (х), реализующих экстремум интеграла J, 

лежат внутри области значений, то говорят о внутреннем экстремуме; если же эти значе- 
ния полностыо или частично лежат на границе области значений, то говорят о граничном 
экстремуме. 

В большинстве приложений функции и (х) или и;(х), дающие максимум 
или минимум интегралу (5), должны выбираться не среди множества всех воз- 
можных функций от х, а лишь среди множества функций определенного класса. 
В дальнейшем всюду, где это необходимо, предполагается, что рассматриваемые 
интегралы существуют и что 1) функции, дающие максимум или минимум инте- 
гралу, выбираются среди множества всех функций, имеющих на рассматриваемом 
промежутке или области непрерывные вторые производные, и 2) каждая подынтег- 
ральная функция ЁР имеет непрерывные вторые производные. 

11.5-3. Решение вариационных задач. Функции и (х) или у; (х), реализую- 
щие максимум или минимум данного определенного интеграла, могут быть 
найдены 1) как решения дифференциальных уравнений, получающихся из усло- 
вия ОР=0 (пп. 11.6-1 —11.6-7), или же 2) «прямыми» методами, описанными 
в пп. 11.7-1 — 11.7-3. 

Нетривиально замечание, что задача рассматриваемого здесь типа может 
не иметь решения. Для каждого решения, полученного с помощью необходи- 
мых (но не достаточных) условий пп. 11.6-1 —11.6-7, должно быть проверено, 
действительно ли оно обладает свойствами максимума или минимума. Неко- 
торые достаточные условия существования экстремума определенных интегра- 
лов рассмотрены в п. 11.6-9. 

11.6. ЭКСТРЕМАЛИ КАК РЕШЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ: КЛАССИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ 

11.6-1. Необходимые условия максимумов и минимумов. 
(а) Необходимым условием существования максимума или минимума опре- 

деленного интеграла 
ХЕ 

T= \ Fly (x), y' (x), x] dx (11.6-1) 
Xo 

при фиксированных ж и хр является равенство 

Е OF “FF d (OF OF 
6/ = \ OF dxe= 5, by — \ [= )— 95 би ах =0 

Хо № Xo . 

для произвольно малой вариации бу. Поэтому каждая функция у (х), реализую- 
щая максимум или минимум этого интеграла, должна удовлетворять диффе- 
ренциальному уравнению 

ОА 2 2 2 £5) Sm Biv +p tale H—0 (ва 
(уравнение Эйлера). 

Общее решение уравнения (2) содержит две произвольные постоянные 
(ссли Ру = 0); они определяются из того, что функция у (x) либо принимает 

заданные граничные значения Y (Xo) и/или У (ХЕ), либо же удовлетворяет 

каким-либо другим условиям, определяющим ее граничные значения (п. 11.6-5).
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‚ .Приведенное условие является необходимым условием слабого экстремума, а зка- 
чит, и сильного. Отметим, что достаточные условия слабого экстремума менее огравичи- 
тельны, чем сильного (п. 11.6-10). 

(5) Точно так же каждая система из п функций ил (х), у» (х), oo Yn (%)s 
реализующая максимум или минимум определенного интеграла 

ХЕ 

= }Е[уч (%), уз (), +. Yn (Ds Yi Dr Ye (Xr vr ур (о: ах, (11.6-3) 

болжна удовлетворять системе п дифференциальных уравнений 

4 [99 0 6-4 Tk (5) ди; =0 1=1,2,..., n) (уравнения Эйлера) (11.6-4) 

и некоторым заданным граничным условиям (см. также п. 11.6-1, с). 
Функции у(х) или у; (4), удовлетворяющие уравнению или уравнениям 

Эйлера для данной вариационной задачи, называются экстремалями рассмат- 
риваемой задачи; они образуют 2п-параметрическое семейство. 

(с) Дальнейшим необходимым (но не достаточным) условием максимума или мини- Ир 7 
мума {Г является то, ито на экстремали матрица OF соответственно неположи- 

| Oy ,OY p 
тельна или неотрицательна (п. 13.5-2) (условие Лежандра). В одномерном случае эти 

2). 2 
<= = . > диз < 0 или ay 20 (см. пп. 11.6-7 и 11.6-10). 

Вообще говоря, необходимые условия п. 11.6-1, аиЪ предполагают, что функции и (х) 
или и; (х) дважды непрерывно дифференцируемы, однако это не является каким-либо 

дополнительным ограничением. Бсли интегрируемая функция Е имеет непрерывные вто- 
рые производные, то все непрерывно дифференцируемые функции у (х) или у; (х), реализую- 
щие экстремум интеграла Г. необходимо цмеюль непрерывные вторые производные во всех 

точках интервала (х,, хр), в которых 0°F/dy'? £0 unu соответственно матрица ——|— 

Oy ;0YR 
положительно или отрицательно определенная (п. 13.5-2) (теорема Дюбуа — Реймона). 

(4) Получение условий (2) и (4) из 61 =0 основано на фундаментальных леммах 
вариационного исчисления: 

‘Условия сводятся соответственно к 

      

ХЕ 

1. Если | (х) непрерывна на замкнутом интервале [хо, Хр] и \ f(x) B(x) dx == 0 для 

№ 
любой функции в (Х), имеющей непрерывную производную ц такой, что Е (хо) = £ (xp) = 9, 
то [(х) == 0 на [хо, ХЕ]. 

ХЕ 

2. Если [(х) непреривна на [хо, ХЕ] и ) fix 9 (х) ах =0 для любой непрерывной 

Xo 
ХР 

функции 8 (х) такой, что \ 8 (х) ах =0, то [(Х) является константой. 
- № 

Примеры приложеций, в которых рассматриваются вариа- 
ционные задачи: геодезические в римановых пространствах (п. 17.4-3); вывод 
уравнений Лагранжа из принципа Гамчльтона. См. текже п. 15.4-7. 

Пример. Брахисгтохрона в трехмерном пространстве. Если в трехмерном про- 
странстве задана прямоугольная декартова система координат, причем ось Ох направлена 
пертнкально вниз, то эта классическая задача состоит в определении пространственной 
кривой у==и (х}, 2=24(х), для которой материальная точка, скользя по этой кривой 
без трения под действием силы тяжести из начала координат, достигает некоторой заданной 
точки [хр > 0, у (хр), 2 (хЕ)] за наименьшее время. Так как в силу закона сохранения 

вцергии о 9 

] 1 dx\2 dy dz \' 
a 11 — — — — Ш
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где & — ускорение силы тяжести, то нужно найти минимум интеграла 
oo . р 

— I — 
(Ув = ит ИГ WP + ax. 

x #8 

Уравнения Эйлера имеют вид 

    тяни) тут) ax ya) O*\ th VTP + er 

  
  

или 

у —С1, . = = Cg, 

AVI + Е 7 хе УТ и + 28 

ay 
с 

где с; ис; — константы. Так как == то кривая должна лежать в вертикальной 
2 

плоскости, которая, если задать граничные условия 

и (ХР — Ур. 2 (xp) = 0, 

будет плоскостыо Оху. В этом случае 2’ =—=0и и —с1, Положив, y’ = tglt/2), 
nla VP yo? | 

найдем 
| 

. Хх —=@а (1 - с05 0, где a Bee 

Далее 

и dy =y' dx = tg (t/2) asin t dt =a (i —cos bt) dt 

y= a(t—sint) +2. 

Поскольку у —=0 при х = 0, постоянпая # должна быть равна нулю. Постоянная а будет 
зависеть от значений хри кр. Искомая кривая является циклоилой (п. 2.6-2, в) с осио- 

ванием на оси Оу и точкой возврата в начале координат. 
Замечание. Задача о брахистохроне, как и задача из п. 11.6-3, представляет 

пример задачи на минимум криволинейного интеграла (п. 4.6-10). Задачи этого типа всегда 
можно свести к случаю, когда интегрирование производится лишь по одной независимой 
переменной. 

° 

‚ 11.6-2. Условные экстремумы. Метод множителей 'Лагранжа. Требуется 
найти систему функций у, (х), у» (х),..., Ул (х), реализующую максимум или 
минимум определенного интеграла (3) и, кроме того, подчиняющуюся т < ий 
достаточно гладким дополнительным условиям или уравнениям связи 

Фу(Узь Уз, ..., Ум Х)=0  (]=12,...; тп). .(11.6-5) 

Если невозможно непосредственно исключить т из п переменных ур, вос- 
пользовавшись соотношениями (5), то искомую систему функций yy (x), 
Уз (х),..., Уп (Хх) получают как решение системы дифференциальных уравне- 
ний (уравнений Эйлера) 

4 / дФ ow . . 
22") —=0 (1=1,2,..., п), (11.6-6) 

подчиненное условиям (5), где 
m | 

O=F+ 3 A(x) (11.6-7) 
i=) | 

Неизвестные функции А; (х) называются множителями Лагранжа (см. также 
п. 11.3-4). Если задача имеет решение, то п-т функций у; и А; определя-
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ются из’ п--т уравнений (6) и (5) и. из заданных граничных условий. Диф- 
ференциальные уравнения (6) являются необходимыми, но не достаточными 
условиями максимума или минимума. 

Метод множителей Лагранжа можно применять и в случае достаточно гладких него- 

AOHOMHOLX условий вида 

Oj Wry Yor vers YMG Wy Day ave ves x) =0 = 9,..., т). (11.6.8) 
2 

11.6-3. Изопериметрические задачи. В изопериметрической задаче требу- 
ется найти систему функций у (х), у» (*), ..., Ул (х), реализующую максимум 
или минимум определенного интеграла (3) и подчиняющуюся условиям 

XF . 

У Уре Уз У Уве Уд deep (REL evs 1), (1.649) 
Xo 

где с, —заданные постоянные. Если функции Wp, достаточно гладкие, то при- 
мелим метод множителей Лагранжа: неизвестные функции у; (х), подчиненные 
условиям (9), должны удовлетворять системе дифференциальных уравнений (6), 
где в этом случае 

r 

D=F+ », вт, (11.6-10) 
Е = | 

г мпожителей Лагранжа д» являются постоянными и их вместе с п неиз- 
вестпыми функциями у; (х) паходят из г--п уравнений (9) и (6) и заданных 
граничных условий. 

Прямер. Площаль плоской области, ограпиченной кривой х=х (1), и=и 0), 
можно найти ‹ помощью формулы 

on 
1 ау 

0 

где { — подходящим образом выбранный параметр. Чтобы найти максимум площади 1 при 
дополнительном условии 9 

л 

° [/ах\2, fay\? 
—- —d 2, 

0 

где А — отличная от иуля постоянная, положим 

at am ae) +(z) | 
Уравнения Эйлера (6) имеют вид 

d?x d2y 

dee = % at oh Ge = 9 у 2p 

Заданное дополнительное условие и эти уравнения удовлетворяются при 

1 п. 
-х —= В соз nt Xo та, = + Ho где p= VE, 

т. е искомая кривая есть окружность радиуса Р (см. также п. 11.7-1. 
‚Замечание. Чтобы найти максимум или минимум интеграла (3), подчиненного т 

дополнительным условиям (5) ил условиям (9). пользуются уравнениями (6), где 

Ф==Е+ x Aj (%) Oj + у upp, 

k=l.
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11.6-4. Решение варнационных задач в случае, когда подынтегральная функ- 
ция содержит производные высших порядков. Чтобы найти максимум или 
минимум определенных интегралов вида 

ХЕ . 

[= \ Е (уу, Yor eeey Ул УТ, у, See Yn УГ, уо, и] Yn) Pe 9) dx, (11.6-11) 

x 
. 0 . 

можно все производные выше первого порядка ввести в качестве новых неза- 
висимых переменных, связав их друг с другом и с у, условиями у’ = ау, /ах, 

у; =ду;/Ах, ... В результате необходимые условия максимума и минимума 

интеграла (14) принимают вид 

де __ а /дЕ\ | а: /дЕ\ 4 /дР 
———|(—7)\+-43([=7 ав” +...=0 (¢=1, 2,..., п); (11.6-12) 
Oy, ax \ Oy; dx ду: а Oy; | 

при этом предполагается, что подынтегральная функция является достаточно 
гладкой. Для того чтобы решить задачу полностью, следует еще задать гра- 
ничные значения всех производных до `(п — 1)-го порядка вкллочительно каж- 
дой из функций у;, входящих в РК. 

11.6-5. Вариационные задачи с неизвествыми граничными значениями и 
неизвестными пределами интегрирования. , 

(а) Даны пределы интегрирования, неизвестны гра- 
ничные значения. Чтобы найти максимум или минимум определенного 
интеграла (3) в случае, когда одно или несколько граничных значений и; (хо) 
и/или у; (хр) не заданы и не связаны какими-либо условиями (см. п. 11.6-5с), 

каждое отсутствующее условие заменяется соответствующим естественным 
граничным условием 

oF . . 
== (х==х, и/или х=Хр). (11.6-13) 
Yi . 

Общее число условий по-прежнему равно 2п и позволяет найти 2п произволь- 
ных постоянных, содержащихся в общем решении уравнений Эйлера. 

(6) Даны граничные значения, неизвестны пределы 
интегрирования. Если один из пределов интегрирования, например, хр», 

не дан, но граничные значения у; (х;) даны, то экстремаль у; (х) должна 

удовлетворять соотношению 

п 

OF a “ 

—~ y, —F=0 х=х,). (11.6-14) > EL (ХЕ) 
k=! 

(с) Общее условие трансверсальности. Часто один из пре- 
делов интегрирования, например, х; и/или одно или несколько значений у; (<) 

не даны явно, но известно, что «точка» [*p у (хр), у (ХЕ)ь voor Yn (*-)] удов- 

летворяет п непрерывно дифференцируемым соотнощениям 

61%; ул (Х), +1, Wn =O = (Fl, 2,0, mn). — (11.6-15) 
Предел интегрирования хр и неизвестные функции И: (Х), „+. и; (х), мак- 

симизирующие или минимизирующие интеграл (3), удовлетворяют уравнениям 
Эйлера (4), граничным условиям (15) и условиям трансверсальности. 

ny 
OF 4 9С} 
—- A,—=0 XX ° (11.6-16а 

wait D, 7 oy, C= *e) 
j=!
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для каждого значения UF (ХЕ) не задапного явно, и 

п. п, 
{ OF р -У A,cl=0 б-р, = 1.6469 

у 2” = 
если хр неизвестио. Л у СУТЬ Ny множителей Лагранжа, подлежащие определе- 
нию вместе с л--1 неизвестными у, (Xp) и/или хр из n-+-n,--1 cooTHoute- 

ний (15) и (16). 
Заметим, что уравнения (13) и (14) являются частными случаями уравне- 

ний (16a) и (165). 
В простейшем частном случае п=| и С(х, у) Е у—Фф(х)=0 условие 

‘рансверсальности имеет вид 

Е (х, у, у)-Н [УР (х, у, у’) =0 (x =p). 

(4) Аналогичные методы используются в случае, когда заданы не все гра- 

ничные условия, соответствующие х == №. 

Пример. Минимизнровать интеграл 

(F 
I= С [и (1), и) 2 (1)] ds = 

о. 

tPF 

= се, го. ФУ (2) +(1)+(#) 
fo 

  

[G (x, y. 2 > 97, 

где (Xp) Yo. 20) H (*F. UF, ZF) лежат па двух подходящих (вылуклых)} непересекающихся 

регулярвых поверхностях So u Sp, olpeneseHHbIxX ypaBHeHHSIMH 

Во (х, и, 2) =0, Br (x, y, 2) == 0. 

Здесь условия трансверсальности имеют вид 

ов. Овь | 284 у) 
dx, dy, dz ox ' dy '`д2 (Ole 
dé at'dt ™\ oBrp ОВЕ Bp 

eee § ee J = 
Ox ° Oy 1-52 (= !F), 

т. е, экстремаль пересекает поверхности 5, и 5р ортогонально, 
Если. в частности, С (х, и, 2) ==1, то / есть расстояние между поверхностями и 

экстремаль есть прямая. 
Существование мипимума зависит от специальных свойств (выпуклости) данных по* 

верхностей, 
11.6-6. Задачи Больца и Майера. Функционал вида 

PF 

У = { F [94 Os Hy Oy vee Yq OOF YEO, 99 De wees On (Oi | ах-- 
x . 

" [2 (*=), 25 (ХЕ), ++. , Уп (ХЕ); ХЕ], (11.6-17) 

который максимизнруется на некотором классе функций и; (х) (задача Больца), удовле- 

творяющих заданным граничным условиям (15), может быть записан в виде 

Xp 

= (F +n 41) dx, (11.6-18) 
№
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где Гл--1— дополнительная . функция, удовлетворяющая дифференциальному уравяе- 

HH10-C BSH 
п. 

, Oh + oh | 
In+1= > ay, “e+ dx (%) Sx SXF) (11.6-19) 

k=l 
и граничным условиям . 

Уп--1 (*o) = 0, Yn+1 (*F) —й [94 (*Р), Yo {*F), vans Uy (*F); ХЕ] (11.6-20) 

и; удовлетворяют уравнениям Эйлера для интеграла (18), составленным с учетом 

наложенных связей (ем. п. 11.6-2). Аналогичная процедура используется, еслн дополни- 
тельно даны условия, связывающие граничные значения на конце х == хо. 

Если у; (х) удовлетворяег заданным диффереициальным связям, но Р=:0, так что 

минимизируется или максимизируется только граничная функция #й, то такая задача назы- 
вается задачей Майера, которая будет рассмотрена в пп. 11.8-1 — 11.8-6, посвященных 
теории управления. 

° 11.6-7. Ломаные екстремали. Отражение, преломление и односторопние экстремумы. 
Функции и (х) или у; (Х), максимизнрующие или минимизирующие определенный интег- 

рал (1) или (3), могут предполагаться принадлежащими классу непрерывных функций, 
обладающих кусочно-непрерывной производной (п. 11.5-2). 

  

O2F 
ду’? = 0 или матрица 

д?Р 

# 
. , e ° 

On un au |- полуопределенная для некоторых у.и или (у, Из, +... И И, У в. Ип 

Они могут иметь угловые точки для значений х, таких, что 

или же когда Р имеет разрывы (п. 11.6-Ги 13.5-2). 
Угловые точки, в частности, могут встречаться: 

1. Для некоторых х на иитервале значений х, как это показано на 
рис. 11.6-1, а. 

2. На кривой, поверхности, гиперповерхности 

$ (х, д =0 или $ (х и, №, 00) Yn) =0, (11.6-21) 

пересекаемых экстремалями («преломление» экстремалей, рис. 11.6-1, by, 
$. На границе некоторой области, из которой экстремали исключены по- 

средством ограничений-неравенств 

$ (х, у) = 0 или $ (51 Gyr Yor +s Uy) SO (11.6-22) 

(рис. 11.6-1. си а). 
В каждой «свободной» угловой точке (x, ¥ (х1)] или [хр и; (Xp, Lo (Xs), °, Ид (x,)] 

(см. рис. 11.6-1, а, но не 6; с, 4) экстремали должны удовлетворять соотношениям 

HTH 

Fe x — 0 =f » x | 0 {= l, 2, ease, №, и; 1 ) и 17 ), ’ 623 

. F 4 F . F , F | т , — | od o и — 

AL: pa, | 
k=1 x= x, — 0 k=1 . х =х! |0 

(условия Вейерштрасса— Эрдмана)ь |   
Разбор примеров, соответствующих рис. 11.6-1, а — а, см. [9.3]. 
В случае отражения (рис. 11.6-1, 6) и преломления (рис. 11.6-1, с} экстремалей линия, 

поверхность или гиперпозерхность, определенные уравнениями (21) или (22), являются 
промежуточяыми границами, в точках пересечения с которыми экстремали должны удов- 
летзорять угловым условиям 

  

  

9$ as } 
F +0)—F -— 0) = — A I= —=—- у" (ЕР 0) — Ру’ 1 — 0) = Man x, +0 OL о} =1,2,..., п’ 
п 3 ` n д 

у и -| Уи -+ - 1.628 
k= | x=x,+0 k=] x == xX, —O0 

-8| 
x, +0 Ox x,-— 0)’ |   - 

  

где постоянпая А — множитель Лагранжа.
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3 каждом случае угловые условия дополняют заданные граничные условия для 
пахождення угловых точек. 

случае граничного (одностороннего) экстремума, показанного на рис, 11.6-1, а, 
экстремум может достигаться лишь на кривых, состоящих из дуг экстремалей и частей 
враницы указанной выше области, причем в точках перехода экстремалей на границу онц 
имеют общую касательнию (см. также п. 11.8-5). 

Е 

Замечание. В частном случае Г == \ С (х, и, 2) 4$, 45?`== 4х? -- dy? +dz%, yrao- 

{6 
вые условия соответствуют законам отражения и преломления в оптике, если С (Я, у, 2) 
интерпретировать как величину, обратную скорости распространения света. 

gh yA 

   
        

  

    

  

    
  

5(£,y)=0 

(Zp, Yo) 
1 (1, »Y,) 

| (т; Yr) 
(0,0) т 

vt YA 
| (2,90) 

< (Lgtp) (тр) 

(,,4,) (tps Yr) (у) 

ue Ce 5(1,)=0 с У = 
9 (5,,/)=0 | у   
с) 4) 

Рис. 11.6-1. Экстремали с угловыми точками. 

а) Две бесконечные последовательности кусочно-линейных экотремалей минимизи- 

2 | 
f= Sys yf dx, y (0) = 0, y(2) = 1, 

руют 

Уравнение Эйлера — Лаграяжа определяет семейство экстремалей и = ах -- Ь; где в 
и б находятся из граничных условий и условий Вейерштрасса — Эрдмана, откуда следует, 
что а равно либо 0, либо |. Заметим, что | 

  

92Е 
дут == 12/4 — 12’ --2 

не может обращаться в нуль на (0, 2) и > 0 каждой минимизирующей экстремали. 
. 9"? 

Заметим также, что не существует гладкой экстремали, доставляющей наименьшее знач. 
чепце 4. 

b) Преломление экстремалей. 
с} Отражение экстремалей от граничной линии. 
4) Экстремаль,;. частично всовпадающая с граничной линией. 

11.6-8. Канонические уравнения и Уравнение Гамильтона — Якоби. 
(а) л уравнений Эйлера (4), соответствующих вариационной задаче п, 11,6-1, 6; экви* 

ралентпы 28 уравнениям первого порядка: . 

у oH р’ oH - . 
t = др; ' 4 = oa yy * { — 1, 2, 090 a ° (11 ,6-25a) 

12 ©, Kops uw T, Kops
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относительно 2л функций #р и р) = OF /dy;, где 

Н (ит, с. ео 7 Ил’ Py Ро, еее у Pn? Х) == 

п 
; ‚ ’ ’ 

= У РИ; —Е (и, го, coe, Ут У, Mos ood Yn: . х), (11.6-256) 

{== 

Чей [рук] 40 

(коптактные преобразования, см. также п. 10.2-6 и 10.2-7). Система (11.6-25 а} называется 
канонической системой уравнений Эйлера или кратко каноническими уравнениями. 

Заметим, что условия трансверсальности (13), (14), (16) и угловые условия (23}, (24) 
значительно упрощаются введением функций р; и Н, В классической динамике канони- 

чески сопряженные или присоединенные персменные р; интерпретируются как обобщен- 

ные моменты, а гамильтонова функция Н имеет размерность энергии. В пп, 11.8-1 — 11.8-6, 
в связи с теорией управления, задачи вариационного исчисления переформулированы в 
терминах канонических уравнений. 

Ивогда можно упростить решение задачи введением 2п -- 1 новых переменных И рг 

Н (91, 0ь, ...› Йп; Ру, Бо, +.» 0лз х) посредством канонических пргобразозаний (п. 10.2-6), 
из которых следуют новые каноцические урависпия 

‚ ОН dH 
9; a=, 0; oo (t = 1, 2, eee y п), 

ОВ: 971 

(6) Предполагая, что минимум 

ХЕ 

min J amin fF (fy, Рун, УИ, И, нев И: Х ах = 
Wy (x), Vy (X), coo, Yn (x) xy pie noe п 

=: 5 [4 У (%0), У (0), +** + Un (oye Vi CAF)» Vg (XP) vee Yn (FF) = 
== $ [о И; (Жо), #5 (%0), v1 + Yn (%o)] HS (Ae Vie Voge vere Ya) 

определяет единственную экстремаль при фиксированных Xz, 9; (*F) и переменных 
% =, 9}; (25) = У; (=1, 2,..., п), функция $ (Х. У,. У.,.., Уз) Удовлетворяет 
Уравнению в частных производных первого порядка 

as as 05 as _ 
ах + H (Ут Y5, еее у Yi oY, oY," oro, oY,’ x) = 0 (11.6-26) 

(уравнение Гамильтона — Якоби). 

Обыкновенные дифференциальные уравнения (25а) являются уравпениями характе- 
ристик для (26) (см. также п. 10.2-7). 

11.6-9. Вариациопные задачи в случае нескольких независимых переменных: 
максимумы и минимумы кратных интегралов. Часто требуется найти систему п 
фупкций и (%1, х5,..., Хт), Из (Хь Юр. Xn), coer Yn (Xyy Xay +..» Ат) от т 
независимых переменных х1, х., ..., хт, реализующую максимум нли мини- 
мум кратного интеграла 

[=f ( (Е ах: аж... Чи (11.6-27) 

где Рр—данная функция п-- т--тл переменных у;, хь и у; ь =ду/дх,. При 
втом граница 5 области интегрирования У и граничные значения функций 
и: могут быть как заданы, так и не заданы. Предполагается, что функции и; 
выбираются среди множества всех функций, имеющих в’ И непрерывные вто- 
рые частные производные (см. также п. 11.5-2). 

Если подынтегральная функция Р является достаточно гладкой, то жаж- 
ая система функций у у, ,... Уп, реализующая максимум или ‘минимум
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интеграла (18), должна удовлетворять системе уравнений с частными произ- 
водными 

т 

. 

9 OF OF , 

—— = —— = =], 2, eee 11.6- 

Ho; (aie) oy; ( ‚ п) (11.6-28) 

и надлежащим граничным условиям. Для решения вариационных задач с урав- 
нениями связи применим метод множителей Лагранжа, описанный в пп. 11.6-2 
и 11.6-3. 

‚Если граничные значения одной или нескольких неизвестных функций у; не заданы, 

то следует с помощью условия 6/ = 0 получить естественные граничные условия, анало- 
гичиые уравнениям (13). Пусть, например, в случае двух независимых переменных 
x), Хо граница $ есть регулярная замкнутая кривая, задаваемая уравнениями я =х, (5), 

x =X, ($). где $ — длина дуги. Тогда естественные граничные условия имеют вид 

oF Gey OF | Gq _ = 1. 2 

ди: 48 OY; 48 

  

‚ п). -  (11.6-29) 

Пример. Малые смещения струны длины Г. могут быть описаны функцией у (х, 0) 
координаты xX, измеряемой вдоль струны, и времени #. Кипетическая и потенциальная 
энергия всей струны соответственно равны 

L о L 
m 2 ‚2 

т (и 4х, И | и ах, 

0 0 

где т — масса единицы длины, а О — натяжение струны. Чтобы интеграл 

Е ipl 

"2 — Quy ) dx dt (7 —uy dt == | (mw p— ey ) x 

ly fo 0 

имел минимум (принцип Гамильтона), должно выполняться соотношение 

ae Q ve 

ги = т Ухх, 

являющееся уравнением колебаний струны. 

х11.6-10. Достаточные условия для максимума и минимума в простейшей 
задаче. Пусть функция 

y=y(x) (=p) (11.6-30) 
является экстремалью интеграла О 

[= \-F (x, y, y’) de (11.6-31) 
Xo ` 

при заданных Xo: АЕ И У (Хо) = Ус» у (ХЕ) = 

Дифференциальное уравнение второго порядка 

а , а 2 (Рут) (Ри Ри) 2=0, (11.6-32) 
где вместо уи у’ подставлены их выражения из (30), называется уравнением 

коби. 
Если существует решение уравнения Якоби, равное нулю при х==ху и не 

обращающееся в нуль при хо < Х< р, то говорят, что экстремаль (30) удовле- 
творяет условию Якоби, 

Геометрически это означает, что существует однопараметрическое семей- 
ство экстремалей, включающее данную экстремаль, выходящих из точки 

12*
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(Xo, Yo) и не пересекающихся при xX) <x < Xp, —MNoNe 9KCTpeManeH C NeHTPOM 

в точке (хо, Yo). 
Если для экстремали (30) условие Якоби выполняется и функция 

Е (х, у, у’, р) =Е(х, у, У’) —Р(х, у, P)—(y’—P) Frye (Xs 9, р) _ (1.633) 
(функция Вейерштрасса) 

неположительна во всех точках (х, у), близких к точкам экстремали у=у (x), 
и при значениях у’, Bau3sKux K p=dy/dx на той же экстремали, то эта 
экстремаль реализует слабый максимум интеграла (31), Это, в частности, 
выполняется, если вдоль выбранной экстремали 

Ру’ < О (усиленное условие Лежандра). (11.6-34) 

Если экстремаль удовлетворяет условию Якоби и функция Е неположи- 
тельна при всех (х, и), близких к точкам экстремали, и при всех у’, то эта 
экстремаль реализует сильный максимум. 

Достаточное условие SO получается при выполнении неравенства 
Е-0 (соответственно. Л, 

’  Достаточные условия oxerpentynt B многомерном случае приведены в 
(11.12), [11.13].% 

_ 11.7. РЕШЕНИЕ ВАРИАЦИОННЫХ ЗАДАЧ ПРЯМЫМИ МЕТОДАМИ 

11.7-1. Прямые методы. В каждом из так называемых прямых методов 
нахождения максимума или минимума данного определенного интеграла 

ХЕ , 

[= \ F [y (x), y! (x), x] ах (11.7-1) 

искомую функцию иу(х) пытаются приблизить последовательностью функций 
u, (xX), U, (x), -.., выбираемых так, чтобы все они удовлетворяли гранизным 
условиям, наложенным на иу(х). Каждая функция и, (х) должна быть диффе- 
ренцируемой функцией от х и г параметров @,1, „о, ..., @,;. Последние 
определяются так, чтобы они давали максимум или минимум функции 

  

о 

I, (Gry, Яга, ..., г) ЕЕ | F ju, (x), up (x), x] dx, (11.7-2) 
Xo ° . 

г. е. удовлетворяли уравнениям © | 

ar — 
ба. =0 (i=1, 2,..., r; r=I, 2,...) (11.7-3) 

см. п. 11.3-3, а). 
Для каждой функции у(х), полученной таким путем в качестве предела 

последовательности прибликающих функций и\ (х), и» (х),..., требуется еще 
доказать, что она действительно реализует максимум или минимум опреде- 
ленного интеграла (1). 

Аналогичными методами можно решать вариационные задачи и в случае 
нескольких неизвестных функций (п. 11.6-1, Ъ) и/или нескольких независи- 
мых переменных (п. 11.6-9). Если заданы уравнения связи (пп. 11.6-2 и 
11.6-3), то им подчиняют каждую приближающуюся функцию; максимумы 
и минимумы приближающих интегралов можно тогда находить с помощью 
метода множителей Лагранжа из п. 11.3-4: (см. пример). , 

Прямые методы могут давать числовые приближения и/или точные реше- 
ния. Так-как при условиях, перечисленных в п. 1[1.5-2, решения вариацион-
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пых задач должны удовлетворять дифференциальным уравнениям, выражаю- 
щим условие 6/==0, мо каждый прямой метод решения вариационной задачи 
япляется также приближенным методом решения дифференциальных уравнений. 

Пр име р. Решить изопериметрическую задачу, рассмотренпую в качестве примера 
ви. 11.6-3, приближая х (1 ии (() соответственно последовательностями 

- 
a a) = + У, (4, cos kt -+ 6, sin al), 

k=l 
г 

0, ор = + У, (a, cos &f +B, sin kl) г=Ь о, ...), 
k=l 

так что 
25 

=> ( и, ar “a dt=1 У й (@,В, — В,а,) (r =1, 2, cecde 

0 в =] 

Чтобы найтн максимум интеграла /, при дополнительном условии 

2п 4и_\2 Гао \2 r 
(at) + (GE) | =n Sw Cb bee tok +8) =e 
0 k=1 

применим метод множителей „Лагранжа из п. 11.3-4 и найдем 

Bp + 2h, ka, = 0, a, + 20,48, = 0, \ 
Ral, 2, 2,7) 

—, +2,kb,=0, — by +2, ha, =0, 

при г=1,2,... Чачиная с #& =1, получим №, =1/2, Ву =—фФа: @=8:: при #>1 
а, = 6, = 0, = Bp = 0. В этом примере прямой метод дает точное решение 

xan 2 4a, cost +6; sing, y= 2 —6,cost+ay sint, 

где a2 + 69 = А?. 
11.7-2. Метод Релея—Ритца. В этом методе искомое решение у (х) пытаются разло- 

жить в ряд по полной системе функций Ч, (x) (и. 15.2-4) так, чтобы приближающне 

функции 
г 

си, (%) = 2 Og Wy (x) 

удовлетворяли заданным граничным условиям. Как правило, функции Ф,(»Х) ортого- 

пальны, и таким образом, параметры @,.) = а, не зависят от г (п. 15.2-4), в точности 

так же, как в примере п. 11.7-1. 
Метод Релея — Ритца оказывается полезным для численных решений некоторых 

вадач о собственных значениях в теории колебаний и квантовой механике (см. также 
п. 15.4-7Т).. 

11.7-3. Приближение у (х) полигональными функциями. Решение у (х) можно приб- 
пизить полнгональными функциями и, (х). каждая из которых определяется, например, 

г своими значениями а =, (% -- Ах); а, = и, (% +- 2АХ), ..., @„„ = и, (Жо -- ГАХ) = 
и, (47 — Ах). В этом случае условия (3) дают дифференциальное уравнение (п. 20.4-3)}, 

приближающее уравнение Эйлера (11.6-2) данной вариационной задачи. 

11.8. ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ И ПРИНЦИП МАКСИМУМА 

11.8-1. Постановка задачи. 
(а) Уравнения ‘состояния, управления и критерий. 

В задачах управления состояние динамической (механической электрической, 
химической и Т. д.). системы’ характеризуется п переменйыми состоя- 
иин (фазовыми. переменными) д! (1), : хо (),.,., X%_ (4), удовлегворяющими п
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дифференциальным уравнениям. первого порядка 
dx. 
a =i (хт, Хо, ..., Мп; Ир Из... Ип) (уравнение состояния). ‘ (11.8-1) 

Тиличные переменные состояния — обобщенные координаты и скорости в меха- 
нике, электрические токи и напряжения, концентрации в химии (п. 11.8-3); 
независимая переменная Ё обычно является временем. 

Задача состоит в определении г управляющих переменных (управления) 
ив иь (И (= 2,..., Г) как функций от & в интервале & =» мини- 

мизирующих заданный критерийя-функционал (критерий качества) 

(Е 
Xo (Е) = \ fo (x1, X55 еее у Xn us, us, eee, u,) dt (11.8-2) 

, | | 

(например, цену, среднеквадратическую ошибку, время достижения цели 
ит. д.) и удовлетворяющих неравенствам 

Qy (41, Ug, oe, и,) =0 (j=1, 2, ,..., №), (11.8-3) 

определяющим замкнутую область допустимых управлений И. 
Возможные ограничения фазовых координат (х1, хз,.,., хл) будут рас- 

смотрены в пп. 11.8-1, 4 и 11.8-5. 
Оптимальное управление и,({{) определяет оптимальную траекторию 

х:==х;( в п-мерном фазовом пространстве. Решение такой задачи управле- 
ния требует задания подходящих граничных условий для определения на- 
чальных и конечных значений 4X; (fo), х; (1 =); начальное и конечное время &, ta 
могут быть неизвестными (п. 11.8-1, с). 

(6) Задача онтимального управления и вариационное 
исчисление. Методы пп. 11.8-2 —11.8-5 могут рассматриваться как обоб- 
щенное. вариационное исчисление, применяемое для решения важного класса 
задач, поставленных в п. 11.8-1. На языке предыдущих пунктов х; (1) и и, (1) 
являются неизвестными переменными. 

Например, все задачи пи. 11.6-1 — 11.6-7, связанные с максимизацией или миними- 

вацией интегралов 

ХЕ 
= [Е 2). Ya Os ore Ug у), one ип 9; « ах 

Xo 

при соответствующих ограничениях и/или граничных условиях, формулируются как 
задачи оптимального управления, если произвести замену 

Х=Ь №Е=Ц, ХрЕЁ 

ах , 
== № (1Е), и; @ sex; Os = 0, (1) SS yy (x)  @=1, 2... п), 

В этом часгном случае теория п. 11.8-2 приводит к классическим каноническим уравне- 
ниям п. 11.6-8; этот подход иногда может упростить данную задачу. 

Уравнения состояния (1) являются дифференциальными связями, перемен- 
ные р;, определяемые в п. 11.8-2, суть соответствующие множители Лагранжа. 

Сопряженные уравнения. и принцип максимума, введенный в п. 11.8-2, 
образуют необходимые (но не достаточные) условия для оптимальных ир, х: 
и’в существенном эквивалентны уравнению Эйлера (11.6-4) вместе с усло- 
вием Е —=0 (п. 11.6-10), когда последние применимы. 

Принцип максимума устанавливает условия оптимизации в элегантной, 
удобной и наиболее общей форме, позволяющей непосредственное исследова- 
вие систем с разрывными управлениями (п. 11.8-3).
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(с) Многообразия начальных и конечных состояний. 
Во многих задачах управления вместо задания начального момента времени & 
H пачальных значений х; (15), Хе (4), ... , хь (№) указывается, что начальное 
состояние [х/ (15), хо (5), ...,хл (6)] принадлежит (п—по)-мерному многообразию 
начальных состояний (гиперповерхность, линия или точка в пространстве со- 
стояний), задаваемому уравнениями 

В; [№1 (1), хо (1), ...) п (0]=0  П=Ь 2, ... 0—1). — .(11.8-4a) 

Конечное состояние [*1 (1=)» хз (#2), ---› жп (#8)] аналогичным образом 

принадлежит (п— пв)-мерному многообразию конечных состояний 

бу [х, (6), хо (0), «0+ Xn (D]=0 (1=1, 2,...,Прэп)  (11.8-45) 

В дополнение могут быть даны ограничения-неравенства, определяющие 
соответствующие области в каждом многообразии (4). 

Заметим, что каждое неравенство 

С [*, (2), Xo (4), oot, “п (1 ] = 0, (11.8-5) 

содержащее, например, конечные состояния внутри данной п-мерной области простран- 
ства состояний, в существенном эквивалентно соответствующему ограничению- равенству, 
так как каждая траектория, входящая в область конечных состояний, должна пересечь 
ее границу. 

(4) Непрерывность, дифференцируемость и условия 
независимости (см. также п. 11.5-2). Если не оговорено противное, то 
относительно хр, Ир И ¢ предполагается: 

1. Данпые функции К, |, ... [1 непрерывно дифференцируемы 
по переменным состояния х; и непрерывны относительно переменных 
управления ил. 

2. Функции @; непрерывно дифференцируемы и имеют ненуле- 
вые градиенты. 

3. п, функций В; и п, функций G., определяющие многообразия 

начальных и конечных состояний, непрерывно дифференцируемы; 
их функциональная независимость выражается в том, что ранги 
(п. 13.2-7) матриц [ОВ „/дх; (4o)] И [04 „0х; (1:)] соответственно равны 

ny H Np. 

Все допустимые управления и, (1) принадлежат классу функций с ограни- 
ченной вариацией на интервале (1, 2) (односторонние` пределы существуют 

почти всюду; п. 4.4-8) и кусочно- непрерывно дифференцируемы там, где они 
непрерывны. 

Соответствующие х; (1) кусочно-непрерывно дифференцируемы. Возможны 
менее ограничительные предположения, однако результирующие теоремы ста- 
новятся более громоздкими. 

(е) Обобщения (см.также пп. 11.8-4 и 11.8-5). Оптимизационные методы, 
введенные в пп. 11.8-1—11.8-5, могут быть применены к более общим задачам. 

В частности, 
1. Если одна или несколько данных функций Fi, Qh ф,. Ч", явно зависят от независн- 

мой переменной { («неавтономные» системы), то Мож Но свести задачу к более простой 
посредством введения новой переменной состояния # =х п" АЛЯ которой 

а ЕЕ x Г) =, Хх, (СЕ) = (11.8-6 
do =! nt: Xn 41 (fo) =o “naa CF) = FF. 8-6) 

Этот же способ применим и в случаях, когда некоторые В; Или G, зависят явно соответст- 

DCIHHO OT я и р. 

2. Если заданы непрерывно дифференцируемые ограничения-равенства, содержащиз 
переменные состояния 

Ф; (^,, Ло, р x) = 0 (7 = l, 2, 1879 т) (11,8-7) 
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и изопери метрические условия 

р. 

1 Wi (Xp, Xqe vee Xp) dE = cy (G=1,2% ..,m) (11. 8-8) 
о 

с кусочно-непрерывно Ддифферевцируемыми 9,, то задача может изучаться с помощью метода 

множителей Лагранжа (пп. 1.6-2, 11.6-3). При этом функция К в критерни-функционале 
(2) заменяется на 

- т’ . 

Fo =f, + x A (2) +, x a: Wp, ` _ (11.8-9) 
j= . 

где A, фи №» суть соответственно переменные и постоянпые мипожители Лагранжа. 

Ограничения на переменные-состояния, включающие также и управление, ‘рассмат- 
риваются в п. 11.8-5. 

3. Критерий-функционал 

ТЕ 
хо (tr) = { F (Xys X gp ney qh Uy Uyy oe ee Up) AEA [X, (tp), ooo д (18) (18-10) 

Zo 

приводится к простейшей форме (2), если ввести 

fy (*y Xo: о Фу xn! Uy Uy, oe ey и) = F +h (2) — h (45)? 

где 
| . , 

| | 

hi Lh [x 0, WO, 0 ty OO] sel Wen) = [х (0), х, Oe wo oe Ay 0] ae ty 

i=] 

(см. также п. 11.6-6). 
4. Если ограпичения (4) на управляющие переменные и, явно зависят от перемен- 

вых состояния х; (включая, возможно, =, .1), то эту зависимость обычно можно 
исключить путем введения новых управляющих переменных. 

Y ример. Ограничение (4) вида 

|} | < 9 (1’ Xgv oo or Xp) 

приводится к форме 
р || =1 

если ввести новую переменную управления VY, полагая и, =—9д (т, А, о в). 

11.8-2. Принцип максимума Понтрягина. 
(а) Сопряженные переменные и оптимальный гамиль- 

гониан. Удобно трактовать критерий -функционал (2) как конечное значе- 
ние х в (=) дополнительной переменной состояния х, (1), удовлетворяющей 

уравнению 
ax, 
Galo (X41, Хо, ..., Ал» ШИ Ио, -oory и) (11.8-12) 

и начальному условию 

| Xo (fo) =0. (11.8-13) 

Необходимое условие оптимального управления выражается принципом 
максимума Понтрягина. Определим п--1 сопряженных переменных ро (2), 
Ра (1), ... Рв (А) как решения (п--1) дифференциальных уравнений первого по- 
рядка 

ap. of . 
aH у a, р  (1=0,1,2,..., пу К << 1), (сопряженные уравнения), 

 (11.8-14) 
причем | 

Ро (Г) = с0оп${ = 0, (11.8-15)
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Тогда оптимальное управление, минимизирующее функционал (2),' реали- 
зуется допустимыми управляющими переменными иг =иь(И, которые макси- 
мизируют гамильтонову функцию 

п 

Н (X41, Xo, coe, X35 Por Pts eves Оп} ИТ» Из» в. up) = У, р, (11.8-16) 

| | | i=0 
для каждого { между 1 и {у более того, 

M (*1, №, eee Ап) Po Pu 0%) Pn) == 

тах 

А Us, , oo ur) cu ff (x1, X93, 2009 Xm} Ply Pay ooey Pns Uj, Ugy vores и,} =0 

(tp Str). | (11.8-17) 

Кроме того, оптимальные х;(Ё) и и’ (В должны удовлетворять данным усло- 
виям (1) и (4) и условиям трансверсальности 

У дв, 
pit D Mp a0 Cat I=L, 2, am), (11.8-182) 

j=l 

п. . 

0G, 

+> Ay = 0 (etfs 11,2, am), (11.8-186) 

соответствующим условиям (4); А’, `А, — неизвестные константы (см. также 

пп. 11.6-5, 11.6-8, 11.8-2, Ь). | 
В предположепиях, указанных в п. 11,8-|, с, сопряженные переменные 

р;(Р должны быть кусочно-непрерывно дифференцируемыми функииями. Они 
остаются непрерывными и тогда, когда | и/или fy, р, ... [п претерпевают 
разрывы на гиперповерхности $, определенной уравнением 

g (x1, Xa, eves Xn)=0, 

где с— непрерывно дифференцируемая функция и }Н имеют односторонние 
производные по ху, х., ...хХн С каждой стороны © (‹отражение» оптимальных 
траекторий, см. также п. 11,6-7). 

‚ При этих. условиях оптимальный гамильтониан .остается непрерывным 
Ha.S, | 

(5) Краевая задача. Условия принципа максимума имеют своим 
следствием соотношения, выражающие каждую управляющую переменную че- 
рез х; и ра: ` 

Up = Up (Xp, XI) eee Xn Pos ру, вое, Pn) (k=1, 2, Bers т). (11.8-19) 

Эти соотношения могут быть получены посредством решения задачи на макси- 
мум [возможно, с ограничениями-неравенствами (3)] для каждого #. 

Задача оптимального управления сводится к решению 2п-|-2 дифферен- 
циальных уравнений (1), (12). и (14) или 

dx, OH dp, 0H 

d= op,1 ae, (EO Te em), (11.8-20) 
следующих из ‘уравнения (17), при указанных выше краевых условиях. Так 
как сопряженные уравнения (14) однородны относйтельно р;, можно произ- 
вольным образом: выбрать константу в уравнении (15) так, что 

О (ty Sh<tp). (11,8-21)
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Таким образом, имеется точно 2п--п,--пр--2 краевых условий (4), (13), 

(18) и (21) для определения 2n-+-2 неизвестных постоянных интегрирования, 
п, {пр неизвестных множителей. Ai, Л} и неизвестного интервала {.—&. 

Недостающие краевые условия получаются подстановкой #={,; в уравне- 

ние (17). Если Ё или Ё; не даны явно, то вводится дополнительная перемен- 

ная состояния па 

im —=1, Хр (6) = 
(см. также п. 11.8-1, е). 

Замечание. Если некоторое краевое условие (4), например С; =0, позволяет 

явно выразить или исключить какое-либо краевое значение, например, ху (=), то py (=) 

не определяется из (4) и (18). В этом случае Л-е уравнение (46) (и, следовательно, 
AJ) и /-е уравнение (185) просто пропускаются. Если, с другой стороны, краевое 

условие переменной состояния, например, x7 (=), остается «свободным» или неопреде- 

ленным посредством соотношений (46), то /!-е уравнение (186) влечет соответствующее 
«естественное условие» — р] (1 Е) —0 (см. также п. 11.6-5). 

Аналогичные частные случаи связаны с уравнениями (4a) и (18а). 

(с) Так как принцип максимума выражает лишь необходимые (но не доста- 
точные) условия оптимальности управления (по этому вопросу см. [11.17]), то 
метод Понтрягина может давать несколько кандидатур оптимального решения, 
либо же решения не существует. 

Решение двухточечной краевой задачи ‘обычно достигается численными 
итерационными методами (см. также п. 20.9-2 и 20.9-3). Помимо этого полу- 
чение максимизирующих функций (19) может быть достигнуто последователь- 
ными приближениями. 

11.8-3. Примеры. 
(а) Навигационная задача Цермело. В стационарном поле скоростей 

У {ox (X1, Xa), Ve (X1, x.) t, где х! и х. — прямоугольные декартовы координаты, движется 
точка с постоянной по величине скоростью У (= + v2 = V?). Alano; x, (0) = 0, x2 (0) =0; 

требуется минимизировать время ‚ 
Е 

to (tr) =tr = | dt (Fy = 1), 
0 

необходимое для достижения заданной конечной точки (х,р, хор) посредством выбора 
u(t) угла между направлением скорости У точки и осыо х,. 

  

‚Уравнения состояния (| V| = У): 

Аха ах Oh = Uy (X1, X2) + V cos u, “iT = Us (X1, Xa) + V sina, at =] (=, 

Отсюда 
Н == р, (01+ V cos a) + Ps (v2 -—+ V sin wu) — 1, 

rye NpHNATO Po = —"l. 
Для максимума Н необходимо выполнения равенств 

с0$ и = — р: ши = — P2 

ИР? -{ р? V 22 + 3 

р: и рз должны удовлетворять сопряженным уравнениям 

ар: —__ до! Ov, dp2 _ — (21 до: Я) 

ар — — (>. бх, + Р: Ox, ' dt дх, ГР Pa ox, 

М = тах H = P10, + PV, — V Vp? + 2: — 1=0. 

в 

Если, в частности, 9; и 9; постоянны, то таковы же ри, р», и; их значения, вместе 
с 2х, удовлетворяют условиям 

xy (0) = 0, хо (0) = 0, x (Е) = ALP) *о (Е) = Ар.



}}.8-3 11.8. ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ И ПРИНЦИП МАКСИМУМА 363 

(b) Простейшая задача регулирования ло быстродействию 

Даиы ху (0), х2 (0) = х, (0) и уравнения состояния 

dx, а. dx, _ ) dx, __ 

Требуется минимизировать время ‚ 

F 

% (tr) =tp =| dt ( =!), 

0 

псобходимое для достижения заданного конечного состояния xy (Е) =, (4F) = x; (‘F) == 0, 

посредством оптимального управления такого, что 

Ju@[<t. 
Максимизация гамильтониана 

Н == рах, -- р:и —1 
ири условии [и| < 1 приводит к управлению 

1 (0.50, п 
и . . 

ар: _ 4 р, — сопз it = 0, ЧЕ. = p1= const, 

так что 
ра =Р, {0), р: = Р: (0) —# р: (0). 

Оптимальные траекторни в плоскости хи, х. суть дуги парабол, соответствующих 
и = 1 ий — — 1. Эти дугн пересекают «кривую переключений», соотвегствующую р. =0, 
и каждая траектория продолжается к началу координат вдоль этой кривой (рис. 11.8-1). 

Каждая траектория зависит от параметров р, {0), р» (0), которые должяы выби- 
раться так, чтобы удовлетворялись заданные граничные условия xy (Е).= хо (Е) — 0. 

Ay била тяги     

  

и | Цель на 
1. врбите 

Ч(ЕЕ) _ 
(ила тяжести Почалеьная 

to Ggtuma 

ate) |   a 
_” 

@ 
    

  

Puc, 11.8-1, Tpaektopuu Ha фазовой плос- Рис. 11.8-2. Геометрия задачи пере- 
кости для простейшей задачи регулиро- вода ракеты с одной орбиты на дру- 

вания. гую, 

(<) Простейшие задачи о переходе с одной орбиты на дру- 
гую и о встрече за минимальное время. Соответственно рис. 11.8-2 дви- 
жение ракеты в вертикальной плоскости в предположении постоянства ускорения. силы 
тяжести (- &) и отеутствия сопротивления воздуха задается четырьмя уравнениями 
состовния 

dx; ах. _Т cos u 

dt "dt omtmt—t)? 

и, 4 Тута 
dt "dt ome +m (t—t) 

KBE XN, X= Xe, YS XG, Y =HX_ — переменные состояния; &, Т (тяга), то (масса ракеты 

ца старте), т < 0 (постоянная скорость расхода горючего) — данные постоянные. 
Гребуется перевести ракету с данной горизонтальной стартовой орбиты 

х (6) = Dolo, x (10) = Uo; 

и (10) = ог. и (4) =0
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на заданную горизонтальную орбиту некоторой цели так, чтобы 

х ((Е) = Е -а, *(1р)=9в 

, у (Е) =УЕ, и (#2) =0. 

Таким образом, решение задачи завершается программнрованием управляющей пе- 

ременной — угла и == и (1) так, чтобы минимизировать общий расход горючего т (к — ry) 

| Е | 
или просто \ 4. 

0 

Так как многообразия начальных и конечных состояний зависят явно от ty 4 tpy Mo 
полагаем х, —= t, dx, /dt =}, 5 (25) = top %5 (‘F) = tp. 

Максимизация гамильтониана 

. T cos tt . Т 31 и Hm pitt pS pst vy [PH р 
Mo + т (t — to) My + mm (tf — to) 

дает ОН/ди ==0 или 
— p,sinu-+- ра с0$ и =0 

и 

Со, и = 4. 
И р? - р УР? Е р: 

Сопряженные уравнения 

ap, _dp3 _ 4рё __ ар __ ар4 __ . 
di dt gp ap PG Ps 

дают 
Px (1) = р, (15), Ра (1) == — р: (№) (ft — fo) + Da (to), 

Рз (1) = Рз (6), ‘ра (1) = — рз (№) Е-— 6) + pg (bo), Ds (t) == рь (to). 

Так как начальные и конечные значения х, у, у фиксированы, то представляют 
интерес лишь условия трансверсальности (18). Имеем 

x (fo) — 9, =0, x (fp) — uptp—a=0d, 

Py (79) FA, = 2% Py (ff) + A, =9, 

или ‚ 

Ps (Fo) ~ Ay % = 9% р, (#5) — Алор ==0. 

Учитывая, что р, и р, постоянны, получаем р! = р, =0. Кроме того, максимальное 
значение гамильтониана равно нулю при # == р; 

— — ap [2 (Fo) 2? (10) 1 PB (fo) (FF — 9)? — 205 (Fo) Dy (£9) EF — 4) ]*/s + то —т (1 — 

-Е &Рз (60) (tF — 1) —ЕР4 (к) —1=0. 

Последнее, вместе с восемью данными начальными и конечными условиями, опре- 

деляют девять величин toe tp, x (fo). x (49) y (45). у (25), 2 (fo) Ps (49). Ра (Fo) и тем са- 

мым все решение. , 
11.8-4. Матричные обозначения в задачах управления. Для задач управления 

удобно использовать матрнчные обозначения п. 13.6-] (а также соответствующие тензор- 
ные обозначения, п. 14.7-7). 

Введем: 

X= x(t) Se {Xp, Xp oy Hy} — mampuya-cmoabey (n + 1)Xt, 
представляющая вектор состояния, 

и = и (#) == { tty, Чье u,} — матрица-столбец гх1, 

.. представляющая вектор управления, 

р= р @ == (Ру, Рр» ++ +s Р‚) — матрица-строка 1Х (п - 1), И 
, представляющая сопряженный вектор 

(см. также п. 14.5-2). Соотношения п. 11.8-1 и 11.8-2 можно записать теперь”в более ком- 

пактной форме; заметим, что > = | ecTb MaTpHua pasMepa (n -+ 1)X(2-+ 1). 
, i
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В частности, имеем 

ах _ } — 0H ( H тояния dé (xX, u) => др. уравнения состояния}, 

ар _ of _ ОН (11.8-22) 
a= р oy === (сопряженные уравнения), 

H (p, x, u) == pi (г‚амильтониан). 

Критерий-функционал (2) может рассматриваться как матричное произведение (вну- 
треннее произведение п,14.7-1) хо =сх матрицы-столбца х и матрицы-строки с=(1, 0, 0, ,.., 0) 
размера 1Х (п -| 1). ` . 

В [11.14] рассмотрен случай, когда критерий-функционал определеи как сх с более 
общей матрицей-строкой с. 

11.8-5. Ограничения-неравенства Для переменных состояния. Угловые условия 
(см. также п. 11.6-6). 

(а) Если область Х допустимых систем состояний (о, Xr sess xp) ограпичена нера- 

венствами 
$; (Xo Яр +, Яд: Иль Ид +, и,) =0 (f=1, 2, ..., т), (11.8-23) 

Sp непрерывно дифференцируемые функции, зависящие от управления в процессе о5ра- 

зования оптимальной траектории (см. Также п. 11.8-1, е), то теория п. 11.8-2 остается 
без изменения для траскторий или их частей, находящихся внутри замкнутой области 
Х, определенной уравнениями (23). 

Для траекторий и частей траекторий, находящихся на границ? Х, по меньшей 
мере одпо из ограничений (23) превращается в равенство. Для простогы рассмотрим 
граничную область Р‹, определенную единственным уравнением 

5(хь, Ху +, Мл: Шь +, и,) =0. ` (118-24) 

В этой области применим метод множителей Лагранжа пп, 11.6-2 и 11.8-1,е; таким обра- 
зом, кажкая оптимальная траектория удовлетворяет уравнению {24} и соотношениям 
п. 11.3-2, а с заменой | иа 

Е) = fy + A(t) S, [(Xp» Xe %)EDS], (11.8-25) 

где ^.-- множитель Лагранжа: 
Аналогично р может быть заменена в О $ одним из следующих выражений: 

п 

_ b) asl(k—}h 

FyosiptuMs=ftum S) ———I, 
. i=0 ‘ | 

[(^о, “у one » *,)EDs, Ё = l, 2, eee 9 п}, - (11.8-26) 

где 

dS . 0$ | (0) < — (dy SO бо fa 8- $0) =$5=0 $5 a =, 5 0, ... (11.8-27) 
i= 

й (1) — миожитель Лагранжа. ‚ 

(4) Если $(К) есть первая из функций (27), содержащая управляющую перемен- 
ную и явно, то неравенство $ < 0 называют ограничением-неравенством К-го порядка. 

этом’ случае оптимальная траектория, входящая в граничную область Вс, опре- 

деленную уравнепием (24), изнутри Х в момент # =й должна удовлетворять угловым 
условиям (условиям скачка) 

  

K—2 astk) as(K—1) Pi (4, — 9) =P; (8 + 0+ di “дя: 1 КО ая =: (11.8-28 
= 

= 
sly ( oor ) 

. . (é=1, 2, ore » n), 

B t,o = Ну, о, | 
где постоянные у, — мпожители' Лагранжа, 6 — произвольная постоянная, 

Оптимальная траектория, покидающая граничную область состояний в момент & = 1; 
в первый раз после вхождения в нее при Е =, должна удовлетворять угловым условиям 

9$ (К—1) 
РР щи ИНЬ № =, т, (11.8-29) 

H t= t,—-0 = 1 |p 7,40,
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‚ Произвольную постоянную 6, встречающуюся в обонх уравнениях (28) и (29), обычно 
полагают равной нулю, так: что Р; (¢) непрерывны в точке выхода. Если оптимальная 

траектория преломляется в граничной области Д‹, соответствующей единственному 
ограничению (24), To & == и угловое условие (28) выполняется с 8 =0. 

Если единствеиное ограничение (24) заменяется двумя или более такими ограниче- 
ниями, члены, соответствующие новым ограничениям (с дополнительными множителями), 
прибавляются к каждой сумме в уравнениях (25), (26), (28) и (29). Случаи явной зави- 
симости от времени изучаются способом п. 11.8-1,е. 

С aa чание. Относительно угловых условий (28), (29) в специальных случаях 
ем. [11 

11.8-6. Метод динамического программирования (см. также п. 11,9-2), 
Если задача оптимального управления, поставленная в п. 11.8-1, определяет 
единственную оптимальную экстремаль для фиксированных х, (1) и переменных 

x; (to) = Xi (f=1, 2, oy 2); 

го минимум критерия-функционала 

tr 
min X1, Xo, vovg Xni Uy, Udy oes u,) dt = и; ©, u, ©, woe oy 2 an 1 2 ; 3 r) 

= § [%4 (1), хо (to), wong KX, (t,); Хх (2), хо (tp) ne x, (Ев) == 

==3 (Х,, Х., ..., Xn) . (11.8-30) 

удовлетворяет. уравнению с частными производными первого порядка 

? 0S | 
M (Xz, Xa, very Xn} a ок, oe) =0 (уравнение Гамильтона — Якоби), 

(11.8-31) 
где М — оптимальная (максимизированная) функция Гамильтона из уравне- 
ния (17) (см. также п. 11.6-8). 

Обыкновенные дифференциальные уравнения (20) суть соответствующие 
уравнения характеристик, и способ получения их решений из полного инте- 
грала уравнения (31) известен (п. 10.2-4). 

Динамическое программирование «погружает» данную задачу оптималь- 
ного управления в класс аналогичных задач с различными начальными коор- 
динатами. 

Уравнение с частными производными‘ (31), которое дает решение для 
всего указанного множества задач, выражает тот факт, что каждая часть 
оптимальной траектории. оптимизирует критерий-функционал для соответ- 
ствующих начальных и конечных точек (принцип оптимальности Беллмана), 

Из принципа оптимальности можно получить цельную теорию оптималь- 
ного управления при весьма общих предположениях. 

Вообще же численное решение уравнения (31) при п >? затруднительно 
(см. [11.16] [11.17], где динамическое программирование рассмотрено в более 
общем виде). 

11.9. ШАГОВЫЕ ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ И ДИНАМИЧЕСКОВ 
ПРОГРАММИРОВАНИЕ 

11.9-1. Постановка задачи. Важный класс оптимизационных задач, вклю- 
чающих шаговое управление (что содержит управление непрерывными системами 
посредством вычислительных машин) или шаговую оптимизацию ресурсов, 
может быть сформулирован следующим образом: 

Система описывается множеством переменных состояния x=(xq Ха»... › Ап: 
образующих последовательность OK, №, ..,, 7х, ..., Так что каждое изме-
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пение состояния дается уравнениями состояния (в этом случае конечно-разно- 
стпыми, см. также п. 20.4-3) 

hry, = fj (“хт, Ах, oes Reni НиТ, Аи, Ин, 

или Cady 2 ven (11.9-1) 
k+ly — f (kx, | 241), | 

где «управляющая переменная» “и == {4 , и, ..., №Яи,} определяет 
последовательность решений (стратегий), изменяющих А-ю систему состояний 
B (k-++1)-10. 

Если задано начальное состояние Ox (и, возможно, некоторое множество 
ограничений-равенств или неравенств для переменных состояния и управле- 
ния), то задача заключается в нахождении оптимальной стратегии \, 2u, ... 
ooo Ми, минимизирующей дапный критерий 

N—-1— 

= 3 fo (ta, Pu) bh (Ma) = Nae (2), (11.9-2) 
В = 

где №М=1, 2, ...— количество рассматриваемых шагов (динамическое програм- 

мирование). Как и в случае непрерывных задач оптимального управления, 

начальные и конечные ‘состояния могут быть Либо заданными, либо не 
заданными, возможно также обобщить постановку задачи способом, указан- 
ным в п. 11.8-1, е. 

11.9-2. Принцип оптимальности Беллмана (см. также п. 11.8-6). 
Если ш, и, ..., N и — некоторая оптимальная стратегия для последовательно- 

сти состояний 9х, 1х, ...,М№х в некоторой задаче динамического программирова- 

ния с начальным состоянием 9х, то %и, Зи, ..., Ми есть оптимальная страте- 

гия для тех же критерия-функции и конечного состояния “х, но с начальным 

состоянием 1х. Если обозначить min Мк (Х) через № S(X), TO принцип опти- 

мальности выражается р рекуррентным соотношением (уравнением с частными 
конечными разностями, п. 20.4-3, 

м5 (Х) = ша {р (Х, Wp NS Uy и)1} (N=2, 3, ...), 

15 (Х) = пиар (Х, 10), (11.9-3) 
11. 

где минимум определяется в соответствии с заданными ограничениями. 
Численное решение этого функционального уравнения с неизвестными 

функциями N's (X) заключается в шаговой конструкции класса оптимальных 
стратегий для некоторого класса начальных состояний. 

Ожидаемая оптимальная стратегия «погружена» в этом классе. 
Решение обычно использует вычислительные устройства, но даже в этом 

случае решение задачи с более чем двумя или тремя переменными состояния х; 
практически возможно лишь в частных. случаях. Ряд примеров и приближен- 
ных методов содержится в [11.16], [11.17] в [11.20] рассмотрено шаговое управ“ 
ление, аналогичное принципу максимума.



ГЛАВА 12 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ: 
СОВРЕМЕННАЯ (АБСТРАКТНАЯ) АЛГЕБРА И АБСТРАКТНЫЕ 

ПРОСТРАНСТВА | 

12.1. ВВЕДЕНИЕ 

12.1-[. Математические модели. Физические процессы, вообще говоря, 
описываются в терминах олераций (наблюдений, экспериментов), связывающих 
физические объекты. 

Сложность подлинных физических снтуаций требует упрощенных описа- 
ний с помощью словесных, символических и даже физических моделей, кото- 
рые «абстрагируют» подходящим образом выбранные «существенные» свойства 
физических объектов и ситуаций. 

Математика в самом общем смысле слова имеет дело с определением 
и использованием символических моделей. Математическая модель охватывает 
класс неопределяемых (абстрактных, символических) математических объектов 
таких, как числа или векторы, и отношения между этими объектами. 

Математическое отношение — это гипотетическое правило, связывающее 
два или более символических объекта (см. также пп. 12.1-3 и 12.8-1). Многие 
отношения могут быть описаны при помощи математических операций, связы- 
вающих один или несколько объектов (операнд; операнды) с другим объектом 
или множеством объектов (результатом операции). Абстрактная модель с ее 
объектами произвольной природы, отношениями и операциями определяется 
непротиворечивым набором правил (определяющих аксиом), вводящих опера- 
ции, которыми можно пользоваться, и устанавливающих общие отношения 
между их результатами (аксиоматическое определение математической модели 
с помощыюо ее свойств; примеры см. в пп. 1[2.2-1, 12.3-1, 12.4-1, 12.5-2, 12.6-1, 
12.8-| и 1.1-2). Конструктивное определение вводит новую математическую 
модель, пользуясь уже известными математическими понятиями (например, 
определение сложения и умножения матриц в терминах сложения и умноже- 
ния чисел, п. 13.2-2). 

Непротиворечивость аксиоматического определения должна быть доказана 
конструктивным построением примера, удовлетворяющего определяющим аксио- 
мам (доказательство существования, см. также пп. 4.2- 1 и9. 1-4). Кроме того, 
обычно проверяют взаимную независимость определяющих аксиом. 

Математическая модель будет воспроизводить подходящим образом выбран- 
ные стороны физической ситуации, если можно установить правила соответ- 
ствия, связывающие специфические физические объекты и отношения с опре- 
деленными математическими объектами и отношениями. Поучительным и/или 
интересным может также быть и построение математических моделей, для 
которых в физическом мире’аналогов не существует. Наиболее общеизвестными 
математическими моделями являются системы: целых и действительных чисел 
(п. 1.1-2) и евклидова геометрия; определяющие свойства этих моделей пред- 
ставляют собой более ‘или менее ‚непосредственные абстракции физических 
процессов (счет, упорядочение, сравнение, измерение). 

Объекты и операции более общих математических моделей часто ассоци- 
ируются с множествами действительных. чисел, которые могут быть соотнесены 
с результатами физических измерений. Получающиеся таким образом представ- 
ления математических моделей с помощью числовых операций специально 
рассматриваются в главах 14 и 16,
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12.1-2. Обзор. Современная (абстрактная) алгебра!) имеет дело с ма- 
тсматическими моделями, определяемыми в терминах бинарных операций 
(«алгебраических» операций, обычно представляющих собой различные ти- 
пы «сложения» и «умножения»), которые связывают пары математических 
объектов (операнды или оператор и операнд) с соответствующими результа- 
тами операций. В пп. 12.2-1 — 12.4-2 вводятся некоторые из наиболее обще- 
употребительных моделей такого рода, именно: группы, кольца, поля, векторные 
пространства и линейные алгебры; булевы алгебры отдельно рассматриваются 
в пп. 12.8-1 —12.8-6. 

Важный вопрос о линейных преоб разованиях (линейных операторах) и их собствен- 
ных векторах и собствеиных значениях излагается в гл. 14. Представление векторов 
и операторов с помощью числовых компонент и матриц подробно обсуждается в гла- 

рах 14, 5 и 16. | 

Пункты, 12.5-| —12.6-3 служат кратким введением к теории математичес- 
ких моделей, ‘позволяющих определить предельные процессы и порядок, в част- 
ности, в пп. 12.5-2— 12.5-4 рассматриваются метрические пространства. 
В пп. 1[2.7-1 —12.7-5 указаны простые схемы комбинирования математических 
моделей (прямые произведения и прямые суммы). 

12.1-3. «Равенство» и отношения эквивалентности. 
о (а) Предполагается, что аксиоматическое определение каждого класса 
математических объектов, рассматриваемых в этой главе, влечет за собой 
существование правила, устанавливающего, являются ли два данных матема- 
тических объекта аи 6 «равными» (эквивалентными или неразличимыми с точки 
зрения модели, а=65) или нет; это правило должно быть таким, что: 

1) а==а (рефлексивность отношения равенства), 
2) из а==6 следует ВБ =а (симметрия), 
3) из а=5, Ь==с следует а==с (транзитивность). 

В пп. 13.2-2 и 16.3-1 приводятся примеры определения равенства в конструктивно 
определяемых моделях. 

r 
(b) Вообще любое отношение а - 6 между двумя объектами а, 6 класса С называется 

r 
отношением эквивалентности в том и только в том случае, если оно рефлексивно (а м а), 

г r r 
симметрично (из а- 6 следует 6 - а) и транзитивно (иза ^ 6, Ь < с следует а x с). 
Любое отношение эквивалентности определяет разбиение класса С, т. е. подразделение 
класса С на подклассы без общих элементов. Элементы одного и того же такого 
подкласса эквивалентны в смысле свойств, определяющих отношение эквивалентности. 

Примеры. Равенство, тождественность функций (п. 1.1-4), равенство и подобие 
треугольников, изоморфизм (п. 12.1-6).; 

12.1-4. Преобразования, функции, операции (см. также пп. 4.2-1, 14.1-3 
и 14.3-1). Набор правил х-+х’, ставящих каждому объекту х класса С 
в соответствие некоторые объекты х’ класса С’, называется преобразованием 
(отображением) класса Св класс С’; х’ есть функция 

. X==x’ (x) =f (x) | (12.1-1) 

аргумента х с областью определения С и множеством значений, содержащимся 
в С’. Классы С и С’ могут быть различными, но могут и совпадать. Соотноше- 
ние (1) можно рассматривать как операцито над операндом х, дающуо результат х'. 
Если в классах С и С’ даны удовлетворяющие нужным условиям определе- 
ния равенства (п. 12.1-3), то операция (преобразование, функция) (1) опреде- 
лена корректно, если из х=у следует х’=и’. Предполагается, что если спе- 
циально не будет оговорено противное, это условие всегда` будет. выполняться. 

Отображение (1) называется однозначным [{ (х) — однозначная функция x], 
если’ каждому объекту х соответствует единственный объект х. Все отобра- 
  

.1) Слово алеебра имеет три слабо связанных между собой значения; №) общий 
предмет, как в данном случае (абстрактная алгебра, элементарная алгебра); 2) теория 
алгебраических операций, используемая в связи со специфической моделью (матричная 
pact. тензорная алгебра); 3) тип математической модели (линейная алгебра, булеци 
алгебра). - °
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жения в дальнейшем всегда предполагаются однозначными, и это слециально 
не оговаривается. Отображение класса С на класс С’ называется взаимно 
однозначным {взаимие однозначным соответствием классов С и С’), если оно 
отображает класс С на весь класс С’ и определяет однозначное обратное отоб- 
ражение (обратное преобразование) х’ — х. Многие авторы категорически настаи- 
вают на том, что каждое отображение по определезию должно быть одно- 
значно (см. также сноску к п. 4.2-2). Множество пар (х, х’) называется графи- 
ком функции | (х). Каждый объект х в равенстве (1) может сам быть множеством 
некоторых объектов х., Xo, ...; таким путем можно определить функции 
Х =] (1, Хо, -..) двух и более аргументов. 

Числовая (действительная или комплексная) функция, определенная па 
некотором множестве функций, называется функционалом (например, интеграл 

\ ф (<) 4х, наибольшее значение функции ф (х) па [а, В] ит. д.). 
0 

Сами преобразования (функции, операции) можно рассматривать как новые матема- 
тические объекты (см., например, п. 14.3-1). 

12.1-5. Иявариантность (см. также пп. 12.2-8, 13.14-1, 14.4-5, 16.1-4 
и 16.4-1). Если дано преобразование (1) класса (пространства) С в себя, 
то любая функция Ё(х, у, ...) такая, что F ff (x), f(y), ...J=F (x, и, ...) 
для всех х, у, ... из С, и любое соотношение О (х, и, ...)=А такое, что 
О [Г (х), РГ (и), ..]= А для всех х, у, ... из С, называются инвариантными отно- 
сительно преобразования (1). 

12.1-6. Представление одной модели другой: гомоморфизмы и изоморфизмы. 
Пусть М — математическая модель (п. 12.1-1), состоящая из объектов а, DB, ... 
и включающая операции О, Р, '..., результаты которых О_(а, ЬВ, ...), 
Р (а, 6, ...), ... являются элементами модели М!), и М’— вторая модель 
с операциями О’ (а', №, ...), Р' (а’, 6’, ...), ... Отображение а —+ а’ множества 
элементов модели М в множество элементов модели М’ называется гомоморфиз- 
мом модели М в модель М’ (относительно указанных операций), если при 
этом отображении О (а,6, ...) — О’ (а, 9, ...), Р(а, 6, ...)-Р’ (а, 6, ...), ... 
Гомоморфизм сохраняет все отношения, основанные на рассматриваемых опе- 
рациях, Т. е. каждое такое отношение между элементами а, 6, ... модели М 
порождает соответствующее отношение между элементами а’, 5', ... модели М’. 
Гомоморфизм, отображающий модель М в себя, называется эндоморфизмом. 
Если гомоморфизм отображает модель М на всю модель М', то М’ назы- 
вается гомоморфным образом модели М. 

Изоморфизм —это взаимно однозначный гомоморфизм. Если существует 
изоморфизм модели М на модель М’, то модели М и М'’ называются изоморф- 
ными относительно рассматриваемых операций; в этом случае как отображение 
М — М', так и обратное отображение М’ —+ М являются гомоморфизмами. Изо- 
морфизм, отображающий М на себя, называется автоморфизмом модели М. 

Понятие гомоморфизма и родственные с ним понятия изоморфизма и авто- 
морфизма имеют огромное практическое значение, так как они позволяют 
представлять одну модель другой моделью. Можно, в частности, представлять 
математические объекты некоторыми множествами действительных чисел (ана- 
литическая геометрия, матричное и тензорное представления). Заметим, что 
изоморфизм есть отношение эквивалентности (п. 12-1!-3, Б) между моделями: 
свойства целого класса изоморфных моделей можно выводить из. (или рас- 
сматривать на примере) свойств любой модели этого класса. ` 

Некоторые авторы требуют, чтобы каждый гомоморфизм. М --> М’. отображал М 
на всю модель Л’. В этом случае гомоморфизм определяет изоморфизм между моделью, 
состоящей из непересекающихся классов элементов модели М, и моделью М’. 

  

1) Элементы а, Ь, ... не обязательно должны принадлежать одному классу математи* 
ческих объектов (например, ови могут быть` векторами и скалярамв, п, 12.4-1),



12.2-2, 12.2. ГРУППЫ 371 

12.2. АЛГЕБРА МОДЕЛЕЙ С ОДНОЙ ОПРЕДЕЛЯЮЩЕЙ 

ОПЕРАЦИЕЙ: ГРУППЫ 

12.2-1. Определение и основные свойства группы. 
(а) Класс С объектов (элементов) а, 6, с, ... называется группой, ес- 

ли определена бинарная операция, которая каждой паре элементов а, 6 клас- 
са С ставит в соответствие некоторый объект (результат операции) а (56 
так, что: 

1) a@b является элементом класса @ (замкнутость по отноше- 
нию к определяющей операции); 

2) а (5) (6 (5) в) =(аО 6) Ос (ассоциативный закон); | 
3) С содержит (левую) единицу Е такую, что для каждого эле- 

мента а из (, Е С а=а; 
4) для каждого элемента а из С@ в С существует (левый) обрат- 

ный элемент а! такой, что а'СФа==Е. 
Два элемента а, $ некоторой группы перестановочны, если а ($) 6=6 Оа. 

Если все элементы а, 6 группы С перестановочны, то определяющая операция 
называется коммутативной, а группа С — коммутативной или абелевой группой. 
Группа С, содержащая конечное число 5 элементов, называется конечиой 
группой (группой порядка 5); в противном случае С — бесконечная группа. 
В этом последнем случае группа С может быть счетной или несчетной. 

(b) Каждая группа С имеет единственную левую и единственную правую 
единицу, и эти единицы равны (Е За=а ФЕ = а). Каждый элемент а имеет 
единственный левый и единственный правый обратный элемент, и эти элементы 
равны а 1'СбСа=а<Фа!=2). 

Отсюда 

из с) а=с(5)ь следует а=6, 

из аОФе=Ь (5) с следует а=6 \ (законы сокращения). (12.2-1) 

Групла С содержит единственное решение х любого уравнения с ($) х=ь или 
x@c=6, T. e. B группе возможны однозначно определенные правое и левое 
«деление». 

(с) Операцию, определяющую группу, часто называют (абстрактным) 
умножением (см., однако, п. 12.2-10); тогда ее результат записывается как 
произведение аб, а элемент, обратный элементу а, —как а 1. Это соглашение 
свободно используется в следующих пунктах. 

Кратные произведения аа, ааа, ... записывают в виде целых степеней а?, аз, ‚.., 
причем (а !)" =а П, 20 = В. Заметим, что 

(а1) 1 =а, аТа" = а"*", (а”)" ат" (ав) щи, (12.2-2) 

12.2-2. Подгруппы. Подмножество Ст группы @ называется ее подгруппой, 
если С; является группой в смысле определяющей операции группы С. Это спра- 
ведливо в том и только в том случае, если 1} множество Су содержит все 
произведения принадлежащих ему элементов и все элементы, обратные его эле- 
ментам *), или 2) для любой пары элементов а, 6 из С: множество Су содер- 
жит и произведение аб". 

_ Пересечение (п. 4.3-2, а) двух подгрупп группы С есть подгруппа группы С. Сама 
группа С и Е называются несобствениыми подгруппами группы С; все остальные под- 
группы — собственные. Если С— гриппа конечного порядка Е (п. 12.2-1), то порядок В, 
любой ее подгруппы С: является делителем порядка группы (теорема Лагранжа); 
число 8/1, называется индексом подгруппы С, (в группе С). 

ф—— 

*) В случае конечной группы второе требование излишие, так как оно следуег из 
первого. т . к oe ; <
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12.2-3. Циклические группы. Порядок элемента группы. Циклическая группа состоит 
из степеней @ — Е, а, а?,... одного элемента а и обязательно коммутативна. „/юбая 
группа простого порядка и любая подгруппа циклической группы являются циклическими. 

Каждый элемент а любой группы С порождает в С циклическую подгруппу, состо- 
ящую из всех его степеней. Порядок этой подгруппы называется порядком элемента а; 

если он конечен, то он равен такому нанменьшему иатуральному числу т, что а" = Б; 
в противном же случае а называется элементом бесконечного порядка. 

12.2-4. Произведения подмножеств. Смежные классы. .. 
(а) Произведение !) С.С, двух подмножеств С, и С. группы С есть множество, 

состоящее из.всех (различных) произведений а:а›. элементов а! из С;'и злементов аз 
из С,. Произведение С\С»› двух подгрупп группы С является подгруппой в б в том и 
только в том случае, если С1Сб. = GG 

(6) Левым смежным классом хО, в группе С по ее подгруппе С. называется мно- 
жество всех произведений ха; данного элемента х из С и любых элементов а! H3 G4. 
Аналогично правый смежный класс С.х есть множество всех произведений вида а)х. 
Смежный класс по подгруппе С: сам является подгруппой в том и только в том случае 
если х есть элемент из С!:; при этом условии хС, = (1х = С,. Два левых смежных класса, 
по С: либо совпадают, либо не имеют ни одного общего злемента; то же самое справед- 
ливо. и для двух правых смежных классов. Каждая подгруппа С! группы Сб определяет 
разбиение (п. 12.1-3) группы С на конечное ‘или бескомеиное число п: левых смежных 
классов и разбиение С на п: правых смежных классов; если С — группа конечного по- 
рядка & то п, равняется индексу 6/8, подгруппы С. (п. 12.2.2), Два элемента а, 6 гриуп- 
пы С принадлежат одному и тому же левому смежному классу по nodepynne G,, 
если Gs codepaxcum a-*b o0HOMY u nlomy же правому смежному классу по Си, если С! содер- 
кит оа ". 

12.2-5. Сопряженные элементы и подгруппы. Нормальные делители.- 
Фактор-группы. 

(а) Два ‘элемента хи х’ группы С называются сопряженными, если опи 
связаны преобразованием (п. 12.1-4) 

Хх’ =а ха (или х=ах’а\), (12.2-3) 

где а-—-некоторый элемент группы С. Тогда говорят, что х’ является 
результатом трансформирования элемента х элементом @а- Сопряженность 
является отношением эквивалентности (п. 12.1-3) и определяет разбиение 
группы С на классы сопряженных элементов. | 

(b) Преобразование (3) переводит каждую подгруппу С: группы С 
в сопряженную подгруппу G;=—a 1G,a. Подеруппа С, отображается сама 
на себя (@'=0,) для любого элемента а из С в том и только в том случае, 
если 1) элементы а: подгруппы С, перестановочны с любым элементом а 
группы @ (а(61 = 01а) usu 2) подгруппа Ст содержит все элементы, сопряжен- 
ные с ее элементами. Подгруппа, отличающаяся этими свойствами, называется 
нормальной подгруппой (нормальным делителем, инвариантной подгруппой) 
группы G. 

Любая подгриппа индекса 2 (п. 12.2-2) является нормальным делителем группы С. 
Простая группа не содержит никаких нормальных делителей, кроме себя самой и Е. 

(с) Левые смежные классы (п. 12.2-4, b) по нормальному делителю совпа- 
дают с соответствующими правыми смежными классами и образуют группу 
по стношению к операции умножения, определенной в п. 12.2-4, а; эта группа 
называется фактор-группой С/С) группы С по нормальному делителю Gy. 
Если С-—-группа конечного порядка, то порядок фактор-группы С/С. равен 
индексу 8/9: подгруппы @. (п. 12.2-2). 

12.2-6. Нормальный ряд. Композидионный ряд. Для любой группы С нормальным 
рядом называется такая (конечная) последовательность подгрупп С, = С, py Gq -.- 

eee Ст — Е. что каждая подгруппа Gi; является нормальным делителем подгруппы С 1. 

Нормальный ряд называется композиционным ‘рядом группы С. если С} при любом # 

есть собственный нормальный делитель подгруппы С; у и если между С и G; нельзя 

вставить никакого другого нормального делителя, т. е, если каждый номпозиционяый 

  

1) Произведение С,:С, двух подмиожеств не следует смешивать с их пересечением 
(логическим произведением, п. 4,3-2) С, \С», а также с прямим произведением (п. 12,7-2).
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фактор С; „/С; — простая группа (п. 12.2-5). Между любыми двумя композиционными 
рядами одной и той же группы @ существует такое взаимно однозначное соответствие, 
“ino соответствующие их алементы являются изоморфными группами (теорема Жорда- 
на — Гельдера). Группа С называется разрешимой, если все ее композиционные факторы 
являются циклическими группами (п. 12.2-3). , . 

12.2-7. Центр. Нормализаторы. 
(а) Множество всех элементов группы С, перестановочных с любым элементом этой 

группы, является нормальным делителем группы (С; он называется центром группы О. 
(Ь)- М ножество всех элементов гриппы С, перестановочных с данным элементом а 

из С, является подгруппой группы С (нормализатором элемента а), которая содержит 
циклическую подгруппу, порожденную элементом а (п. 12.2-3), в качестве своего нормаль- 
ного делителя. .. . ; 

Множество элементоз группы Ц, перестановочных с каждым элементом данной 
подгруппы Сб: группы С, является подгруппой группы С (нормализатором подгруппы С,), 
которая содержит С1 в качестве нормального делителя. . 

Число различных элементов или подгрупп группы С, сопряженных (п. 12.2-5) с неко- 
торым ее элементом или подгруппой, разно индексу (п. 12.2-2) нормализатора этого 
элемента (или соответственно этой подгруппы) в группе С. 

12.2-8. Группы преобразований или операторов (см. также пп. 12.1-4, 
14.9-1 — 14.10-7’ и 16.1-2). Множество С всех взаимно однозначных преобразо-. 
ваний х’ = |(х) любого класса С на себя образует группу, определяющей опе- 
рацией в которой является последовательное применение двух преобразова- 
ний (умножение преобразований или операторов). 

Если С, — произвольная подгруппа группы преобразований С, то два объекта 
х, х’, связаиные каким-либо преобразованием х’ =|{(х) из подгруппы С:, называются 
экв ивалентными ‘относительно подгруппы С,:. Это отнощение есть отношение эквива- 
лентности (п. 12.1-3), так что каждая подгруппа С: определяет разбиение (классифика- 
цию) множества С. Каждое свойство, ингвариантное (п. 12.1-5) по отношению к 0, 
(ко всем преобразованиям из С,), присуще всем объектам х, эквивалентным относитель- 
но С:. Множество (обычно числовых) функций Р, (х), Ё. (Хх), ..., инвариантных по отно- 
шению к С,:, пазывается полной системой инвариантов группы С., если миожество зна- 
чений этих функций однозначно определяет класс эквивалентности любого данного объ- 
екта х из С 

Примеры групп преобразований: все п! подстановок из л элементов 
(симметрическая группа степени п); все л!/2 четных подстановок, соответствующих чет- 
ным числам транспозиций из п элементов {знакопеременная группа степени л). Любая 
подстановка счетного множества ‘объектов $5 может быть выражена как произведение 
циклических подстановок некоторых подмножеств множества $ так, что никакие два 
таких цикла не действуют на одни и те же элементы из $. 

12.2-9. Гомоморфизмы и изоморфизмы групп. Представление групп 
(см. также пп. 12.2-4, 12.2-5 и 14.9-1 —14.10-7). О 

(а) Гомоморфизм или изоморфизм (по отношению к определяющей опе- 
рации, п. 12.1-6) переводит элементы а, 6, ... данной группы С в элементы 
а’, 6’, ... некоторой группы С’ так, что (а6)’ —+а’6’. Единица группы С пере- 
ходит в единицу группы С’; обратные элементы переходят в обратные. 

При каждом гомоморфизме группы С на группу С” множество элементов. группы G, 
отображающихся в единицу группы С”, есть нормальный делитель Ср группы С, а мно- 

жество элементов, отображающихся в произвольный элемент группы С’, есть некото- 
рый смежный класс по Ср; фактор-группа С/С изоморфна группе С’. Нормальный 

делитель Ср называется ядром гомоморфизма. Каждый нормальный делитель С, группы С 

является ядром гомоморфизма; переводящего С в фактор-группу С/С. 
Класс всех авто морфизмов любой группы С образует группу; класс всех преобразова- 

ний вида (3) группы (внутренних автоморфизмов. группы С) есть подгруппа группы 
автоморфиз мов. ` 

Сопряженные подгруппы обязательно изоморфны. 

(5) Всякая группа С изоморфна некоторой подгруппе (может быть пред- 
ставлена такой подгруппой, реализована в виде такой подгруппы) группы всех 
взаимно однозначных преобразований некоторого класса объектов на себя (тео- 
рема Кэли, см. также п.. 12.2-8). В частности, каждая конечная группа изо- 
морфна некоторой группе подстановок (регулярное представление конечной 
группы, п. 14.9-1,а). Представления. групп с помощью линейных преобразо- 
ваний и матриц. см, в пп, 14.9-1 — 14.10-7, | |
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12.2-10. Аддитивные группы. Классы вычетов и сравнимость. 
(a) На определяющую операцию в хкоммутативной группе (абелевой группе, 

п. 12.2-1, а) часто смотрят как на (абстрактное) сложение. Ее результат можно записы- 
вать в виде суммы а-- 6, а единицу и элемент, обратный данному элементу а, соответ- 
ственно как 0 (нуль или нулевой элемент) и — а; при этом пишут 

a-+-(— b) ma—b. 

Группу в этом случае называют аддитивной (группой по сложению), а выражения вида 
аа, ана--а, — а—а, ... обозначают символами 24а, За, — 2а, ... 

(6) Каждая подгруппа коммутатизвной группы есть нормальный делитель. Смеж- 
ные классы по подгруппе С, аддитивной группы С называются классами вычетов по 
модулю G,; два элемента а, Ь группы С, принадлежащие одному и тому же классу 
вычетов (т. е, для которых С: содержит а — 6; см. также п. 12.2-4,Ъ), называются срав- 
нимыми по модулю С, [а==В (51. Сравнимость есть отношение эквивалентности 
(п. 12.[-3, см. также п. 12.2-4, Ь). Фактор-группа С/С; гддитивпой груипы С является 
группой классов вычетов по модулю С: и может быть обозначена символом С [тоф С, |. 

Два целых числа т и л сравнимы по модулю г [т == п (той г)], где г -- целое 
чнсло, если разность т — п делится на г; это значит, что ири п при делении на г дают 
одинаковые остатки. 

12.3. АЛГЕБРА МОДЕЛЕЙ С ДВУМЯ ОПРЕДЕЛЯЮЩИМИ ОПЕРАЦИЯМИ; 

КОЛЬЦА, ПОЛЯ И ОБЛАСТИ ЦЕЛОСТНОСТИ 

12.3-1. Определения и основные теоремы. 
(а) Класс Ю объектов (элементов) а, 6, с, .,. называется кольцом, если 

определены две бинарные операции, обычно называемые (абстрактными) сло- 
жением и умножением, такие, что 

1) АЮ есть коммутативная группа по сложению (аддитивная 
группа, п. 12.2-10), т. е. К замкнуто по отношению к сложению, и 

а--6=6--а, a+(b-+c)=(a+)-+e, 
а--0==а, а--(—а)=а—а=0; 

2) произведение аб есть элемент ^ (замкнутость по отношению 
к умноженилд);] 

3) а (5с} = (аб) с (ассоциативный закон для умножения) *); 
4) a(o-+c)=ab--ac, (6- с) а=фа--са (дистрибутивные законы). 

Заметим, что a-O=0-a=O0 для любого элемента а кольца Ю. Два эле- 
мента р 5-0 и 49=20 кольца А, для которых р =0, называются соответствен- 
но левым и правым делителями нуля. В кольце без делителей нуля из аб =0 
следует либо а=0, либо ф=0, либо a=b=0 и действуют законы сокраще- 
ния (12.2-1). | 

Целочисленные «кратные» элементы а кольца, например, 2a, 3a, ... (mn. 12.2-10,a), 
вообще говоря, не являются произведением элементов кольца. Целые степени элементов 

кольца определяются, как в п. 12.2-1, с. 

(5) Если кольцо Ю содержит левую единицу, т. е. такой элемент Е, что 
Еа=а для всех а (см. также п. 12.2-1,а), и правую единицу, т. е. такой 
элемент ЕЁ’, что аЁ’==а для всех а, то ЕЁ’=Е и Е обязательно является как 
единственной левой, так и единственной правой единицей. В этом случае Е 
называется кольцом с единицей. 

Могут быть и такие кольца, в которых существует одпа или несколько правых еди- 
ниц, но нет .ни одной левой единицы, или наоборот. 

Если а-— произвольный элемент кольца с единицей Ё,. то его левым обрат- 
ным (мультипликативным) элементом называют такой элемент ау 1, что 

ау 11=Е. Аналогично, ay} называется правым обратным элементом, если 
—|__ 

aa, = E, 

*) Ипогда также рассматривают неассоциатиение кольца, в которых аееоциативный 
закон не соблюдается,
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СГсли элемент а обладает как левым, так и правым обратным элементом, 

то они равны между собой: ay !}=a~!=a7!; в этом случае элемент а обла- 

дает единственным обратным элементом. 
Заметим, что не все злементы кольца обязаны иметь обратные элементы. 

(с) Поле есть кольцо с единицей, которое содержит: 1) по крайней мере 
один элемент, отличный от нуля, и 2) для каждого элемента а 5=0 мульти- 
пликативный обратный элемент а. Ненулевые элементы поля Р образуют 
группу по умножению. 

Если а и с— произвольные элементы поля Е, причем с 5=0, то уравнения 

CX=b wn xc=b 

имеют в Е решения; эти решения сдинственны (однозначно определенные левог 
и правое деление, см. также в п. 12.2-1, Ъ). Делителей нуля в поле нет. 

(4) Кольцо или поле коммутативны, если 

аб -=фа 

для всех а иф. Коммутативное поле иногда называют просто полем, в отличие 
от тела или некоммутативного поля. Полем Галуа называют конечное коммута- 
тивное поле. Область целостности —это коммутативное кольцо с.единицей и без 
делителей нуля. Любая конечная область целостности является полем Галуа. 

В любой области целостности все ненулевы? элементы аддитивной еруппы имеют 
один и тот же порядок (п. 12.2-3). Его называют: характеристикой этой области целост- 
ности. . 

‚е) Краткие сведения об упорядоченных полях см. в п. 12.6-3. 
Примеры полей: рациональные числа, действительные числа, комплексные 

числа. 
Примеры областей целостности: целые числа, комплексные числа 

с целой действительной и мнимой частью, многочлены с действительными или с комп. 
лекснымн коэффициентами. . 

Примеры коммутативных колец: четные целые числа (кольцо без 
единицы), непрерывные функции на конечном интервале (кольцо имеет делители 
нуля). 

у 12.3-2. Подкольца и подполя. Идеалы. 
(а) Подмножество А, кольца АК называется его подкольцом, если А, является коль- 

цом в смысле определяющих операций кольца К. Это имеет место в том и только 
в том случае, если К, для любой пары своих элементов а и 6 содержит а—В и 465. 
Аналогичио подмножество Р: поля Ё называется ero подполем, если Г, есть под- 
кольцо кольца РА. имеющее по крайней мере один ненулевой элемент, и если для каж- 

дой пары элементов аи 650 множества Е; оно содержит и аб 1. Ненулевые эле- 
менты подполя Fy, образуют подгруппу мультипликативной группы поля РЁ. 

(5) Подмножество Г, кольца АК называется идеалом в А, если 
1) Г, есть подгруппа А по сложению; 
2) Т, содержит все произведения аб (левый идеал), или все произве- 

дения ba (правый идеал), или все произведения аб и фа (двусторонний 
идеал), где а — любой элемент из 1:, а Ь — любой элемент из 

Пример. В кольце всех целых чисел числа, кратные некоторому числу р, 
составля1от двусторонний идеал. . 

12.3-3. Расширения. Коммутативное кольцо или поле часто оказывается возмож- 
вым включить в качестве подкольца или подполя в «более широкое» поле (поле отно- 
шений, алгебраическое расширение и Т. д.; см. также пример в п. 12.4-2). Теория 
полей, включающая так называемую теорию Галуа, занимается вопросом о сущест- 
вованин таких расширений. (Приложения: исследование возможности построения 
с помощью циркуля н линейки, или решения алгебраических уравнений с помощью 
радикалов, или построения латинских квадратов.) 

12.4. МОДЕЛИ, ВКЛЮЧАЮЩИЕ В’ СЕБЯ БОЛЕЕ. ОДНОГО КЛАССА 

МАТЕМАТИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ: ЛИНЕЙНЫЕ ВЕКТОРНЫЕ 

ПРОСТРАНСТВА И' ЛИНЕЙНЫЕ АЛГЕБРЫ 

12.4-1. Линейные векторные пространства. Пусть Ю — кольцо (с мультип- 
ликативной) единицей 1 (п. 12.3-1); элементы а, В, ... кольца Ю будем назы- 
вать скалярами. Класс объектов (элементов) а, Ь, с, ... называется (линей- 

вым) векторным пространством над кольцом А, а элементы класса 2
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называются векторами, если определены две бинарные операции — векторное 
сложение и умножение вектора на скаляр такие, что 1) 

1) Х есть коммутативная группа по векторному сложению: для 
‚ каждой пары элементов а, Ь == { пространство Д содержит их век- 
горную сумму а--Ъ и oo 

a+b=b+a, a+(b+c)=(a-+b)-+e, 
а-{-0=а, а--(— а) =а—а=0, 

где 0 —аддитивный нулевой элемент (нулевой вектор) пространства 2, 
а ——а — элемент, аддитивный обратный элементу а (п. 12.2-10); 

2) если а— любой вектор из & и а — любой скаляр из Ю, то И 
содержит вектор аа, произведение вектора а на скаляр @& (замкну- 
mocmb no отношению к умножению на скаляр); 

3) (В) а = а (Ва) (ассоциативный закон для умножения на скаляр); 
4) с, (а-- 5) = ва - оЪ, (&-- В) а== ва -|- Ва (дистрибутивные законы); 
5) 1. а==а. 

Заметим, что 

0.а=0, (—l)a=—a, (— ao) a=— (aa). № (12.4-1) 

Линейные векторные пространства исключительно важны для прикладной 
математики; они будут детально рассмотрены в гл. 14 (см. также главы 5, 6, 
15, 16би 17). | 

12.4-2. Линейные алгебры. Пусть.А —кольцо скаляров с единицей. Класс 
< называется линейной алгеброй (линейной . ассоциативной алгеброй, систе- 
мой гиперкомплексных чисел) над кольцом К, если определены три бинарпые 
операции (сложение и умножение в 9 и умножение элементов из на ска- 
ляры) такие, что | 

1) «Е есть кольшо, 
2) % есть линейпое векторное пространство над кольцом ска- 

ляров К. 
Рангом Лннейной алгебры называется ее размерность как векторного про- 

странства (п. 14.2-4). Если линейная алгебра есть поле, то она называется 
алгеброй с делением (п. 12.3-1). Матричное представление линейных алгебр 
см. вп. 14.9-7. 

2 Элемент А 52 0 линейной алгебры называется идемпотентным, если А?-— А, и ниль- 

потентным, если существует такое натуральное число т > Ё, что Ат -— 0. Эти опре- 
деления, в частности, ирименимы к матрицам (п. 13.2-2) и к линейным операторам 
(п. 14.3-6). 

Пр ) меры (см. также: пп. 13.2.2 и 14.4-2). |) Поле комплексных чисел — KOMMY- 
татнвная алгебра с делением ранга два над полем действительных чисел. 2) Поле 
кватерннонов а, 6, -*. является единствениым расширением (п. 12.3-3) поля комплекс- 
ных чисел, которое образует некоммутативную алгебру с делением над полем дей- 
ствительных чисел. Каждый кватернион а может быть представлен .в виде 

A = Oy bt 01 -| а, ROg = (Oy + £04) + (Gy + 13) f, (12.4.2) 

где а, 3, @3,’@5 — действительные ‘числа, а {, [и Е — специальные кватернионы 
(вместе с 1 OHH являются элементами базиса), подчиняющиеся следующим правилам 
умножения: . 

| — j7 = 2? = — |, ! 
| | (12.4-3) 

В = — й] =} kim—ikaj, fom pk, . 
  

1) Некоторые авторы требуют, чтобы / содержало не только сумму любых двух 

векторов, но и всякую бесконечную сумму а, -| а. --..., сходящуюся в некотором 
специальном ‚смысле; определенные. таким образом векторные пространства не отно- 
сятся к алгебре в собственном смысле. слова (см. также п, 14,2.1),. о Lo
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Если положить 4 == 0, — 10, — ]@., — Ааз, ТО’ 

la |8== aa = aa =a} + a? + a3 + af; (12.4-4) 

О а Т=аДа!, а-20 (12.4-5) 
(см. Также п. 14.10-4). 

12.5. МОДЕЛИ, ДОПУСКАЮЩИЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРЕДЕЛЬНЫХ 

ПРОЦЕССОВ: ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА 

12.5-1. Топологические пространства (элементарные свойства точечных 
множеств см. в п. 4.3-2). 

(а) Класс С объектов (точек) х называется топологическим простраиством, 
если он может быть представлен как объединение некоторого семейства { своих 
подмножеств, которое содержит: 

1) пересечение любой пары своих множеств, 
2) объединение любого множества своих множеств. 

Элементы семейства / и пустое множество называются открытыми множествами 
пространства. С, а семейство открытых множеств — топологией пространства С. 
Некоторое семейство ‹& открытых множеств называется базой пространства С, 
если каждое множество из / есть объединение каких-либо множеств из ‹®. 

Пересечения любого подмножества С; топологического пространства С 
с открытыми множествами этого пространства задают топологию в С: (отно- 
сительная топология подпространства С\). 

Одно и то же множество может допускать несколько топологий (и при этом полу- 
чаются различные топологические пространства); всякое множество С допускает триви- 

альную топологию, при которой открытыми мяожествами считаются только Си пустое 

множество, н дискретную топологию, когда открыто л1обое подмножество простраиства С, 

(6) При данной топологии окрестностью точки х = С называют любое мно- 
‘жество в С, которое содержит открытое множество, содержащее х. Часто под 
окрестностью точки х понимают только открытое множество, содержащее х. 
Коль скоро определены окрестности, точно так же как в п. 4.3-6, а, можно 
определить предельные точки, внутренние точки, граничные точки и изолиро- 
ванные точки множеств; топологические пространства очевидным образом обоб- 
дают и абстрагируют некоторые свойства системы действительных чисел. 

В любом топологическом пространстве С множество является открытым 
в том и только в том: случае, если оно содержит только внутренние точки; 
множество 3 замкнуто; 1) если $ есть дополнение в С некоторого открытого 
множества или 2) если $ содержит все свои предельные точки (равносильные 
определения). Множество $ всюду плотно в С, если в каждом открытом мно- 
.жестве пространства С содержится хотя бы одна точка из $. Топологическое 
пространство называется сепарабельным, если оно содержит счетное всюду 
плотное множество. Если в. пространстве С существует счетная база, то С 
сепарабельно. 

Топологическое пространство С называется компактным, если всякая бес- 
конечная последовательность его точек имеет в нем хотя бы одну предельную 
точку; это имеет место в том и только в том случае, если каждое счетное 
семейство открытых множеств, покрывающее С (т. е. объединение ‘которого 
равно С), содержит конечное подсемейство, покрывающее С (см. также п. 12.5-4). 

Множество точек 3 топологического пространства С называется относи- 
тельно компактным (компактным в С), если всякая бесконечная последова- 
тельность точек множества $ имеет предельную точку в С. Множество $ ком- 
пактно (компактно в себе), если каждая бесконечная последовательность его 
точек имеет предельную точку в.5. 

Топологическое пространство С называется `бикомпактным, если каждое 
семейство открытых. множеств, покрывающее .С, содержит конечное ‘подсе- 
мейство, покрывающее: С. `Бикомпактное пространство компактно,
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Бикомпактность и компактность являются обобщением понятия ограниченности 
и замкнутости множества (п. 4.3-6) в конечномерных пространствах, где имеют место тео- 
ремы Больцано — Вейерштрасса и Гейне — Бореля (п. 12.5-4). 

(с) Предельные и граничные точки ‚множества $ соответственно образуют его произ- 
водное множество 5’и его границу. Замкнутое множество $ |] 5' называется замыканием 
множества $, Два множества отделены, если никакое из них не пересекается с замыка- 
нием другого. Множество называется связным, если оно не может быть представлено 
в виде объединения двух отделенных собственных его подмножеств (пример: область 
в евклидовом пространстве, п. 4.3-6, 4) " 

(4) Непрерывность. Гомеоморфизмы. Отображение (преобра- 
зование, соответствие, функция, операция) х —+ х’ = } (х) топологического прост- 
ранства С в топологическое пространство С’ называется непрерывным в точке 
ае=С, если для каждой окрестности `(” точки { (а) в С’ существует такая 
окрестность С точки а в С, образ которой содержится в И’. Отображение } (х) 
непрерывно в С, если оно непрерывно в каждой точке пространства С; для 

‚этого необходимо и достаточно, чтобы множество всех точек, отображающихся 
в любое открытое множество ’ пространства С’ (полный прообраз множе- 
ства (/”’), было открыто в С. 

Непрерывное взаимно однозначное отображение, имеющее непрерывное 
обратное отображение, называется гомеоморфизмом или топологическим отоб- 
ражением; соответствующие топологические пространства называются гомео- 
морфными или топологически эквивалентными. 

(е) Топология — наука о свойствах и величинах, инвариантных относительно топо- 
логических отображений (топологические инварианты; см. также п. 12.1-5). Весьма 
существенпо, что подходящие топологические пространства служат моделями, допускаю- 
има определение сходящихся предгльных процгссов с помощью понятия окрестности 

(см. также пп. 4.3-5, 4.4-Г и 12.5-3) *). В конкретных случаях топология часто вво- 
Дится прямо путем определения окрестностей или сходимости. 

Примеры. Определение окрестностей, данное в п. 4.3-5. устанавливает в системе 
действительных чисел «обычную» топологию и позволяет ввести пределы, дифференциро- 
ванне, интегрирование, бесконечные ряды и т.д. Подобным же образом в п. 5.3-1! дается 
определение топологии для пространства евклидовых векторов (см. также пп. 12,5-3 
и 14.2-7). 

12.5-2. Метрические пространства. Класс С объектов (точек) х, у, 2, ... 
называется метрическим пространством, если для каждой упорядоченной пары 
точек х, и из С определепо действительное число 4(х, у) (расстояние между x 
и и, метрика) такое, что 

1).4 (х, 9) =0 в том и только в том случае, если х=у, 
2) d(x, y)<d(x, 2)-++-d(y, Zz) (неравенство треугольника) для 

любых х, и, 2 из С 
Из этого определения вытекает 

d(x, y)=0, а(у, )=а(, у (12.5-1) 
для всех х и у из С. 

Два метрических пространства называются изометричными, если между ними 
существует взаимно однозначное соответствне, сохраняющее расстояние (изометрия). 
Свойства, общие для всех метрических пространств. изометричных данному, называются 
метрически инвариантными. 

Примеры. Действительные и комплексные числа образуют метрические про- 
странства с метрикой 4 (х, и) =|х—и|. Вообще любое нормированиое векторное про- 
странство (п. 14.2-5) допускает метрику d (x, y) = х— у! (см. также пп. 14,2-6, 14.2-7 

‚в 15.2.-2). 

12.5-3. Топология, окрестности и сходимость в метрическом пространстве. 
(а) Если а — любая точка метрического простраиства С, то множество 

точек хеС, для которых а (а, х} < д, называется открытым шаром радиуса д 
с центром а. Открытые шары конечных радиусов составляют базу в про- 
странстве С (п. 12.5-1). Открытые множества в С — объединения любых мно- 
‚жеств открытых шаров. Окрестностью точки ав С называется любое миожество, 
содержащее открытый шар с центром а. Множество точек х == С, для которых 
  —ыы 

*) Целиком за пределами этого справочника остается алгебраическая топология,
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4 (а, х) =6, называется за мкнутым шаром радиуса б с центром @. Множество 
в пространстве С называется ограниченным, если оно содержится в некото- 
ром замкнутом шаре этого пространства. 

(5) Последовательность точек ху, ха, ха, ... метрического пространства С 
сходится к пределу-а = С, если 

а (хп, а) >09 при п—+ с 
(см. также п. 14.2-7). 

Если переменная точка х (&) пространства С является функцией действительного 
переменного §, TO говорят, что функция х (8) сходится к пределу а © С при Е-»а, 
если 4 [х(Е), а]--0 при &->9а. Функция х’==#(х), связывающая точки xX метриче- 
ского пространства См и точки х’ метрического пространства См, непрерывна в точке 
а См, если 

а (x), f (a)) +0 npn @ (x, а) ~ 0. 

12.5-4.Х Метрические пространства со специальными свойствами. Теория 
точечных множеств. 

(а) Метрическое пространство С называется: 
полным, если любая последовательность жи, хо, ... Точек про- 

странства С, для которой lim d (Xm, X,)=0 (последовательность 

тс 

nh+o 

Коши, фундаментальная последовательность), сходится к некоторой 
точке из С (см. также пп. 4.9-1, а, 4.9-2, а, 4.9-3, а, 14.2-7 и 15.2-2); 

компактным, если Любая бесконечная последовательность точек 
пространства С содержит подпоследовательность, сходящуюся к неко- 
торой точке из С. Компактное метрическое пространство называется 
также компактом (см. п. 12.5-1, b); 

вполне ограниченным, если для любого 6>0 пространство С 
есть объединение конечного числа открытых шаров радиуса 4; 

локально компактным, если у каждой‘его точки есть окрестность, 
замыкание (п, 12.5-1, Б) которой компактно. 

Множество $ в полном метрическом пространстве С является полным метрическим 
подпространством С (см. также п. 12.5-1, а) в том и только в том случае, если $ замк- 
нуто. Для того чтобы метрическое пространство С было компактно, необходимо и д0- 
статочно, чтобы опо было полным и вполне ограниченным, а для того чтобы оно было 
вполне ограниченным, необходимо и достаточно, чтобы любое бесконечно? его подмноже- 
ство содержало последовательность Коши. 

Всякое конечномерное нормированное пространство является сепарабельным и полным 
(см. также п. 14.2-7). /Лобой замкнутый шар в нем компактен, и потому такое пространство 
локально компактно. 

` (6) Понятия. введенные в. пп. 12.5-2—12.5-4, а дают удобную терминологию для 
многих задач, касающихся приближения произвольного элемента х подходящего 
класса С последовательностью элементов Xo, Х:, Xe, ... Из С. В таких случаях 
d(x,, Хх) измеряет погрешность приближения. 

Примеры. Важные приложения имеет приближение функции {# ({) последова- 
тельностью функций $5 ($), $1 (2), $2 (1), ... (частичные суммы бесконечного ряда). Если 
дано пространство С функций #(1), 8 (1, ..., непрерывных в интервале 0 %#—1, 
то можно использовать метрики: 

1 (7, &) oe fia 8 (01 
—_з 

(максимальная погрешность — ведет к определению равномерной сходимости, п.4 .4-4); 

. 1 

a,, O= (il @—e@ | as 
0 

(средняя квадратическая погрешность — ведет к определению сходимости в среднем с пока- 
зателем 2 и к приближениям по методу наименьших квадратов) и другие. С тополо- 
гией, определяемой метрикой 4, ([, Е), С есть полное и сепарабельное пространство; 
счетное множество $ многочленов с рациональными коэффициентами всюду плотно 
в Си годится, теким образом, для приближений (см, также п. 4.7-3).
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(с) Компактное метрическов пространство бикомпактно (см. п. 12.5-1, Б). 
В любом компактном метрическом пространстве С: 

1) всякое бесконечное множество имеет по крайней мере одну предельную 
точки; . 

2) если $ — произвольное замкнутое множество 4 А — произвольное семей- 
ство открытых множеств пространства С, объединение которых содержит $ 
(покрытие множества S), то уже некоторое конечное число множеств из семей- 
ства А образует покрытие множества $. ` т 

Всякое ограниченное замкнутое подмножество евклидова пространства компактно. 
Поэтому теоремы [и 2, в частности, применимы к ограниченным замкнутым множе- 
ствам действительных и комплексных чисел и к Таким же множествам в двух- и трех- 
мерном евклидовом пространстве. Опи называются в этом случае соответственно тео- 
ремой Больцано — Вейериипрасса и теоремой Гейне — Бореля о выделении конечного по- 
крытия. 

12.5-5. Примеры: пространства числовых последовательностей и функций. 
Понятия, введенные в пп. 12.5-2—12.5-4, обеспечивают четкую и стимулирую- 
щую терминологию для многих задач, касающихся приближения произволь- 
ного элемента подходящего класса С некоторой последовательностью элемен-. 
тов Х1, Хо, ... Из С. В таком случае расстояние @(х„, х) измеряет логреш- 
ность приближения или степень того, насколько система, характеризуемая 
последовательностыюо х1, х., ..., отклоняется от требуемого результата х. 

В таблицах 12.5- и 12.5-2 приведено песколько примеров топологических 
пространств. Особенно важные приложения касаются нриближения некоторой 
функцни }#(Г) последовательностью функций $1 (1), $ (1), ..., являющейся, 
например, последовательностью частичных сумм какого-либо бесконечного 
ряда (см. также пп. 4.7-3, 5.3-1, 13.2-1, 13,2-11, 14.2-7 и 15.2-2). 

Таблица 12.5-1 

Некоторые пространства числовых последовательностей 

х == (Е1, 5», ...), у == (Пт, Ne» 0) 

t < 

  

  

  

  

  

Обычное 
обозна- Определение Расстояние 4 (х, и) Замечания 
чение 

т Ограниченные —последо- sup | Ep — TN, | Полное, не 
вательности действитель- Ь сепарабельное 
ных чисел 

с Сходящиеся последова- Sup | ep — Ny | 
тельности — действитель- k 
ных чисел 

i3 Последовательности ком- 
плексных чисел, для ко- со V/s 
торых сходится ряд : о 

со У | в YR | 
Oy k=! 

Dy |e, [2 Все полные н 
k= 1 _ | сепарабельные 

{р Последовательности ком- 
плексных чисел, для ко- 
торых сходится ряд ; с . l/p 

с р Dy ite Me |? [5p |: У 1 | Le=t 

(9 ==1, 2, ...)           
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12.5-2 

Некоторые пространства функций х (2), y (ft) 

(см. также пп. 14.2-7, 15.2-2 и 18.10-9; определения легко распространяются 
на функции двух или более переменных) 

  

    

  

  

  

  

  
  

    
    

Обычное 
обозна- Определение Расстояние ‚Замечавия 
чение 

ЕР [0, 1] | Действительные функ- Метрики не существует. Топология опреде- 
ции, определенные на ляется поточечнпой сходимостью 

С [0, 1] | Непрерывные — действи- Полное; сепара- 
тельные функции, опре- ; , бельное 
деленные на [0, 1 pe [х/ф (п. 4.7-3); равно- 

ON? мерная сходи- 
МОСТЬ 

Комплексные функции, 
для которых интеграл 

b b И. 

13 (а, 6) [1х0 ва \ [x d)—y (ty |? df 
a a 

существует в _ смысле п 

Лебега (п. +.6-15} (п 15.2-2}: сспа- 
рабельные, даже 
когда интервал 
(а, 6) не ограни- 
чен; сходимос Комплексные функции, В среднем ость 

для которых интеграл. - 

b b 1/р 
LP (a,-b) fix Pat fix® —9 & Pat 

a a 

существует в смысле 
ебега (р —1, 2,...) 

“Комплексные функции, Полное, не сепа- 
для которых существует рабельное 
предел T/2 

1 1 
lim Хх Mm — 1х — 

12 Т/2 aay, 
x | 1014, ° 

—~ 7/2 — y(t) |? at 

причем интегралы лони- 
маются в смысле Ле- 
бега 1) 

1) Точками пространств 17 (а, 6), ГР (а, 6) и [7 являются не сами фуниции, 
а классы функций; в каждый такой класс входят функции. совпадающие почти 
веюду (см. п. 4.6-14, b).  
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12.5-6. Теорема Банаха о сжатых отображениях и последовательные прибли- 
жения. Пусть х'’==[(х) — любое отображение замкнутого множества 5 полного 
метрического пространства С в себя, удовлетворяющее для всех х, у из 5 условию 

d lf (x), #(и)] = ad (x, y); (12.5-2) 

где %— некоторое положительное число, менышее, чем единица («ежатое ото- 
бражение»). Тогда множество 5 содержит единственную неподвижную точку 
х; отображения }, для которой 

Ги) = | (12.5-3) 
Кроме того, решение х; уравнения (3) является пределом всякой последователь- 
ности точек 

Хиаа ==} (Хи) (п=0, 1, 2, ...) (12.5-4) 

для произвольной начальной точки ху из $. Скорость сходимости приближаю- 
щей последовательности оценивается по ‘формуле 

  

п 

A (tn, X) Sze Ч (ть, Xo) — (п=0, Ь2,....). (12.5-5) 1 —& 

Теорема Банаха (принцип сжатых отображений) служит мощным методом 
установления сходимости в обширной области применения аппарата приближе- 
ний (пп. 20.2-1, 20.2-6 и 20.3-5). . | 

12.6. ПОРЯДОК 

12.6-1. Частично упорядоченные множества. 
(а)х Порядок. Класс $ объектов (элементов) а, 6, с, ... называется ча- 

стично упорядоченным множеством, если между некоторыми парами его элемен- 
тов а, 6 определено отношение порядка (правило предшествования) a< 6 
такое, что | 

Г) из а=фи 6 = с следует а=е (транзитивность), 

2) а= а (рефлексивность). 26-1 

Ecnt ax<b u a#b, TO numyT a<b. Uacto, Kpome того, 
предполагается, что 

3) из а=ф и ф=<а следует а=61) (антисимметричность). (12.6-1а) 

Для любого подмпожества частично упорядоченного множества, так же как в 
п. 4.3-3, можно определить понятия верхней границы, нижней границы, точной нижней 
границы, точной верхней границы, наибольшего и наименьшего элементов. Если час- 
тично упорядоченное множестзо удовлетворяет условию 3), то точная верхняя (точная 
нижняя) граница любого его подмножества, если она существует, единственна. 

Частично упорядоченное множество называется полным (полной структурой), если 
в ием выполияется условие 3) и если каждое пепустое его подмножество имеет точ- 
пую верхнюю и точную нижиюю границы. Частично упорядоченное множество назы- 
пается условно полным, еслн в нем выполняется условие 3) и если каждое henyctoe 
его. подмножество, имеющее верхнюю границу (ограничекное сверху), имеет и точ- 
ную верхнюю границу. Последнее услозие выполняется в том и только в том слу- 
чае, если каждое непустое его подмножество, имеющее нижнюю границу (ограничен* 
ное снизу), имеет и точную нижнюю границу. 

(5) Структуры. Частично упорядоченное множество называется структурой, если 
в нем выполняется условие 3) п. 12.6-1!, а и если у каждой пары а, 6 его элементов 
имеется (необходимо единственная) точная верхняя граница $ир (а, 6) и (необходимо 
единственная) точная нижняя граница 1! (а, 6). В каждой структуре можно опреде- 
лить «сумму» а- 6 = sup (a, 5) и «произведение» ар = ии (а, 6) любых двух элемеп- 
тов. Гак. определенные сумма и произведение обладают свойствами 1, 3, 3, 5, 6 булевых 
алгебр, перечисленными в п. 12.8-1. 

12.6-2. Линейно упорядоченные множества. Класс $ элементов. а, ®, с, ... 
называется линейно (просто, совершенно} упорядоченным множеством (цепью), 
если в нем определено отношение порядка, удовлетворяющее условиям 1), 2) 
  

1) Некоторые авторы это усдовие формулируют В виде: «а < исключает р < а»,
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и 3) п. 12.6-1, и, кроме того, условию, что для любой пары а, В различных 
элементов множества S либо аб, либо 6 < а. 

Линейно . упорядоченное множество © называется вполне упорядоченным множе- 
ством, если всякое непустое его подмножество имеет наименьший элемент. 

12.6-3%. Упорядоченные поля (см. также пп. 1.1-5 и 12.3-1). 
(а) Коммутативиое поле К называется упорядоченным полем, ссли некоторые его 

уэлемеиты ‘вазываются положительными (>> 0) и если выполняются условня;: 

1) для всякого элемеита а Е К имеет место одно и только 

одно из трех отношений: а>0, а=0, —а> 0; \ (12.6-2) 
2) из a>O uw b6>0 cnenyeT a+b>0 u а5 > 0. 

Если —а>0, то элемент а называют отрицательным и пишут а < 0. Если поло- 
жить ав, когда а —6 > 0, то поле становится линейио упорядоченным множеством 
и 12.6-2). .. 

5} Всякое условно полное (п. 12.6-1, а) упорядоченное поле изоморфно (по сложению 
и умножению) полю действительных чисел. Любая ипорядоченная область целостности, 
множество положительных злемениов который вполне упорлдочено (п. 12.6-2), изоморфна 
лольци целых нисел. 

12.7. КОМБИНАЦИИ МОДЕЛЕЙ: ПРЯМОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ, 

ТОПОЛОГИЧЕСКОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ И ПРЯМАЯ СУММА 

12.7-1. Декартово произведение. Пусть Су, С», ...— некоторые классы 
объектов. В пп. 12.7-! — 12.7-5 рассматривается новый класс С, элементы кото- 
рого представляют собой всевозможные упорядоченные множества {а1, а», ...} 
объектов @1, 4, ..., Взятых соответственно из классов Су, Со, ... Но опре- 
делению {а1, ао, ...}=={61, бз, ...} в том и только в том случае, если а. =, 

а. =6., ... Класс С называется декартовым произведением классов С\, С., ... 
Этот метод комбинирования математических объектов в более сложные мате- 
матические объекты ассоцистивен: 

{ат, {аз; аз}} == {{а:, аз}, аз} == {а1, а, аз}. (12.7-1) 

Остается связать операции в С с операциями в С\, С., ... 

12.7-2. Прямое произведение групп (см. также п. 12.2-1). Прямым произ- 
ведением С==(: © С, двух групп С! и С, называется группа, образоваиная 

всеми упорядоченными парами {а1, а›}, где а, —любой элемент группы С, 
а и, — любой элемент группы С. с умножением, определяемым формулой 

{ат аз} {51, by} == {a,b,, Abo}. (12. 7-2) 

Порядок группы С равен произведению порядков групп Су и (.. Группа В 
имеет единицу Е={Е;, Еэ}, где Ет и Е› — единицы соответственно в Су ив С.. 
Если у групп (1 и С. нет общих элементов, то {а1, аэ} можио записывать как 
внешнее произведение аа, причем о.Б. ==а1, Е1а. ==0 и бу и С.—под- 
группы в ‘С. 

Примеры. Любая вкаляриая величина в физике является внешним произведевием 
чнсла и единицы измерения. Выражепия вида работа == массв. Х ускорение Х неремещенив 
— тоже внешние произведения. 

12,7-3. Прямое произведение действительных векторных пространств (см. 
также пп. 12.4-1, 14.2-| и 14.2-4), Прямым произведением =, © М. двух 
действительных векторных простравств 1 и Х. называется действительное век- 
торное пространство, образованное всеми упорядоченными парами (внешними 
произведениями) {а1, а›} = а:а›, где а, — любой элемент из 1, а а, — любой 
элемент из з © векторным сложением и умножением векторов на скаляры, 
определяемыми формулами 

Ay (a: -++ be) == ayag--aybe, (а;--Ъ1) а == аза, | ла», | 

сааз == (01) аз == а, (%аз). (12. 7-3)
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Линейная размерность векторного пространства & равна произведению линей- 
ных размерностей пространств И! и Uy. 

Пример. Построение тензоров как внешних произведений векторов приведено 
в пп. 15.3-6, 16.6-Г и 16.9-1. 

12.7-4. Топологическое произведение (см. также п. [2.5-1). Tononorwuecxoe 
произведение двух топологических пространств Ст и С» есть их декартово про- 
изведение с топологией (семейством открытых множеств), определяемой следу!о- 
щим образом: открытое множество есть декартово произведение любых двух 
множеств 51 и $2, где $. — открытое множество в С;, а $.—открытое мно- 
жество в С.. 

12.7-5. "Прямая сумма. 
(а) Прямой суммой “= ФИ. двух векторных пространств 2; н Ш», 

взятых над одним и тем же кольцом скаляров А, называется векторное прост- 
ранство, образованное всеми парами [а1, а›|, где а, — любой элемент из Шу, 
а а› — любой элемент из М, с векторным сложением и умножением векторов 
на скаляры & из Ю, определяемыми формулами 

(ay, ay] (by, be] ==(ajfby, apt beh — а[ав а == аа, аа].  (12.7-4) 
Размерность пространства Ш равна сумме размерностей пространств Ил и И». 
Если М. и #. не имеют общих элементов, то можно писать |ат, аз| == а, -|- аз 
и пространства М; и &., являются тогда подпространствамн &’. Каждое линей- 
ное векторное пространство размерности большей, чем едицица, может быть 
представлено в виде прямой суммы его непересекающихся подпространств. 

(Ъ) Прямой суммой Р’==^А, ВЮ, двух колец Ю и Ю, называется кольцо, 
образованное всеми упорядоченными парами (часто называемыми прямыми сум- 
MaMH) [Q,, а›| со сложением и умпожением, определяемыми формулами 

(ay, Qg]-+ (by, 52) = (a+ 4,, ay -+- by), (а, Gp} (by, bg) == [а161, а26з] (12.7-5) 

(©) Прямая сумма двух линейных алгебр (п. 12.4-2) есть линейная алгебра 
из упорядоченных пар со сложением, умножением и умножением на скаляр, 
определяемыми формулами (4) и (5). 

12.8. БУЛЕВЫ АЛГЕБРЫ 

12.8-1. Булевы алгебры. Булевой алгеброй называется класс $ объектов А, 
В, С, ..., в котором определены две бинарные операции, обозначаемые как 
(логические) сложение и умножение, со следующими свойствами: 

(2) . Для всех А, В, С из $ 
1) $ содержит АВ и АВ (замкнутость); 
2) A+B=B-+4, 

AB=BA . 
3) A4+(B-+-C)=(A-+B)+C, 

A (BC) =(AB)C 
4) A(B+C)=AB+AC, 

`А--ВС==(А-- В) (АС), }. 
5) Д-+- А=АД-==А (свойства идемпотентности); 
6) 4--В=В в том и только в том случае, если 

ДВ = (свойство совместимости). . 
(5) Кроме того, 
75$ содержит элементы-/ и 0 такие, что для всякого эле- 

мента А из $: 

A+0=A, Al=A, 40=0, At/=/; 

(коммутативные законы): 

\ (ассоциативные законы); 

| (дистрибутивные законы);
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8)- для каждого элемента А класс $ содержит элемент А (дополне- 

ние элемента ДА, часто обозначаемое символами ДА или [—А) такой, 
что . 

А+-А=/, АА=0. 

В каждой булевой алгебре 

А(А-+В) =А--АВЕЕА (законы поглощения), (12.8-0) 

(A+B) = AB, | (двойственность, законы де М органа), ` (12.8-2) 
(АВ) = A+B 

A=A, 7=0, 8-1, | (12.8-3) 
A+AB=A+B, AB+-AC+BC = AC+BC, (12.8-4) 

Вели a4 B= В. то вместо АВ можно писать В — А (дополненае А до В). Эле- 
менты ДА. В.С. ... булевой алгебры называются дизъюнктными, если попарные произ- 
веденяя любых элементов этого мпожества равны 0. 

Символы |] и [], используемые в пп. 4.3-2, а, 12.8-5, Би 18.2-1 для обозначения 
объединения и пересечения мпожеств и событий, часто употребляются и для обозначе- 
ния логического сложения и умножения. в любой булевой алгебре, причем вместо А -- В 
пишут А |) В, а вместо АВ оншут А П В 

12.8-2. Булевы функции. Приведение к каноническому виду. Если даны п 
булевых переменных Х,, Х,, ....Х„, каждое из которых может быть равно 
любому элементу данной булевой алгебры, то булевой функцией 

У=Е (Хи, Х,, -.., Х,) 

называется выражение, получаемое из Аут, Х., ..., А„ путем сложения, 
умножения и взятня дополнения. 

. . (27) 
‚В каждой булевой алгебре существует ровно 2 различных булевых функ- 

ций п переменных. Из соотношений п. 12.8-1. следует 

| Р(Х, У, ....-+,.) == Е (Х, 7, eee ta th (12.8-5) 
F(X, X, ¥, J eXFU, 0, Y, .)J-EXF OO, 1, ¥, JS | 

=[Х-НР.(0, /, У, ...[ХЬ-ЬЕ(И, 0, У, ...)|, (12.8-6) 
X F(X, X, Y, ..J=XF(/, 0, №, ...), 

X+F(X, X, Y,... }=aX+F (0, 7, Y, ...). 

.(Б) Всякая булева функция либо тождественно равна 0, либо может быть 
сдичственным образом представлена в виде суммы одночленов 212. ... 2, 

«де 7; равно или Ху, или Х; (канонический вид’ булевой функции, геометричес- 
кую иллюстрацию см. на рис. 12.8-1). Булеву функцию У =Ё (Х1, Х.,... Xz) 
можно привести к каноническому виду следующим образом: 

1) пользуясь равенством (2), разложить дополнения к суммам и 

(12.8-7) 

произведениям; 
2) с помощью первого дистрибутивного закона свести функцию 

Е (Л. Х., ..., Ал) к сумме произведений; 

3) с помощью тождеств ХА; ЕЛ: и Х;Х, = 0 и равенств (4) 
упростить полученное выражение; 

4) если какой-либо член | не содержит одной из переменных, 

например Хь то переписать Ё в виде fX;--fX}. 

13 г. Корн и Т. Кора
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Во многих приложениях может оказаться полезным опустить шаг 4) и» 
продолжив шаг 3), как можно больше упростить каждый член разложения. 

Ввиду законов де Моргана (2) каждую булеву функцию, не равную тож- 
дественно нулю, можно также единственным образом представить в виде 
  

  

Х, Х, Хз 

    

      

X,XX3 УТУ 

Х,Х. Хз 

  Х,Х, ХХ, ХХ 

Ls № Х/Х2 Хз \ 

‚Рис. 12.8-1. Dnarpamma Beuna (QuarpamMma Эйлера). Диаграммы этого типа иллюстри> 
руют отношения в алгебре классов (п. | 12.8-5}. Если прямоугольник, круг, квадра и 
треугольник обозначить соответственно через /, Х,, Х., Х., то диаграмма гоказывает, 
что всякая булева функция от Х,, Х,, Х. может быть представлена ках объединение 
минимальных мпогочлснов от Х:, Ха, Х, (п. 12.8-2). Заметим, что имеется 23 = 8 различ- 

ных одиочленов. 

          

произведения сумм 21-- 22--...-- 2п, где 2} равно либо Х;, либо Ху, Всего имеется 
2п таких сумм. 

Примеры; 
SO eee ~ ~ ~ ~ ~~ are ~~ ~ wy 

(AB+-CD) = (A+B) (€4-D) =AC+AD+ BC+ BD, 
OOO ~~ ~ Aw ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

(A +B) (C-FD) = AB+-CD =(A+-C) (A-+D) (B+ C) (B+D). 
12.8-3. Отношение включения (см. также п, 12.6-1). 
(a) Равенство А--В=В, или AB=A, эквивалентно` рефлексивномиу отно- 

шению частичного упорядочения А=В [или ВА; (логическое) отношение 
включения |. 

(12.8-8) 

(5) Во всякой булевой алгебре из АЗВи В<А следугт А =Ви 

A-+- 8B = sup (A, 8), АВ = ШЕ (А, В), (12.8-9) 

где граници определяются отношением включения. Каждая булева алгебра является 
структурой (п. 12.6-1, Б). 

(с) Бели А — произвольный элемент булевой алгебры ©, то элементы ХА < А алгсб- 
ры & образуют булёеву алгебру, в которой А играет роль I. 

12.8-4. Алгебра классов. Подмножества (подклассы) А, В, ... любого 
множества (класса) / образуют булеву алгебру (алгебру классов) по отноше- 
нию к операциям логического сложения (объединения), логического умноже- 
ния (пересечения) и взятия дополнения, определенного в п. 4.3-2, а. Пустое 
множество (или Любое ‘множество, не содержащее ни одного элемента из /) 
обозначают символом 0. Отношение == (п. 12.8-3) превращается в логическсе 
отношение включения <. 

‚  12,8-5. Изоморфизм булевых алгебр. Диаграммы Вена. Две булевы алге- 
‚бры с конечным числом элементов изоморфны (по ‘отношению к сложению,. 
умножению и взятию дополнения, п. 12.1-6) в том и только в том случае, 
если они имеют одно. и то же число элементов. Всякая булева алгебра изо- 
морфна некоторой алгебре классов (п. 12.8-4). Диаграммы Венна (диаграммы 
Эйлера), подобные диаграмме, изображенной на рис. 12.8-1, наглядно иллю- 
стрируют свойства булевых алгебр с помощью алгебры классов. |
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12.8-6, Алгебры событий и символическая логика. Алгебры событий слу- 
кат моделями для комбинирования событий (должным образом определенных 
нсходов идеализированных экспериментов; см. п, 18.2-1)- Если Ет, Бь, „.. — 
такие события, то 

Е. (Е. — событие (предложение) Е: или Е» (или и то, и другое, 

не исключающее или), 
Е ПЕ» — событие (предложение) Е; и Е», 
ЕЁ — событие (предложение) не E, о 
[— достоверное событие (объединение всех возможных исходов, 

п. 18.2-1), 
0 — невозможное событие, 

В двузначной (аристотелевой) логике алгебра гипотетических событий 
(логических высказываний, утверждений) Е связана с более простой булевой 
алгеброй. значений истинности Т[Е], равных или 1 (Е истинно) или 0 
(Е ложно), гомоморфизмом (п. 12.1-6): 

ТП =1, ТЮ]=9, 
Т[Е10 Е] =Т (Е )-Т (Е›),  ТТЕПЕ]=Т [Е] ТЕ», 

~ — 

Т[ЁЕ]=тТ1Е]. | (12.8-10) 
На основании этих предложений высказывание Ё либо истинно, либо ложно 
(закон исключенного третьего), и значение истинности ‘любого высказывания Е, 

~~ 

  

  

        

                                              

  

  

    

                                    
      

A A 
00° of 19 

~ ~ ~ ~ 00 7 
A A AA A A c 

00 Of 1 10 ays 00 Of) tf 10 0! р 

р uy 88 Eo ol . 
_ te Bi С! 10 7 

‚ В 5 В ~ ~ 
B B B & 8 8 

a) b) &) 

A oA A A 
000 O01 ON O10 100 for) 11 HO’ 

2 i Яд 
д —^—б 

01 р 00 Of it 10 
if 00|! 0 

С _ 
10 D cririrtlols 

г 2 у . Bp ~ =I 

SF 8 FA 8 8, B B 8B 
Е Е . ё) 

а) 
Рис. 12.8-2. Карты Карно а) — 4) соответственно для двух, трех; четырех . им пяти буле> 

вых переменпых и е) карта для функции из табл. 12.8-1 от трех переменных. 

представимого как `булева функция F(E;, Es, ...) OP множества событий EQ 
Ез, ... (логически связанного с этим множеством), дается формулой 

me T[EJ=T IF (Ey, Е,, ...)= Е ТЕ, ТЕ, ...), (12.8-11) 

O+0=0, O+1=1, 1+i1=—1, 

0-0=0, 0-1=0, I-l=l, | (12.8-12) 

0 `1=0. | б=1, 
13*
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B 
F = ABE + ABC + АВС=- 

В С:
 

ВЕ+АВЕ = (В+5) (А+8+2). 

Рис. 12.8-3, Логическое упрощение с помощью карты Карно.



12,8-8, 12.8. БУЛЕВЫ АЛГЕБРЫ 389 

12.8-7. Представление булевых функций истинностными таблицами. Карты Карчо. 
Reve задана система булегых переменных Ху, Х., ..., Аи, каждая из которых может 

иринимать значення О или 1 (п. 12.8-6), то всякая из 2(27) булевых функций 

Yel (X, Xy ene, Ап) 

олпозн ачно определяется соответствующей истинностной. таблицей (таблица 12.8-1;, в кото- 
рой указаны значеная. данной функции для вссх возможных аргументов. В таблице 

Таблица 12.8-1 

Истинностная таблица для булевой функции 
~ ~ 

Fx XVZ4-XVZ4RVZ4XVZ4AXVZ = (X4Y 42) (K+V +2) (X+¥ 4-2) 
  

  

Соответ- Соответ- 
К у 2 F ствующий X у 2 Е ствующий 

одночлен одночлен 

0 0 0 0 ХУЙ = то i 0 о. 0 X¥Z =m, 
0 о: 1 \ XYZ =m, 1 0 i 1 ХУ2 = ть 

0 1 0 1-| X¥Z=m, } 1 0 1 ХУР = те 

0 | 1 | ХУЕ = т, | ! 1 0 ХУ2 = та                         
12.8-{ указано также обычное расположение соответствующих одночленов (п. 12.8-2); 
каждому одночлену ставится в соответствие двоичное число, определяемое порядком 
нулей и единиц относительно Х, У, 2. Функниия ЕЁ равная булевой сумме тех одночле- 
нов, для которых в этой таблице указано значение функции 1. 

Карта Карно — это диаграмма Венна (п. 12.8-5), состоящая из правильно располо- 

жениных квадратов, каждый нз которых соответствует одному из оп одночленов, порожк- 
донных Пй переменными (рис. 12.8-2). Значения данной функции Р из истинностной таб- 
лицы  ввосят в нужные квадраты; тогда фупкция РЁ равна сумме всех одночленов, для 
которых в соответствующих квадратах стоит единица. Для функций, пожалуй, до шести 
переменных карта Карно гозволяет удобным образом перегруппировать эти одночлены 
в объединения н пересечения так, чтобы минимизировать, скажем. число логических 
сложений, умножений и/или взятия дополнений. Это полезно для экономного конструи- 
рования схем электронных вычислительных машин (рис. 12.8-3). 

`’ 42.8-8. Полная аддитивность. Алгебры меры (см. также пл. 18.2-Ё и 18.2-2). Мпогие 
алгебры классов п алгебры событий требуют распространения определяющих постулл- 

тов на объединения и пересечения бесконечного множества членов (т. е., строго говоря, 
выхода за пределы собственио алгебры, п. 12.1-2). . 

Булева алгебра & называется вполне аддитивной, если каждая бесконечная сумма 

А, -- А, +... единственным образом определена как элемент ©. Вполне аддитивная 
булева алгебра $ называется алгеброй меры, если существует действительная функция 

(мера) М (А), определенная для всех элементов А Е би такая, что 

1) М А) > 0, 
2) М (0) =0, , 
3) М (A, + Apt.) = M (Ad + M (As) +... для любого конечного иля 

счетного множества элементов Ax, 2. ..., УДдовлетворяющего условию: 
А; А, = 0 при iste. 

Примеры мер: Мошность конечного множества (п, 4.2-3), длина, площадь, объем, 
меры Лебега и Стилтьеса (пп. 4.6-14, 4.6-17), значение истиниости (п. 12.8-6), вероятность 
(п, 8, -2). .
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МАТРИЦЫ, КВАДЛРАТИЧНЫЕ И ЭРМИТОВЫ ФОРМЫ | 

13.1. ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

Аппарат матриц позволяет более просто представлять различные матг- 
матические и физические операции с помощью числовых операций‘ над злемен- 
тами матриц. | 

Для большей легкости ссылок в пп. 13.2-|1 — 13.4-7 алгебра матриц н 
матричное исчисление вводятся как независимый объект, а в гл. 14 описы- 
вается применение матриц для представления векторов, линейных преобразова- 
ний (линейных операторов) и скалярного произведения. 

В пп. 13.5-1 —13.5-6 подобным же образом квадратичные и эрмитовы 
формы вводятся с точки зрения алгебры, их значение для представления 
скалярного произведения выясняется в пп. 14.7-[ и 14.7-2. 

13.2. АЛГЕБРА МАТРИЦ И МАТРИЧНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 

13.2-1. Прямоугольные матрицы. 
(а) Если собираются воспользоваться какой-либо из «матричных опера- 

ций», определяемых в п. 13.2-2, то таблицу 

[ox Qig ose Ain 

А =! 921 92 vee Fon | [ру] (13.2-1) 
e e e e e @e s oe e e eo 

\4mt Ame +++ Amn 

«скаляров» ар, взятых из коммутативного поля РЁ (п. 12.3-1), пазывают (пря- 
моугольной}) матрицей размера п Х л над полем Р. Элементы а;» называются 
элементами матрицы; элемент а;» расположен в {-Й строке и в /-м столбце 
матрицы (1}; т есть число строк, а и— число столбцов. Матрица конечна, 
если сна имеет конечное число строк и конечное число столбцов; в против- 
ном случае она бесконечна. 

Матрица (1) над полем комплексных чисел ограничена, если овца имеет 
конечпую норму. Вот типичиое определение нормы матрицы 

т п / m п. 

fAt=sup| № У ами, | | У 1 Р= У I me et) (13.2-2) 
` | 11 &=1 (i= | k= 1 { 

(см. также табл. 13.2-1| и п. 14.4-1). Конечная матрица над полем комплекс- 
ных чисел всегда ограничена. 

В этом справочнике все матрицы предполагаются конечными матрицами 
над полем комплексных чисел *). Матрица 4 == [а] называется действительной, 
если все ее элементы а;»„ — действительные числа. 

  — 

*) Бесконечные матрицы рассматриваются, например, в [13.1].
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Таблица 13%1 

Некоторые нормы матриц 

(п и/или т могут быть и бескопечными; см. также пп. 12.5-5 и 14.4-1) 

  

  

(а) Прямоугольные матрицы размера тхп А== [2:2] (m, a> 1) 

    

т п 

НА | == зир [2 у Ч Ть [3 8 = № mea) 
i=l k=l [= kal 

т п. 

ПА == sup > [а], UA ltr =sup >, Гар | 
R i=! k=l 

n l/p 
HA ty (S| > | а;ь P| (p=1, 2...) 

m n | 

ПАН, = У, У, Газ» | 

f=] k=1 

т 

мы =(5 
t тЫ

: Ts 
[ asp ") (евклидова порма). 

Lk 

Gt 

(b) Столбцы x = ba или строки. х = (Ey Gar tees En) 

en 

I/p n 

Hip lla |S [Es р) р=1,2,:..) 
k= 

аа = У [kel 
k=1 

~ - A 1/. 

Их а == ||, == (3 | : (евклидова норма) 

Е =| 

Их [оо = [Я Но == 5ир |, |. 

(с) Соотношения. Для каждой нормы выполняются соотношения 

ПА-ВИЗИА-ИВИ, Нод || = а] ||, ABI GYAN TSH. 

В частности, 

НАХ ||. < И АН ПХ [[5.    
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(5) Матрица размера пж| называется столбцом, а матрица размера 
] Хп— строкой. \ применяться следущие обозначения: 

(Eis Gor vee» En) = [ER] a (13.2-3) ы в 
“| В р, Ех", 
En. 

где &,— комплексное чнсло, сопряженное с Ё» (см. также пп. 13.3-1, 14.5-1 
и 14.5-2). 

(с} Матрица размера пхп называется квадратной матрицей порядка п. 
Квадратная матрица А.== [4;+| называется: 

треугольной (наддиагональной), если из {> следует Qj, =0, 
строго треугольной, если из = В следует аз, =0, 
диагональной, если из.{ = следует ау ==0, 
мономиальной, если в каждой ее строке ив каждом столбие 

имеется лишь один элемент, отличный от нуля. 
13.2-2. Основные операции. Операции над матрицами определяются с по- 

мощью операций над их элементами. 
. Две матрицы А ==[а;.| и В == [61»] размера тжл равны друг 

apyry (А=В) в том и только в том случае, eCIH G;p,—=Djp для всех 
Ги (см. также п. 12.1-3). 

2. Сумма двух матриц А == [4] и В ==[В8;»| размера шжлп есть 
‘матрица размера шжп 

A+B = [ai] + [bin] = [ein + din. 

3. Произведение матрицы АД == [ар] размера тжл на скаляр & 
ссть матрица размера тжп 

aA = @ [а] = [ва]. 
4. Произведение матрицы А ==[а;/] размера тЖл на матрицу 

В ==[6;,| размера пХг есть матрица С == [с] размера тжхг 

С —=АВ == [iy] [бе] = [cig], 
. rae 

п 

Cip = У, а; 
р 

Таким образом, элемент с» матрицы С=АВ есть сумма произведений 
элементов {-й строки матрицы А на соответствующне элементы Е-го столбца 
матрицы В. В каждом произведении матриц АВ число п столбцов матрицы А 
должно равняться числу строк матрицы В (форма матриц А и В должна быть 
согласованной). Из существования произведения АВ вовсе не следует сущест- 
вование произведения ВА. Если существуют оба произведения АВ и ВА (это, 
в частности, будет всегда, если А и В— квадратные матрицы сдного и’ того 
же порядка), то, вообще говоря, ВА =- АВ (см. также п. 13.4-4). Отметим, что 

A+B=B-+A, A+(B+C)=(A+B)+C, 
a (BA) =(aB) A, a (AB) = (aA) B= A (4B), 
A (BC)=(AB) C, (13.2-4) 

a(A-+B)=GA+aB, (a-+f)A=aA-+BA, 
А (В--С)=АВ--АС, (B+C)A=BA+CA,- | 

А-В = ПАН ВЬ Га = 1 А AB <I Al | Ble (13-28)
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13.2-3. Нулевая и единичная матрицы; обратные матрицы. Отметим сле- 
лующие определения: 

1. Нулевая матрица [0] размера мжл есть матрица этого раз- 
мера, все элементы которой равны нулю. Тогда 

A+[0]=A, ОАО, [0] B=C[0}=[0], 
где А— произвольная mampuya pasmepa mxXn, B—npousgoAbnaa mam- 
рица, имеющая п строк, и С — произвольная матрица, имеощая т 
столбцов. | 

2. Аддитивно обратная (противоположная) матрица —А для мат- 
рицы А == [а;+| размера тжл есть матрица размера жи — 

—А=(—ПА=[— 91| 
тогда A-+(—A) =A—A=[O}. 

3. Еднничная матрица / порядка п есть диагональная матрица 
размера лХл с единичными диагональными элементами: 

[== (5:21, rye bin = {1 сли р 

1В=В, CIl=C, 

‘где В— произвольная матрица, имеющая п строк, а С — произволь- 
ная матрица, имеющая п столбцов; для любой же квадратной мат- 
рицы А порядка п 

ГА = А! = А. 

4. Квадратная матрица А называется неособенной (невырожден- 
ной), если она имеет (необходимо единственную) мультипликативно 
обратную или просто обратную матрицу А”, определяемую условиями 

Тогда 

АА”! = АТ1А =/. В противном случае А — особенная (вырожденная) 
матрица. . + 

Квадратная матрица А == [а;»,] порядка п является невырожден- 
ной в том и только в том случае, если det (A) = det {a;,] 0; в этом 
случае АТ? есть квадратная матрица того же порядка п: 

А-а == [ан] ==“ |, 
еде А;„ — алеебраическое дополнение элемента а» в определителе 
де [а;»„] (см. также пп. 1.9-2 и 14.5-3).. 

Квадратчая матрица не вырождена в том и только в том слу- 
чае, если ее строки (столбцы) линейно независимы. 

Произведение ‘двух невырожденных матриц и матрица, обратная невырож- 
денной матрице, не вырождены; если А и В не вырождены и & == 0, то 

(AB) 3=B A, (аА)1=аг1А-1, (АТА. (13.2-6) 

13.2-4. Целочисленные степени квадратных матриц. По определению 4% = /, 

А! —= А, 42 — АА, Аз —= ААА, ..., и если А — невырожденная ‘матрица, 

АЁР = (АТЬР — (дР)1 (p= 1, 2, 0). 

Примепимы обычные пвравнла действий со степенями (см. также п. 14.3-6). .. 
13.2-5. Матрицы как строительные блоки математических моделей. Из определе- 

ний пп. 13.2-2 и 13.2-3 (конструктивные определения, п. 12.1-1) вытекают следующие ре- 
вультаты: 

1. Для любой пары натуральных чисел 21 и п класс еех матрии размерв 
тхп над полем Е есть тп-мерное векторное пространглтео над F (пп. 12.4-1 
и 14.2-4). В частности, строки или столбцы из п элементов. образуют ‘п-мервые 
векторные пространства (см. также п. 14.5-2).
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2. Класс всех квадратных матриц данного: порядка п над полем Е есть 
линейная алгебра порядка п? над Е; вырожденные матрицы являются делите- 
лями нуля (п. 12.4-2). 

3. Класс всех невырожденных квадратных матриц данного порядка п над 
полем Р образует мультипликативную группу (п. 12.2-1) a вместе с`нулевой 
матрицей размера пхп — алгебру с делением порядка пЗднад полем Р (п. 12.4-2). 

Аналогичные теоремы справедливы и для ограннченных бесконечных матриц над 
полем действительных или комплексных чисел. 

13.2-6. Х Умножение на матрицы специального вида, Матрицы перестановки. Пусть 
„А — произвольная квадратная матрица порядка п. Тогда 

Если В — матрица, полученная из единичной матрицы п-го порядка 
заменой числа | в {-Й строке на комплексное число а, то матрица АВ полу- 
чается из матрицы А умножением всех элементов {-го столбца на “. 
. Матрица ВА получается из матрицы А умножением всех элементов 
1-й строки на 9. 

2. Если С — матрица, полученная из единичной матрицы п-го порядка 
заменой недиагонального ‚элемента д;, =0 на 1, то матрица АС получается 
из матрицы А заменой В-го столбца на симму #-2о ц 1-го столбцов. Матрица СА 
получается из матрицы А заменой 1-й строки на сумму 1-й и Е-й строк. 

3. Если р — матрица перестановки. получающаяся из единичной матрицы 
перестановкой каких-либо ее двух столбцов (или, что то же самое, двух ее 
строк с теми же номерами), то матрица АД получается из матрицы А пере- 
становкой соответствующих столбцов, а матрица РА перестановкой соответ- 
стлвующих строк. 

13.2-7. Ранг, след и определитель матрицы (см. также п.14.3-2). Ранг дан- 
ной матрицы А есть такое число г==г), что по крайней мере ‘один’ опреде- 
литель г-го порядка (п. 1.5-1), получаемый из этой матрицы при удалении 
нскоторых строк и/или столбцов, отличен от нуля, а все определители (г-|- 1)-го 
порядка равны нулю. Ранг матрицы равен паибольшему числу линейно неза- 
висимых строк (или столбцов). Лвадратная матрица А порядка п является 
нгзырожденной в том и только в том случае, если ее ранг г=п, т.е. 4е (А) ==0 
(н. 13.2-3). 

х Ранг суммы двух матриц не больше суммы их рангов: га. в гд-НГрд- 
Если матрица А имеет размеры тх п, а матрица В — размеры пЖа, то 

для ранга матрицы АВ имеют место неравенства 

ГА--7в— п = Гдв = Шт (ГдьГв) (неравенства Сильвестра). x 

Creg (uinyp) MatpHub! A = [a;p,] pasmMepa п Ж п есть сумма 

n 

Tr(A)= У; ан 
i=] 

ве диагональных элементов *). 
Для двух квадратных матриц А и В одного и того же порядка 

Tr (A4--+ B)=Tr(A)-+Tr(B8), Tr(a#A)=aTr (A), 
ty (BAVETs CAB), r(®) Th CAB BA) LO | (13.2-7) 

det (AB)= det (BA)=det (A) det (B). | (13.2-8) 

13.2-8. Разбиение матриц. Матрица, имеющая более чем одну строку и 
столбец, прямыми, проведенными между строками и/или столбцами, может 
быть разбита на меньшие прямоугольные подматрицы. Две соответствующим 
образом разбитые матрицы А и В размера пжп можно перемножить, поль- 
зиясь входящими в них прямоугольными подматрицами как элементами в обыч- 
ной формуле произведения матриц (п. 13.2-2); получающиеся таким путем 
элементы произведения являются подматрицами матрицы АВ размера пжп. 
Эта теорема бывает полезна при некоторых выкладках (п. 20.3-4). 
  

*) Иногда след матрицы обозначают $р(4).
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13.2-9, Клеточные матрицы. Прямые суммы (см. также пл. 13.4-6, 14.8-2 
и 14.9-2). Клеточная матрица есть квадратная матрица А, которую можно 

разбить так, чтобы получилась диагональная матрица (п. 13,2-[1, с), вдоль 
днагонали которой идут квадратные подматрицы Ах, Д.», ...; 

Ay [0] fee 

А=| 10] А, _ fe (13.2-9) 
фоовео вс осо свое вь * - ооо о 

Клеточную матрицу часто рассматривают как прямую сумму 

А=А ФА, ФФ... 

квадратных матриц, идущих вдоль ее диагонали (см. также п. 12.7-5). Отме- 

тим, что ДР =? Ф4АРФ... при р=0, 1,2, ... (а если Д — невырожденная 
матрица, то и при р= —1, —2, ...) и 

Tr (A) = Tr (A,y)-++ Tr (Ag) +..05 \ 

| 4е1 (А) = 4ей (А1) det (A,)... (13.2-10) 

13.2-10. Прямое (внешнее) произведение матриц (см. также п. 12.7-3). Прямое (внеш- 
пее) произведение А®В матрицы A =[а; | размера шхп и матрицы B= [b;'p'| размера 

т'кп’ есть матрица 

А®В== = (Cjn} (jh = Asp b zp) (13.2-[1} 

размера 117’ Жлп’, где ипдекс 7 означает порядковый номер пары (Е, 2’) B последовательно- 
сти (1,1), (, 2), (1, 72’), (2, 1), (2, 2), ‚ (и, т’), а индекс В — порядковый вомер пары 
(2, ey в аналогичной последовательности. Отметим, что 

° (A ® B)(C QD) = AC®QBD, (13.2-12) 

Тг (А®В) = Тг(А) Тг (В). (13.2-13) 

Х В (12) предполагается, что число строк матрицы С равно числу столбцов матрицы А 
и число строк матрицы О равно числу столбцов матрицы В, ав (13) -- что Аи В — ква- 
дратные матрицы. 5х 

13.2-11. Сходимость н дифференцирование. 
(а) Последовательность матриц So, Sy, 54, ..., Имеющих одно и то же 

число строк и одно и то же число столбцов, называется сходящейся к такой же 
матрице $, если при п-—+ со каждый элемент матрицы $» сходится к соот- 
ветствующему элементу матрицы 5, т. е. если Aim || S-—S), ||=0. Подобным же 

образом определяется предел матричной функции А=А (1) скалярного аргу- 
мента # (см. также п. 12.5-3). 

(6) Если элементы матрицы А==[а»| являются дифференцируемыми 
функциями а;» (Г) скалярного аргумента &, TO my 

да: 

ее] = tae OS GA 0. (13.2-14) 
Частные производные и интегралы от матриц определяются аналогично. 

13.2-12. Функции матриц. Матричные многочлены и алгебраические функ- 
ции матриц определяются с помощью элементарных матричных операций. 

Теорема Кэли— Гамильтона (п. 13.4-7) каждый сходящийся ряд у apA® 
& =U 

по степеням квадратной матрицы А порядка л (аналитическую функцию 
матрицы А) сводит к некоторому многочлену л-й степени от А. .
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13.3. МАТРИЦЫ СО СПЕЦИАЛЬНЫМИ СВОЙСТВАМИ. СИММЕТРИИ 

13.3-1. Транспонированная и эрмитово сопряженная матрица (см. также 
пп. 14.4-З и 14.4-6, а). Еслн А == [а;„] — произвольная матрица размера тх п 
вад полем комплексных чисел, то 

Матрица, транспонированная по отношению к Д, есть матрица 
А’ = [ан] размера пх т. Матрица, зрмитово сопряженная с А (просто 
сопряженная, присоединенная, ассоциированная)!), есть матрица 
`А* == {4ь!] размера пхм. 

Отметим следующие соотношения: 

(А--В)’=А’-- В’, (aA) =a’, © (AB) =B'A’, 

(At =(A)3, (А’)’=А AT I= All, (13.3-1) 

[O)'= [0], "=i; 

(A-+B)* =A*+B*, (aA)*=@A*, (АВ)*=В*А*, 

(А”1)* = (А*) т, (А*)* = А, | A* =] A |), (13.3-2) 
jO}*=[0!, 1*—=/. 

Матрицы А, А’и А* необходимо имеют один и тот же ранг. 
Для каждой квадратной матрицы А 

Tr (A’)=Tr (A), det (A’) =det (А); (13.3-3) 

Tr(A*)=Tr(A), det (A *)==det (A). (13.3-4) 
  

‚13.3-2. Матрицы со специальными свойствами симметрии (см. также 
пп. 14.4-4 — 14.4-6). Квадратная матрица A = [а] называется 

симметрической, если Д’—А, т. е. если а;ь =аьрь 
кососимметрической (антисимметрической), если А’-=— А, т, е. 

если аь = — ав 
эрмитовой (самосопряженной). если А *-— А, Т. е. если а;» =@ы, 
коссэрмитовой (альтернирующей), если ‘А *=— А, т. е. если 

Яр ==— Api. 
ортогональной, если А’'А = АД' =/1, т. е. если А’ = А7\, 
унитарной, если А*А=АА* ==/, т. е. если А* ==А тт. 

Эрмитова матрица является симметрической, косоэрмитова — кососимметрической и 
унитарная — ортогональной в том и только в том случае, если все их элементы действи- 
тельпы. Диагональные элементы эрмитовой, косоэрмитовой и кососимметрической матрицы 
соэтветственно действительны, чисто мнимы и равны нулю. 

Определитель эрмитовой матрицы действителен. Определитель косоэрмитовой 
матрицы размера п Х п является действительным, если п четно, и чисто мнимым, если 
п нечетно. Определитель кососимметрической матрицы нечетного порядка: равен нулю, 
Определитель унитарной матрицы по модулю равен |, а определитель ортогональной 
матрицы равен + Гили — 1 

13.3-3. Правила комбинирования (см. также п. 14.4-7): 
(а) Если А —симметрическая матрица, тои АР (р=0, 1,2,...), А71, TAT 

и &А —симметрические матрицы. 

  

1) Термины сопряженная, присоединенная 'и ассоциированная употребляются в различ- 
ных смыслах (см. также пп. 12.2-5, 14.4-3. 16.7- и 16.7-2); некоторые авторы называют 
присоединенной к А матрицу A~* det (A) (состоящую из Ay", 060s дополнений 

с переставленными индексами). Символы А’, А* н А== ==[a | = = (A’)*, обозначающие соот- 
ветственно матрицу транспонированную, эрмитово сопряженную и комплексно сопряжен - 
пую с данной матрицей ДА, также варьиру ются; некоторые авторы матрицу, эрмитово 
сопряженную с Д, обозначают символом Ат.
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Если Т — произвольная невырожденная матрица, то матрица Т’АТ будет 
симметрической в том и только в том слуицае, если симметрической будет и 
Mumpuya A; поэтому для любой ортогональной матрицы Т матрица Т-ЗАТ 
будет симметрической в том и только в том случае, если симметрической 
будет и матрица А. 

Если А и В-—симметрические матрицы, то и А--В — симметрическая 
матрица. Произведение АВ двух симметрических матриц А и В есть симмет- 
рическая матрица в том и только в‹том случае, если BA=AB. 

Х Произведение АВ двух кососимметрических матриц А и В есть симметрическая 
матрица в том и только в том случае, если ВА = ЛВ, и кососимметрическая, если ВА = 
= — АВ. Х. , 

(5) Если А—эрмитова матрица, то и АР (р=0, 1, 2,...), АТР и Т*АТ — 
эрмитовы матрицы; аА — эрмитова матрица, если в — действительное, и косо- 
эрмитова матрица, если &— чисто мнимое. 

Если Т— произвольная невырожденная матрица, ‘mo матрица Т *АТ будет 
эрмитовой в том и ттолько в том случае, если эрмитовой будет и матрица А; 
поэтому для любой унитарной матрицы Т матрица Т-ТАТ будет эрмитовой 
в том и только в том случае, если эрмитовой будет и матрица А. 

Если А и В-—эзрмитовы матрицы, то и А--В—эрмитова матрица. 
Произведение АВ 0вух эрмитовых матриц А и В есть эрмитова матрица 
в том и только в том случае, если ВА = АВ. 

Хх Произведение АВ двух досозриитовых матриц А и В есть эрмитова матрица в том 
и только в том случае, если ВА В, и косоэрмитова, если ВА —— АВ. x 

‚- (© Если А —ортогональная матрица, то. и АР (р=0, 1, 2,...), А” А’ 
и — А — ортогональные матрицы. Если матрицы А и В ортогональны, то и 
матрица АВ ортогональна. 

Если АЬ—унитарная матрица, то и АР(р=0, 1,2, ...), А, А* и ad 
при |а|=1 — унитарные матрицы. Если матрицы Аи В унитарны, то и 
матрица АВ унитарна. 

13.3-4. Теоремы о разложении. Нормальные матрицы (см. также UIE. 
13.4-4, аи 14.4-8): 

(a) Для ел квадратной матрицы А над полем комплексных чисел 

5 > (А +A’)=S, ecTb cummempuueckan, a as (A —A’)=S,— ko- 

сосимметрическая матрица, А=5.--5. есть (единственное) разлож?- 
ние данной матрицы А в сумму симметрической и кососимметрической 
матриц, 

2, 5 (А +A*)=H, u = -(A— — А*) =Н»—эрмитовы mampuytt; ma- 

трица iH, —xocospmumooa: А=Н.- #5 есть (единственное) разло- 
жение данной матрицы А в сумму эрмитовой и косозрмитовой мат- 
риц (аналогичное разложению комплексного числа на действитель- 
ную и мнимую части). 

3. АА* и А*А сесть эрмитовы неотрицательные (см. п.13.5-3) 
матрицы. 

4. Существуют полярные разложения матрицы А 

A=QU И A=U,Q,, 

где / и ©, — неотрицательные эрмитовы матрицы, однозначно опре- 
деляемые условиями 02=АА* и 0=А*А, а Ии И, — унитарные 
матрицы, однозначно определяемые в том и только в том случае, 
если А— невырожденная матрица’ (полярные разложения. матрицы 
аналогичны представлению комплексного числа в тригономегрической 
форме 2==7 (с0$ фе зп $)). 

(b) Квадратная матрица А называется: нормальной. матрицей, если А*А = 
= AA* или, эквивалентно, если Н.Н, = Н.Но.
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13.4. ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ МАТРИЦЫ, СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ, 

ПРИВЕДЕНИЕ К ДИАГОНАЛЬНОМУ ВИДУ И СМЕЖНЫЕ ВОПРОСЫ 

13.4-1. Эквивалентные и подобные матрицы (см. также пп. 12.2-5, 13.5-4, 
13.5-5 и 14.6-2). 

(а) Две прямоугольные матрицы А и В эквивалентны, если существуют 
такие две квадратные невырожденные матрицы © и Т, что А и В связаны. 
преобразованием 

B=SAT. (13,4-1) 

Каждая матрица В, эквивалентная данной матрице А, имеет столько же 
строк и столько же столбцов, сколько и матрица А, и может быть получена 
и3`А с помощью последовательного применения шести операций, определенных 
в п. 13.2-6. Эквивалентные матрицы имеют один и тот же ранг; две мат- 
рицы размера тжп, имеощие один и тот же ранг, эквивалентны. 

Если В=ОА или В = АО, где О — невырожденная матрица, то А и В эк- 
вивалентны. 

(5) В частности, две квадратные матрицы А и А подобны (иногда нх на- 
зывают просто эквивалентными), если существует такая невырожденная мат- 

рица Т (преобразующая матрица), что А и А связаны преобразованием подобия 

A=TIAT nan A=TATA; (13.4-2) 

А, А иТ необходимо являются квадратными матрицами одного и того же по- 
рядка. 

При каждом преобразовании подобия (2) сохраняется результат сложения 
матриц, умножения матриц и умножения матрицы на скаляр (см. также 
п. 12.1-6). Две подобные матрицы имеют один и тот же рамг, один и тот 
же след и один и тот же определитель (см. также п. 13.4-2, а). 

(<) Две квадратные матрицы Аи А, связанные преобразованием 

A=T'AT, | (13.4-3) 

где Т — невырожденяая матрица, называются конгрузитными. Две квадратные матрицы 

Ди А, связанные преобразованием 

А = Т»АТ, (13.4-4) 

где Т — невырожденная матрица, называются соединенными. В каждом из этих случаев 

А, Аи Т пеобходимо являются квадратными матрицами одного и того же порядка. 
(4) Эквивалентность, подобие, копгруэнтность и соединенность матриц являются 

отношениями эквивалентности; каждое из них определяет разбиение класса рассматри- 
ваемых матриц (п. 12.1-3, 5}. В большинстве приложений две или несколько подобных 
матриц дают различные представления некоторого линейного преобразования (линей- 
ного оператора) А (п. 14.6-2). В этой связи представляет интерес: 1) нахождение преоб- 
разования подобия, дающего особенно простое представление оператора А (приведение 
данной матрицы к диагональному или какому-либо иному <каноническому» виду), н 2) на- 
хождение свойств матрнц, инварнантных относительно преобразований подобия и, таким 
образом, общих для каждого класса подобных матриц (к числу таких свойств, например, 
относятся раиг, след, опредслитель, собственные значения). 

13.4-2. Собственные значения и спектры квадратных матриц (см. также 
п. 14.8-3). 

(а) Собственными значениями (собственными числами, характеристическими 
числами) квадратной’ матрицы А == [ал] называются те значения скалярного 
параметра Л, для которых матрица А—А/ является вырожденной. Спектр 
(спектр собственных значений) матрицы А есть множество всех ее собственных 
значений. о 

‘Собственные значения квадратной матрицы А можно определить и не- 
посредственно как собственные значения линейного оператора, представляе- 
мого матрицей АД (п. 14.8-3); подобные матрицы имеют один и тот же спектр.
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(5) Если нормальная матрица А(А*Л =АЛ*, п. 13.3-4, 5) имеет собст- 

всиное значение A, mo матрица А* имест собственное значение \, матрица 
1; | 

Пт ==5 (А --А*) имеет собственное значение Ке/ и матрица На= ;(А—А*) 

имеет собственное значение [т А, (см. также. п. 13.3-4, а). 
Все собственные значения данной нормальной матрицы являются действи- 

тельными в том и только в том случае, если эта матрица подобна некото- 
рой эрмитовой матрице (см. также п. 14.8-4). В частности, все собственные 
значения эрмитовых и действительных симметрических матриц действительны. 
Все собственные значения унитарной матрицы по модулю равны 1; в частности, 
действительные собственные значения действительных ортогональных матриц 
равны -=1 или —1, а их комплексные собственные значения появляются парами 

е"'Ф. Квадратная матрица невырождена в том и только в том случае, если 
все ее собственные значения отличны от нуля. О вычислении собственных зна- 
чений см. пп. 13.4-5, а, 14.8-5, 14.8-9 и 20.3-5. 

13.4-3. Призедение квадратной матрицы к треугольному виду. Алгебран- 
ческая кратность собственного значения (см. также и. 14.8-3, е). 

(а) Для любой квадратной матрицы А существует такое преобразование 

подобия А =Т`1АТ, что А есть треугольная матрица (п. 13.2-1, с). Диаго- 
нальные элементы каждой треугольной матрицы, подобной матрице А, явля- 
ются собственными значениями матрици А, и каждое собственное значение Ау 
матрицы А встречается в качестве диагонального элемента во всякой такой 
треугольной матрице одно. ц то же число т; —1 раз; число ту называется 

алгебраической кратностью данного собственного значения А, 

Замечание. Алгебраическая кратиость т; собствениого значения ^; может не 

совпадать а его геометрической кратностью т., определяемой в п. 14.8-3, b. 

(5) След Тг(А) равен сумме всех собственных значений матрицы А, при- 
чем каждое собственное значение считается столько раз, какова его алгебраи- 
ческая кратность. Определитель 4е! (А) (п. 13.2-7) равен точно таким же 
образом подснитанному произведению собственных значений (см. также н. 13.4-5). 

{3.4-4. Приведение матриц к диагональному виду (см. также п. 14.8-5). 
(а) Квадратная матрица А может быть преобразованием подобия прни- 

ведена к диагональному виду (т. ге. существует такая невырожденная преоб- 
разующая матрица Т, что матрица А=ТиТАТ диагональна, и. 13.2-1, с) 
в том и только в том случае, если А подобна некоторой нормальной мат- 
рице (п. 13.3-4, 5). Более конкретно, данная матрица А может быть преоб- 
разованием подобия с унитарной преобразующей матрицей ТТ (или, если 
матрица А действительна, —с действительной ортогональной преобразующей 
матрицей) призедена к диагональному виду в том и только в том случае, 
если А — нормальная матрица (A*A=AA*, п. 13.3-4, 5). В любом случае 

диагональные элементы матрицы А являются собственными значениями мат- 
рицы 4; каждое собственное значение матрицы А встречается в качестве дна- 

гонального элемента матрицы 4 ровно столько раз, какова его алгебраичес- 
кая кратность. Метод, дающий преобразующую матрицу Т с нужными свойст- 
вами, описаи в п. 14'.8-6. 

Частные случаи матриц, приводимых & диагональному 
виду. Эрмитовы и унитарные матрицы (а потому действительные и симметрические 
или ортогональные матрицы) представляют собой частные случаи нормальных матриц. 
Каждая матрица, имеющая собственные значения только алгебраической кратности 1, 
подобна некоторой нормальной матрице. 

(6) Две зрмитовы матрицы А и В могут быть приведены к диагональ- 
ному виду одним и тем же преобразованием подобия (и, в ‘частности, одним 
и тем же преобразованием подобия с унитарной преобразующей матрицей Т) 
в том и только в том случае, если ВА = АВ. (см. также пп. 13.5-5 и 14.8-6, е).
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(с) Для любой эрмитовой матрицы А существует такая невырожденная 

матрица Т, что матрица А=Т*АТ диагональна; диагональные элементы 
~ 

митрицы А в зтом случае действительны. В частности, существует такая 

невырожденная матрица Т, что диагональные элементы матрицы А прини- 
мают только значения --1, —1 и/или 0. 

Для л0бой действительной симметрической матрицы А существует 

такая действительная невырожденная матрица Т. что матрица A =T'AT 
диагональна. В частности, существует такая действительная невырожденная 

матрица Т, HINO диагональные элементы матрицы А принимают ‘только зна- 
чения 1, —1 и/или 0. 

Матрицы Г с искомыми свойствами получают из соотношения Т = 00, где И — 
учктарная (или действительная ортогомальная) матрица. для которой матрица (АЦ 
диагональна, а О — действительная диагональная матрица; матрицу О находят по ме- 
тоду п. 14.8-6 (см. также и. 13.5-4, d). - 

13.4-5. Собственные значения н характеристическое уравнение матрицы. 
(а) Спектр собственных значений квадратной матрицы А == [а] порядка 

п совпадает с множеством корней алгебраического уравнения п-й степени 

Fa (A) = det (A —Al) = det [а — Аб] == 

a1 — A Q19 eee Ain 

e=| Ter Gaz A vee т |--0  (13.4-5) 

ant Ч... Onn A 

(характеристическое уравнение ‘или вековое уравнение матрицы А). 
Кратность (порядок, п. 1.6- -2) каждого корня hy этого уравнения равна 

его алгебраической кратности т; как собственного значения, так что тиц -- 

+ met... EN. 
Подобные матрицы размера пхп имеют одни и те же характеристи- 

ческие уравнения; коэффициенты уравнения (5) являются симметрическими 
функциями п корней А, А», ..., Аи (п. 1.6-4). В частности, коэффициент при 
^П—\ и свободный член уравнения (5) соответственно равны 

(— 1)771 (Ay Ag. fe Ay) = (— 1)47 Те (А), 

AyAg se. 1, =det (A). | (13.4-6) 

; п 
Коэффициент при АП” равен взятой с множителем (— 1)” сумме всех (7 

главных миноров г-го порядка (n. 1.5-4) определителя det (A). 
(5) (См, также п. 14.8-3). Для О квадратной матрицы А с собствен- 

ными значениями \; матрица аА имеет собственные значения %\}, а матрица 

АРВ — собственные значения MP (р=0, 1,2, ..., а если А — невырожденная мат- 

рица, то р=0, +1, + 2, ...). 
Каждый многочлен или аналитическая функция | (А) (п. 13.2- 12) имеет 

собственные значения | (№). 

Матричный степенной ряд у а,А® сходится (п. 13.2-1, a) в том 
k=) . | 

со 

и только в том случае, если степенной ряд У а pM; сходится ‘для каждого 
h=v 

собственного значения dh, mMampuyst A. Ecau dee квадратные матрицы Аи В 
имеют соответственно собственные значения dy и фе д. То спектром собствен- 
ных значений прямого произведения АбЭВ (п. 13.2-10) является множество 
всевозможных произведений Хиль.
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.13.4-6. Собственные значения клеточных матриц (прямых сумм, п. 13.2-9). 
Спектр клеточной матрицы (прямой суммы), А=А: Ф А, 0), ... есть объеди- 
нение спектров матриц A,, А.,...; алгебраические кратности складываются. 
Вклад в спектр каждой подматрины A, может быть пайден с помощью ее 
характернстического уравнения. 

13.4-7. Теорема Кэли—Гамильтона и смежные вопросы. 
(а) Каждая квадратная матрица А удовлетворяет своему собственному 

характеристическому уравнению (п. 13.4-5, а), ги. е. 

Ед (4)=0 (теорема Кэли — Гамильтона). (13.4-7` 

(6) Теорема Кэли—Гамильтона позволяет каждую целочисленную степеиь, а потому 
и каждую аналитическую функцию квадратной матрицы А порядка п представлять в виде 
линейной функции от п различных положительных целочисленных степеней матрицы А 
(см. также а. 13.2-12). Точнее, h 

1 wn, п-в Ass AA, (13.4-8) 
k=! 

где А — определитель Вандермонда (п. \.6-5) де [№]. а А,— определитель, получае- 

мый если в Л вместо Mi, м. „+ м подставить } (A,), i (\,). ... о Ри). 

Если все собственные значения Ne Nan sees hn матрицы А различны; то равенство (8} 

можно переписать в виде 

tk 
= iQ eee [3 4-9 КА: = УРА мы 13 4-9) 

kool t(sER 
(теорема Сильвестра). 

13.5. КВАДРАТИЧНЫЕ И ЭРМИТОВЫ ФОРМЫ 

_ 13.5-1. Билинейные формы. Билинейная форма от 2п действительных или 
комнлексных переменных Ё1, &, ..-, п, Ць П» +-.› в есть однородный мно- 
гочлен второй степени (п. 1.4-3) 

non | 

Ау У У вии: (13.5-1) 
| 

x’ = [Е,|-матрина-строка, у == [\»] — матрица-столбец (п. 13.2-1, b). 
{3.5-2. Квадратичные формы. Квадоатичная (однородная) форма от п дей- 

ствительных или комплексных Переменных Ё, Ё,, ..., бп есть многочлен 

. п п 

хАх== У У ан ь==х’Ац, (13.5-2) 
i==| bol , 

где 4,=(+) (A -+- A’) —ecumMmetTpuyeckan uacta» (n. 13.3-4) матрицы 4 == [azp]. 

Выражение (2) тождественно \равнз нулю в том’ и только в том случае, 
если А — кососимметрическая матрица (ав;==— ав, п. 13.3-2). Квадратичная 
форма (2) называется симметрической, если А —симметрическая матрица (а; = 
=d;,, 1. 13.3-2), и действительной, если А — действительная матрица (и таким 
образом, каждый элемент а;»„ — действительное число, п. 13.2-[) *). 
  

*) Каждой квадратичной форме можно поставить в соответствие бесконечно много 
пазличных матриц А, для которых эта форма равна х’Ах. Среди них одна матрица (мат- 
рнца А,, о которой шла речь выше) является симметрической. Обычно квадратичную 
форму записывают именно с помощью этой матрицы и, таким образом, всякая квадрагтич- 
ния форил является гимметрической. Квадоатичная. форма называется. действитель- 
чой, если действительной является эта сиимешрическая матрица. Наиример, форма 

2 mos у. 4 . on Ty й oJ 1 Е Ща, — аа $ Е действительна, так как ее симметрическая запись имеет вид &т 4-25.
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Действительная симметрическая квадратичная форма (2) (а также соот“ 
ветствующая действительная симметрическая матрица А) называется положи- 
тельно определенной, отрицательно определенной, неотрицательной или кепо- 
ложительной, если соответственно х’.Ах > 0, х'Ах «0, х’Ах —=0 или x’Ax <0 
для каждого набора действительных чисел Е}, Ё., ..., пл, не все из которых 
равны нулю. Все остальные квадратичные формы являются неопределенными 
(т. е. знак х’Ах зависит от выбора чисел ЕЁ, Ё., ..., Ён) или тождественио 
равными нулю. 

Действительная симметричсская квадратичная форма (2) (а также соответствующая 
лействительная симметрическая матрица А) называется положительно полуопредвленной 
HAH отрицательно полуопределениой, еслн соответственно она неотрицательна или непо- 
ложительна и если х’Ах =0 дла некоторого набора 5, Eg 5 действительных чисел, 
пе все вз которых равны нулзо, 

13.5-3. Эрмитовы формы. Эрмитова форма от л действительных или ком- 
плексных переменных Ёз, 52, ..., Ев есть многочлен 

п a 

х*Ах= У, У, арб ри (13.5-3) 
== л-1 

где 4 ==[а»]—эрмитова матрица (а, =ар;), а матрица х* == (1, &, „.., Ен|. 
Форма (3) принимает действительные значения для каждого набора комплексных 
чисел Е, Е, „.., Е в ТОМ 4 только в том случае, если А —эрмитова матрица 
(см. также п. 14.4-4). — 

Эрмитова форма (2), а также соответствующая эрмнтова матрица А ==1а |, 
называется положительно определенной, отрицательно определенной, неотри- 
цательной или неположительной, если соответственно х*Ах > 0, х*Ах < 0, 
х*Ах 2= 0 или х* Ах - 0 для каждого: набора комплексных чисел Ё1, Ёь, -..› Ен» 
не все из которых равны пулю. Все остальные эрмитовы формы (нли эрми- 
товы матрицы) являются неопоеделенными (т. е. знак х*.4х зависит? ог выбора 
чисел Е», Е, ..., En) ИЛИ тождественио равными нулю. 

Эрмитова форма (3) (а также соответствующая эрмитова матрица А) вазывается 
положительно полуопределенной или отрицательно полуопределенной, если соответетвенво 

опа иеотрикательна или иеположительва и если х*Ах =0 для иекоторого набора ком- 
плексных чисел 6,, &», ..., Sy Не все из которых равны нулю. 

13.5-4. Преобразование квадратичных и эрмитовых форм. Приведение 
к сумме квадратов. 

° . (а) Линеииая подстановка 
er 
be 

i — У fi Е ==, 2, eee, п 

ИЛН ti a ив ( (det [f;,} 34 9) (13.5-4) 

х==Тх 

(невырожденное однородное. линейное преобразование координат вектора, «пас- 
сивпая» точка зрения, п. 14.6-1) переводит каждую квадратичную форму (2) 

в квадратичвую форму от новых переменных Ej, -€a, eves Ent 

a n 

YAxS У У Oipgie, =x’ Ax, 

~ п п | > (13.5-5) 
Ч “7 ‘ 

Gip= 9) Dy Aint tithe ((, R=1, 2, 0, A) 
ИЛЯ rosl n=l 

A=TI'AT. . J    
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Гсли А —симметрическая матрица, то и А — симметрическая матрица, если 

А и Т-— действительные матрицы, то и А — действительная матрица. 
Лннейная подстановка (4) переводит каждую эрмитову форму (3) в новую 

ормитову форму: 
’ 

% - || 

1
M
 

2 

ИМ
 я
 

Te
g 

x 

  
< п п Н . (13.5-6) 

ав == У; У Ojnt jithe (1, Е =1, 2, ... П), 

или = А = 

A=T*AT. 

(5) Для каждой данной действительной симметрической квадратичной 
формы (2) существует такое линейное преобразование (4) с действительными 

коэффициентами Ё», что новая матрица А в (5) является диагональной 

(см. также п. 13.4-4, с), так что 

п 

хАх==х'Ах = a aj. (13.5-7) 

Точно так же для каждой эрмитовой формы (3) существует такое линей- 
ное преобразование (4), что 

п 

Acax*Ac= У! ан. (13.5-8} 
i=l 

Число г отличных от нуля коэффициентов в равенствах (7) или (8) не 
зависит от выбора преобразования, приводящего матрицу А к диагональному 
виду, и равно рангу матрицы А; число г называется рангом данной квадратичной 
или эрмитовой формы. Для любой данной действительной симметрической квад- 

ратичной формы (2) разность между числом положительных и числом отрица- 

тельных коэффициентов ал в равенстве (7) не зависит от выбора преобразова- 

ния, ‘приводящего матрицу А к диагональному виду (закон инерции квадратичных 
форм); это число называется сигнатурой данной квадратичной формы. В точ- 
ности такое же утверждение справедливо и для эрмитовых форм (закон инерции 
эрмитовых форм). 

(с) В частностн, для каждой действительной симметрической квадратичной 
формы (2) существует действительная ортогональная матрица Т, а для каждой 
эрмитовой формы (3)--унитарная матрица ТГ, приводящая матрицу А к диаго- 
нальному виду (см. также п. 13.4-4). Получающееся в результате преобразо- 

вание к главным осям (преобразование к нормальным координатам Ey, Eas eee бл, 
см. также п. 9.4-8} дает нормальный вид данной квадратичной или эрмитовой 
формы 

п 

хАх=Ах == x Е или х*Ах=Ех*Ах Е 2 hi [Е (2, (13.5-9) 
— 
— 

где множество действительных чисел А; составляет спектр собственных значений 
данной матрицы А (п. 13.4-2). 

(4) Добавочное преобразование = ИИ | № | (i = 1, 2, ..., п) приводит 
выражение (9) к каноническому виду 

в п 

“Ax = У e,Gi nau x*Ax = У, 8; | 6; [2% (13.5-10) 
é=1 i=]
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где кажлый коэффициент &; равен --|1, —1 или 0, если соответствующее 
собственное значение А; положительно, отрицательно: или равно нулю. 

_(е) Вопрос © нахождении подходящих матриц, приводящих данную мат- 
рицу А к диагональному виду, рассмотрен в п. 14.8-6 

13.5-5. Одновременное приведение двух. квадратичных или эрмитовых 
форм к суммё квадратов’ (см. также ип. 13.4-4, Би 14.8-7). Бсли даны две 
действительные симметрические квадратичные формы х’Ах и х’Вх, причем 
х'Вх — положительно определенная форма, то можно найти действительное 
преобразование (4), одновременно приводящее к сумме квадратов формы `х’ Ах 
н х’Вх. В частности, существует такое действительное преобразование (4) 

к новым координатам Ё\, Ey, ..., Ел, что 
п | 

х’Ах=х хА. x= у web,  х’Вх == х’В хе a 2 .  (13.5-И) 
= ^ i=l , 

Точно так же, если даны две эрмитовы формы х*Ах и х*Вх, причем х*Вх—` 
положительно определенная форма, то существует такое преобразование (4) 

к новым координатам au Eos ewes Ene YTO 

n ` ~ ~ nw п ~ ` 

х*Ах == *Ах= Ури, х*Вхеа х*Вх= У |ЫР. (13.5-12) 
| i= 

% 

В любом случее множество действительных чисел р, ца, ... ‚ Ил сбстав- 
ляет спектр собственных значений матрицы ВА, получаемый как `мио- 
жество корней алгебраического уравнения л-й степени 

Че (А— р) == ей [азь — вЫ] =0. (13.5-13) 
Искомую матрицу преобразования Т можно найти по методу п. 14.8-7 или же 

с помощью равенства Т = o ГДе Го — матрица преобразования, приводящего форму 
х’Вх или х*Вх к каноническому виду (п. 13.5-4, а), а Ц — унитарная матрица. приво- 
дящцая форму х’Ах или х*Ах к сумме квадратов (и. 13.5-4, с). 

Замечание. Две действительные симметрические квадратичвые формы x’ Ax 
и х’Вх или две эрмятовы формы х*Ах и х*Вх можно одвовременно привести к сумме 
квадратов с помощью одвой и той же унитарной матрицы преобразования ГТГ в том 
и только в том случае, если ВА = АВ (см. также пп.13.4-4, Б.и 14.8-6, е). 

13.5-6. Признаки положительной определенности, неотрицательности и т. д, 
(а) Действительная симметрическая квадратичная форма, или эрмитова 

форма, является положительно определенной, отрицательно определенной, 
неотрицательной, неположительной, неопределенной или тождественно равной 
нулю. (пп. 13.5-2 и 13.5-3) в том и томжо в том случае, если (необходимо 
действительные) собственные значения А; матрицы А == [аз| соответственно 
все положительны, все оптрицательны, всё неотрицательны, все неположительны, 
и меот различные знаки или все равны нулио. 

Действительная симметрическая квадратичная форма, или эрмитова форма, явля- 
етсл положительно полуопределенной ила отрицательно определенной в том и только 

6 MOM случае, если она соответственно неотрицательна или неположительна и если по 
крайней мере ‘одно собственное значение A, MM атрицы А == [2; ь] равно нулю. 

Заметим, что числа `А; являются корнями характеристического уравнение (13. 4-5); 

знаки этих корней часто MOKHO исследовать одним из методов п. 1.6-6. 

(6) Х Для того чтобы эрмитова матрица А==[а»] (и соответствующая 
эрмитова форма, или действительная симметрическая кеадратичная форма) 
была положительно определена, необходимо и достаточно, чтобы каждый 
из определителей 

Qy4 Ae @11 @12 Ay 
Qi, 

  

  

  

@ Ugo ’ Any Ang Agg|, «+-, Get [azz] (13.5-14) 

Язз Agog ag3
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был положителен. Для того чтобы эрмитова матрица А == [а»| (и соответ- 
ствующая оэрмитова форма или действительная симметрическая квадратич- 
ная форма) была неотрицательна, необходимо и достаточно, чтобы все глав- 
ны? миноры определителя 4е [а;,| (т. е. все миноры, получающиеся из этого 
определителя вычеркиваннем строк и`столбнов с одними и теми же номерами 
или, иначе говоря, миноры, симметричные относительно главиой диагонали 
этого определителя) были неотрицательны. 

Отметим, что для неотрнцательности эрмитовой матрицы неотрицательность 
только угловых миноров (14) недостаточна. 

(с) Эрмитова матрица А (и соответствующая эрмитова форма или дей- 
ствительная симметрическая квадратичная форма) отрицательно определена, 
неположительна или отрицательно полуопределена в том и только в том 
случае, если матрица — А соответственно положительно определена, неотри- 
цательна или положительно полуопределена. 

(9) Матрица А является неотрицательной эрмитовой матрицей в. том 
и только в том случае, если существует такая матрица: В, что А=В*В. 
Действительная матрица А является неотрицателной симметрической мат- 
рицей в том‘и только в том случае, если существует такая действительная 
матрица В, что А =В’В. В любом из этих случаев матрица А положительно 
определена, если В, а значит и А, — невырожденная матрица. 

(е) Если эрмитовы матрицы AuB положительно определены или неот- 
рицательны, то это же верно и для матрицы АВ. Каждая положительно 
определенная эрмитова матрица А имеет единственный квадратный корень Н, 
определяемый условиями, что Н*=А и что Н —эрмитова положительно опре- 
деленная матрица (см. также п. 13.3-4). 

13.6. МАТРИЧНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ ДЛЯ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ (ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ). ВОЗМУЩЕНИЯ и ТЕОРИЯ 

УСТОЙЧИВОСТИ ЛЯПУНОВА 

13.6-1. Системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Матричные 
обозначения. Как мы заметили в п. 9.1-3, если подходящие производные 
ввести в качестве новых перемепных, общую систему обыкновенных дифферен- 
чиальных уравнений (9.1-4) можно свести к системе уравнений первого порядка 

dy; ; 

Yas Yor ee Un) ((=1,2, „.. п). (13.6-1a) 

Систему (1а) записывают в виде одного матричного дифференциального уравнения 

Ui (f)\ P(E Yas Yar «ee Уп) 
| у (f) (:; ’ y eee y ) . Ay = | 2 = fe У1, У Уп, =f (t, y) (13.6-16) 

Yn (2) In (1, Yr Yar eves Yn) 

(см. также п. 13.2-11), где у (Ё} и }( у) —матрицы размера п Х 1 (столбцы). 
Если функции } в интересующей нас области непрерывны и удовлетворяют 
условию Липшица (9.2-4), то решение у (1) уравнения (16) ‹ однозначно опреде- 
ляется начальным условием 

уз (0) Узо 

уз (0) | . 
у(0)=| ^° =| 9 | =у. (13.6-16) 

\ Ул (0)/. | Yno
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Если | в яввом виде не зависит от независимой переменной f, то система (1) 
называется автономной (стационарной). 

Помимо того, «то матричные обозначения удобны, они, как мы увидим, позволяют 
распространить интуитивные представления, возникающие при изучении простых диф- 
ференциальных уравнений первого порядка, на системы уравнений первого порядка. 
Кроме того, матричные операции, нужные для решения линейных систем (п. 13.6-2), 
легко гыполяяются электронными вычислительными мащинами. 

В 6с яьшипстве важных приложений { обозначает время, а Y; (f) — фазовые перемен 

вые (переменные состояния), описывающие состояние некоторой механической системы. 
В таком случае система (1) называется динамической системой (см. также п. 11.8-4) :). 

13.6-2. Линейные дифференциальные уравнения с постоянными коэффн= 
циентами. 

(а) Однородные системы. Нормальная форма решения. 
Решение однородной линейной системы 

a у inter = = 9,.., п) (13.6-24) 
или = | 

= Ау, у(0)=у (Аж ар) (13.6-25) 

с постоянными  озффициентами а;ь ‚СМ. также пп. 9.3-1 и 9.4-1, 4) имеет вид 

уд =е“ у (120), (13.6-3) 
l . где матричная фуквкция е^" является матрицей размера п Х п, определяемой 

в соответствии с пи. 13.2-12 и 13.4-7. Разложение функции е^' по формуле 
(13.4-8) требует громоздких перемножений матриц, но если данная матрица 4 

имеет п различных собственных значений, то разложение Функции е^* по тео- 
реме Сильвестра (13.4-9) дает иормальную форму решения из п. 9.4-1. 

Часто можно упростить решение задачи (2) путем введения п новых фазовых 

переменных у, с помощью такого невырожденного линейного преобразования: 

п . . 

И; == > “ny (i= 1, 2 а.зь 0) ИЛИ и == Туз (J3.6-4) 

i=l 

чтобы получающаяся в результате система 

ee = Ау, й (0) = Vos 
7 

м 
a 

(13.6-5) 
~~ wm. mw _’ 

А = Т\АТ, g§,.=:T ly, 
стала проще, чем первоначальная (см. также пи. 14.6-Т и 14.6-2). Вели, в частпости,. 
существует преобразование {4), приводянее данную матрицу системы А к диагональ- 

ному виду (па. 13.4-4 и 14.8-6), то новые переменные и, называются нормальными 

коордийатами рассматриваемой линейной системы (см. также п. 9.4-8). Они удовлет- 
воряют системе уравнений с «разделенными» переменными 

dup | 3.6-6 АИ (А =1, 8... 4), (13.6-6) 

где Ne №. -.., Ли — собственные значения матрицы А. Если матрица Л имеет в 
pasaunnelx собственных значений, то решение первоначальной системы (2) на основа- 
нии (4) имеет Бид 

АЛ 
Uh = Иное (ft = i, 2, oo eo, ft). (13.6-7) 

  

1) Бо многих технических книгах столбец и (1) называют вектором состояния, Пра- 
вильней было бы сказать, что элементы и} (() матрицы и (1) ‹веременные состояния) оли 

сывают вектор состояния в некото рой определенной системе координат (в смысле тензор. 
ного аналнза, гл. 16).
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Комплексно сопряженные члены в решении (7), а также совпадающие и нуле- 
пые собственные значения можно рассмотреть подобно тому, как это сделано 
„ п. 9.4-1. В общем случае с помощью преобразования (4) можно получить треуголь- 

нию матрицу А (п. 13.4-3), так что функции и; (1) можно последовательно вычислить 

одну за другой. 

(5) Неоднородные уравнения. Матрица Грина, Линейная 
система 

п : 
| 

a= > атув-РЁ (0, 5:0) =Ую (1=1, 2, ..., п)  (13.6-Ва) 
Р=| 

или 

че = Ау-- | (1), и(0)=% (A= [aix)), (13.6-86) 

где }( —матрина размера пж 1 (столбец), описывает реакцию линейной 
системы на внешние нагрузки }, (К. Как и в пп. 9.3-[ и 9.4-2, решение у (1) 
получается в результате сложения решения (3) соответствующей однородной 
системы и некоторого частного решения (нормальной реакции) ул, (1): 

ие ум 0 | 
где : 1 5 (1—0) (13.6-9) 

Ум (=| hy, (£ ~%) f (7) dt =| h, (6) f (¢~€) df. | 
) 0 

Матрица Грина 4, (f—~t) = [{h, (¢—t)}ig] размера п Жл для задачи 
Коши (8) является обобщением одномерной функции Грина в п. 9.4-3 и удов- 
летворяет уравнению . 

ав. (0) | 

—=—=Ал. О (>09, №0=Е, (13.6-10) 
так что 

hy (hse  ((>0). (13.6-11) 
Матрица И. (1). является реакцией на набор (асимметричных} единичных импуль- 

сов F; (4) = 6, () (= 2, ..., 0; cM. Takme nn. 9.4-3, 4). Заметим, что решение (9) 

полностью аналогично решению одномерной B3agaun dy/dfé —= ау} (1). и <®) == о. 

(с) Операторное решение (см. также п. 9.4-5). Применяя преоб- 
разование Лапласа к элементам матрицы данной системы уравнений (8) 

с постоянными коэффициентами, получаем 

SY (s)—yy=A Y (s)-++-F (s) 

У ($) = (sl —A)-lyg-+-(s 1 —A)-1F (s), — (13.6-12) 
ИЛИ 

где У (5) и Ё ($) соответственно обозначают изображения функций и (1) и f(A). 
Члены равенства (12) являются изображениями членов равенства (9). Обрат- 
ное преобразование Лапласа каждого элемента У; ($) матрицы У ($) дает у; (0). 

13.6-3. Линейные ‘системы с переменными коэффициентами (см. также 
пп. 9.2-4, 9.3-3). 

(а) Самая общая линейная система (1) имеет вид 

= Ау, (13.6-13) 

где А (#) == [а;, (2)] — матрица размера пхп, а # (6) — матрица размера пх 1 
(столбец) (система линейных дифференциальных уравнений с переменными



408 ГЛ. 13. МАТРИЦЫ. КВАДРАТИЧНЫЕ И ЭРМИТОВЫ ФОРМЫ 13.6-4. 

коэффициентами и внешними нагрузками). Решение снова можно записать 
в виде | . | | 

у, О, МЫ 620, (13.6-149 

где ш. (2, ^) — матрица. Грина размера пхп, определяемая при 'Ё2= А, как 
решение задачи 

1, ^ м д и. (, ^) (>М, (13.6-15) 
Ws (A, ^)=/ 

или как ‚реакция на набор (асимметрических) единичных импульсов }; (Ё) = 

— 0. ((— Л), где {=1,2,..., п; см. также п. 9.4-3, 4. Для системы с постоян- 
ными коэффициентами W(t, A) =e hy (t—d). . 

ib) Ana mo6ok действительной или комплексной матрицы А Oo с вепрерывными 
элементами решение однородной линейной системы 

м Ди 7’ 63.6-16) 

имеет вид УШи (0), rae Y = Y (f) ~ matpaua размера п Хл. являющаяся единствев- 
ным решением матричного дифференциального уравнения 

ae = АУ. УГ, (13.6-17) 
Матрица У (1) является невырожденной; ее столбцы образуют п линейно везависимых 
решений системы (16) (фундаментальная матрица решеняй, см. также п. 9.3-2). Мат- 

puna С (1) == [У- (1) ]" служит единственным решением ypabuenna 
  

2“ = ШИ. U(0)=T. (13.6-18) 

Уравнения (17) и (18)“называются сопряженными линейными уравнениями 1). 
Матрица Грина в. (1, Л) из п. 13.6-3, а равпа 

w(t, A) == ¥ (Q) У-1 (А) = У ЩИ* (Мм (> Л, | _^ (13.6-19) 

тан что решевие (14) соответствует матричной форме решения из п. 9.3-3 методом 
вариации постояцных. 

13.6-4. Методы возмущений и уравнения в вариациях. 
(а) Пусть задана система дифференциальных уравнений 

dy . Baht у; а). yO=%m (13.6-20) 
зависящая от набора (столбца) {0, Qo, vee т! т параметров ©, и пусть 
4.1, (f) — известное ее решение для значений параметров © = 04 == {@1, О», ... 
.., т}. Возмушенное решение Ha (OF Oy (2), соответствующее возмущен- 
ному столбцу параметров а=о--б%, может оказаться легче найти путем 
решения системы 

т by =F (t, Yor t Sy; &-+6a)—F (4, Yeni Gs), 8y (0) =O  (13.6-21) 
  

) 7 ii — Ади —] т — А* (1) являются сопряженными операторами в прост» 

© 

ранстве матричных функций и (Г) размера-п Х 1, для которых автеграл f u* (tf) wit) dt 

существует и и {0) =0. если скалярное произведение двух таких функций и ио 
. . со 

определить ‚формулой (и, и) == Г“ (f) v (f) dt ат. 14.4-3; см. также п. 15.4-3), 

- .. 0
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для возмущения (вариации, п. 11.5-1) бу, чем с помощью непосредственного 
решения системы (20). Система (21) является точной. Однако для должным 
образом дифференцируемой матричной функции |(Ь у; @) можно, пренебрегая 
всеми членами разложения правой части (21) в ряд Тейлора, кроме членов 
первого порядка, найти приближение для бу (возмущение первого порядка), 
решая линейную систему 

4 бу= 5-8 5 dy-+s- ba, dy (0)=0, (13.6-22) 

где элементы матрицы of/ay ЕЕ “aha, 

РИ == [OFi/81e) yoy 
ного решения #15 (0, "a потому и от 2. Если возмущения бу; малы по срав- 
пению с |у;|, то можно пренебречь ошибками, возникающими от замены точ- 
ной системы приближенной. 

=, @= а, размера п Хх п и матрицы 

а=а размера л Х т, вообще’ говоря, зависят от выбран- 

_*(b) Зависимость решепия y (t) oT параметров Op часто описывают коэффициен- 

тами чувствительности, т. е. производными решения по параметрам Zip = Oy;/80.,, 

образующими матрицу 2 == 0у/0 == [бу;/д4,] „__ размера п`Х т. Для каждого 
Yay 

данного. решения y,,, ¢) коэффициенты чувствительности звляются функциями oT t 

н удовлетворяют тп линейным дифференциальным уравнениям (уравнениям в вариа- 
цнях по параметрам или уравнениям чувствительности) 

az ry of . a= z+ с Z (0) ==0, (13.6-23) 

{<} При изучении зависимости решения от начальных значений и: (0) = Vig STH 

вначения можно рассматривать как параметры. В этом случае начальные условия 
by (0) =0 в системах (21) и (22) можно замепить условиями 

dy (0) = y (0) — 9,4, (0) = by,, (13. 6-24) 

Для уравнения (23) в вариациях по начальным значениям Zap == д9;/ду начальные 

условия следует взять в виде 

dy; (0) 

OY no 

0 (лм), 2., (0) == ={ 

= 1) 1 =) 

    

G, R=1, 2.22, м)  (3.6-25) 

13.6-5. Устойчивость решений: определения (см. также п. 9.5-4). Различ- 
ные виды устойчивости решения у==уа, (В) системы 

Gat y) tty) | (13.6-26) 
можно определить с помощью того эффекта, который вызывают возмущения 
параметров (п. 13.6-4). Нижеследующая теория относится к устойчивости 
в смысле Ляпунова, которая определяется эффектом от малого изменения 
начального значения 

бу (25) == Я (10) — Уаз (№) 

на получающееся в: результате возмущение 

_ бу (1) =у(0 — ит, (1) 
при i> to. 

Решение и= ур (t) системы (26) называется: 
стойчивым в смысле Ляпунова, если для каждого 8>0 суще- 

ствует такое АД (&, &) > 0, что из |! бу (В) || < А (в, В) следует, что 
| ди (2) || <®. при всех f > ty. В противном случае решение назы- 
зается неустойчивым. 

Асимптотически устойчивым в области О, (!) фазового про- 
странства, состоящего из точек у == {и1, уо,..., Из}, если решение
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ит, (6) устойчиво и если из того, 4TO y (fo) припадлежит области 
р. (К), следует, что Ши бу {8 =0 (т. е. |6 (№||-—0 при #- оо, 

[= © 

п, 13.2-11). 
Асимптотнчески устойчивым в целом (вполне устойчивым, гло- 

бально асиматотически устойчивым), если областью асимитотической 
устойчивости является все фазовое пространство. 

Замечание. В приведенных выше определениях норма ||6и!| матрицы раз- 
мера л Х 1 (столбца) ву == {y,, SY, sey by,} определяется в соответствии с равен- 

ством (13.2-2) формулой о 

t] dy I] = sup | Go, + 6,04, +--- +E, Sy, | (13.6-27а) 

(Иа. +=). 

Если это удобно, ее можно заменить одной из порм (таблица 13.2-1) 

Il Oy il, = [(5y,)? + (био). (вип) (евклидова норма) (13.6-2765) 
или 

1 Op lly = | бы; [| [ биз | + *** + 184 |. (13.6-27с) 

Заметим, что в этих определениях речь идет об устойчивости решений, 
а не систем (см. также ‚пп. 9.4-4 и 13.6-7). Если решение устойчиво в смысле 
Ляпунова, то достаточно малые изменения ‘начальных значений не могут при- 
вести к большим изменениям решения за какой угодно промежуток времени. 
Для асимптотически устойчивого решения эффект от конечного изменения 
начальных значений в указанных границах станет сколь угодно малым после 
того, как пройдет достаточно большой промежуток времени. Если решение 
асимптотически устойчиво в целом, то даже сколь угодно большое изменение 
начальных значений в конце концов вызовет пренебрежимый эффект. 
Асимптотическая устойчивость является требованием для практических конт- 
рольных систем. 

13.6-6. Функции Ляпунова и устойчивость. 
(а) Устойчивость равновесия автономных систем (см. 

также п. 9.5-4, Ъ). Точка покоя у (=: (20) автономной системы 

dy ° | = (>09 (13.6-28) 
определяется условием | 

Р(и) =0. (13.6-29) 

Достаточно рассматривать точки покоя у (1) ==Ит,==0, так как другие точки 
NOKOA y==Y.4, B фазовом пространстве можно перевести в начало координат 
с. помощью простого преобразования координат. 

Функцией Ляпунова для решения у (#1) =0 данной системы (28) называется 
любая такая действительная функция У (5) =И (у, у, ..., ил), что в неко- 
торой окрестности 2) точки у=0 в фазовом пространстве, состоящем из точек 
у ={у1, Ио, ..., Уп, функция У (у) непрерывно днфференцируема и 

У (и) >0 при у=0, И (0) =0, 
п п 

а OV dy, av , _  (13.5-30) 

© ==1 ` Е == 

+ у (и) = a V {y ()] —Npoussoguaa dynkynn У, вычисленная в силу системы 

(28), т. е. вдоль интегральных кривых.
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Решение (точка покоя) (1) =0 устойчиво в смысле Ляпунова в том 
(и только в том) случае, если существует соответствующая функция Ляпунова 
(mecopema Ляпунова об устойчивости). 

Решение у (1!) =0 асимптотически устойчиво в окрестности О, если суще- 
ствует функция Ляпунова У (у), удовлетворяющая 8 Р строгому неравенству 
ЧУ/АЕ < 0 для всех у ==0 (теорема Ляпунова об асимптотической устойчи- 
вости). 

Решение у (Ё) = 0 асимптотически устойчиво в целом, если функцию Ляпу- 
нова У (у) можно определить для всего фазового пространства так, что выпол- 
няются условия теоремы об асимптотической устойчивости и У (у) > оо при 
Ни || — со (теорема Лассаля). 

Pewenue y (t)=0 уравнения (28) неустойчиво, если существует область Ру, 
содержащаяся в некоторой окрестности D точки 'у==0, и действительная 
функция U (y) такие, что 

1. Функция И (у) непрерывно дифференцируема в О: и 

UW>% У >0 
=i 

для всех у 068 0\; 
2. U(y)=0 60 всех граничных точках области Ол; лежащих 

‚внутри D; 
3. у=0 сесть граничная точка области Оу (теорема Четаева 

о неустойчивости). 
В частности, решение неустойчиво, если условие 1} выполняется 

в0 всей окрестности О) точки у=0 (теорема Ляпунова 0 неустойчи- 
вости). 

i (5) Неавтономные системы. Каждое решение y (t) = Yi) (Е) системы 
у al у) (20) при помощи замены х(р=и (И — и, (1) можно преобразс- 

вать в решение х (1) ==0 новой системы 

вер, хи), уд =ЕЬЮ 420. — (13.6-31 
При этом Р (#, 0) =0 для всех #20. 

Функния И (, ху =У(Ь ль, хо, ..., Хр) называется функцией Ляпунова 
для системы (91), еслн 

У (Е, х) вепрерывно днфференцируема в некоторой окрестно- 
сти с точки х=0 в фазовом пространстве (ху, хо, ..., хи) при всех 
t= 0. 

2. V(t, 0)=0 mpu Beex t>0. 
3. V(t, x)= W (x) ‘для всех точек х, принадлежащих ©, и при 

всех #20, где о УРкщия № (^) такова, что \ (х) >0 для всех 
х=0и "= == 

oS ot у = и: Ра 0 для всех хе и #0. 

k=] 
При. таком определении Я кии Ляпунова теорема п. (а) об устойчиво- 

стн переносится на неавтономные системы без всяких изменений. В теореме 
об асимптотической устойчивости нужно дополнительно потребовать выпол- 

dV 
HeHIi HepaBeHCTBa —- <=— Wy, (x) для всех хе@Я и #20, где фуикция 

У (х) > 0 при х=Е0 и №, (0)=0 
13.6-7. Приложения и примеры (см. также п. 9.5-4). 
(а) Приложения такие, как проектирование контрольных систем, мотиви- 

руют поиск функций Ляпунова, позволяющих установить асимптотическую
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устойчивость в рассматриваемых областях фазового’ пространства или же 
в возможно боЛьших его областях («прямой метод» исследования устойчивости` 
по Ляпунову). Функции Ляпунова для частных решений не являются един- 
ственными, и практические методы поиска являются скорее искусством, чем 
наукой. 

a t ge of 

NY 

    

    

Oanacms aCUMnITOmUvecKad 
УСРОИВОСТИ 

  

  
Рис. 13.6-1. Область асимптотической устойчивости для уравнения Дуффипга 

и би в = нь = — 1 а dpb 4 + oy = 0 ири @ =. I, 0 = 0,04. 

(b) Как мы отметили в п. 9.5-4, а, решение и (И =0 линейной однородной системы 
с постолнными коэффициецтами 

ay Ду (13.6-32) 

(п. 13.6-2,а)_ асимптотически ` устойчиво в целом (вполне устойчиво) в том и только 
в том случае, если эта система устойчива в смысле п. 9.4-4, т. е. если все собственные 
значения матрицы А имеют отрицательные действительные части. Это выполняется 
в том и только в том случае, если для произвольной положительно определенной сим- 
метрической матрице: 9 существует такая положительно определенная симметрическая 
матрица Р, что . 

AP + РА =- 0. (13.6-33)
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Тогда V(y) =3 y’Py есть функция Ляпунова длл решения y= О (1/* — трансвон прованная 
матрнца для у), 

(с) Уравнение  Дуффинга 

ау 3 
die +a + -+ y+ by? =0 

описывает нелинейные колебания пружины. Полагая yg = 44, Y =o, получаем нели- 
исйную систему первого порядка 

ау: ау: _ 3 

Теория п. 13.6-6 показывает, что i 

у — 1 byt - 2y2 + 21 ЧУ aye 
(ит, из) == 4 ( У У : уз), dt и 

есть функция Ляпунова длз решения у; (1) = и» (1) =0 при а>0 и 6>0 («сильная 
пружина»); это решение асимптотически устойчиво в целсм. 

При а>0 ив <0 («слабая пружина») решение ил (1) = (1) = 0 асимнтол ически 
устойчиво, но не в целом (рис, 13.6-1).



РЛАВА 14 

ЛИНЕЙНЫЕ ВЕКТОРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА И ЛИНЕЙНЫЕ 
‚ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ (ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ). 
ПРЕДСТАВЛЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 

МАТРИЦАМИ 

14.1. ВВЕДЕНИЕ. СИСТЕМЫ ОТСЧЕТА И ПРЕОБРАЗОВАНИЯ КООРДИНАТ 

14.1-1. Вводные замечания. В этой главе дается обзор теории линейных 
векторных пространств (см. также п. 12.4-[) и линейных преобразований (ли- 
нейных операторов). Векторы и линейные операторы представляют физи* 
ческие объекты и операции во многих важных приложениях. ‹. 

Большинство практических задач требует описания (представления) мате- 
матических моделей (п. 12.1-1) с помощью упорядоченных наборов действитель- 
ных или комплексных чисел. В частности, понятия гомоморфизма и изомор- 
физма (п. 12.1-6) позволяют многие математические модели «представлять» 
соответствующими классами матриц (п. 13.2-[; см. также п. 13.2-5), так что 
абстрактным математическим операциям соответствуют числовые операции 
над элементами матриц. (Примеры: матричные представления операторов 
квантовой механики и электрических преобразователей.) В пн. 14.5-1 — 14.10-7 
описывается применение матриц для представления векторов, линейных опе- 
раторов и элементов групп. 

14.1-2. Числовое описание математических моделей: системы отсчета (см. 
также пп. 2.1-2, 3.1-2, 5.2-2, 6.2-1, 12.1-Ги 16.1-2). Система отсчета (система 
координат) есть схема правил, описывающих (представляющих) каждый объект 
(точку) некоторого класса (пространства, области некоторого пространства) С 
соответствующим упорядоченным набором (действительных или комплексных) 
чисел (компонент, координат) ху, х., ... Число координат, требуемых для 
определения каждой TOUKH (Xz, Xo, ..-), называется размерностью \прост- 
ранства С (см. также п. 14.2-4). Во многих приложениях значения координат 
связаны с системами физических мер. 

14.1-3. Преобразования координат (см. также пп. 2.1-5 —2.1-8, 3.1-12, 
6.2-1 и 16.1-2). Преобразование координат х;, х2, ... есть множество правил 
или соотношений, ставящих каждой точке (ху, хо, ...) в соответствие новый 

набор координат. Преобразование координат допускает две интерпретации :. 
1. «Активная» точка зрения, или точка зрения ‹айЫ»: преобра- 

зование координат 

ЖЕ, Ха +..), — XQ=AG (Kay Жо, +.) че (14.1-1) 

описывает операцию (функцию, отображение, п. 12.1-4), относящую 
` каждому данному математическому объекту (точке) (хл, Хо, ...) неко- 
торую новую точку (х;, х», ...). 

2. «Пассивная» точка зрения, или точка зрения «alias»; преоб- 
разование координат 

Х1 —=Х1 (^, Хо, eos), X= Xo (x1, Х5, ...), х ое (14.1-2) 

вводит Новое описание (новое представление) каждой точки (хт, Хо, ...) 

посредством новых координат ду, хо, ... 

Преобразования координат позволяют абстрактные математические отношения пред- 
ставлять числовыми соотношениями (‹активная» точка зрения) и заменять системы
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отечетя («пассивная> точка зрения). Замена снстемы отсчета часто упрощает данную 
видачу. (Примеры: приведение к главным осям, пп. 2.4-8, 3.5-7, 9.4-8 и 17.4-8; кон- 
тактные преобразования, нп. 10,2-5 и 11.6-6, обобщенные координаты в динамике.) 

14.1-4. Инвариантность (см. также пп. 12.1-5 и 16.2-[; для более подроб- 
ного рассмотрения отсылаем к пп. 16.1-4 и 16.4-1). Функция координат, пос-. 
тявленных в соответствие некоторому объекту или объектам, инвариантна OTHO- 
сительно данного преобразования координат (1) или (2), если значение этой 
фупкции не меняется при подстановке вместо каждой координаты х; функции 

х, (Х1, Ха, -..) ИЛИ х; (1, Хо, ...). Соотношение между значениями координат 

инвариантно, если оно сохраняет силу при любых. подстановках такого рода. 
Инвариантность относительно преобразования координат «активного» типа 

иптерпретируется в духе п. 12.1-5. Функции и. соотношения, инвариантные 
относительно какого-либо класса преобразований координат «пассивного» типа, 
можно рассматривать как фувкции от реальных объектов (инвариантов), пред- 
ставляемых различными наборами координат в различных системах отсчета 
или соответственно как соотношения между ними. Полная система инварнантов 
fy (Xt, ха, ...), fa (Xz, Хо, ...), ... Однозначно характеризует все свойства объекта 
(х1, Хо, ...), Инвариантные относительно данного класса (группы) преобразо- 
ваний координат (см. также п. 12.2-8). 

14.1-5. Системы мер. Представление модели, включающей два или более 
класса объектов, требует, вообще говоря, системы отсчета для каждого класса 
объектов; получающееся в результате множество систем отсчета называется 
системой мер. Изменение системы мер включает в себя преобразование коор- 
динат «пассивного» типа для. каждого класса объектов; обычно эти преобра- 
зования связывают таким образом, чтобы обеспечить инвариантность некото- 
рых важных функций и/или состнощений (см. также пп. 16.1-4, 16.2-[ и 16,4-1). 

14.2. ЛИНЕЙНЫЕ ВЕКТОРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

14.2-1. Определяющие свойства. Как уже говорилось в п. 12.4-1, линей- 
ное векторное пространство М, состоящее из векторов а, В, с, ..., над коль- 
цом (с единицей, п. 12.3-1) Ю, состоящим из скаляров ©, В, ..., допускает 
сложение векторов и умножение векторов на скаляры, обладающие следу- 
щими свойствами: 

1. М есть коммутативная группа относительно сложения векто- 
ров: для каждой пары векторов а, Ь из Ш пространство &- содер- 
жит их сумму а--Ь, причем 

а-|- в =Ь-На, а-|- (5 -|- с) =(а-- 5) с, 

Кроме того, Ё содержит нулевой вектор 0 и для каждого вектора 
а противоположный вектор —а такие, что 

а-|-0=а, а--(—а) =а—а-==0. 

2. И содержит произведение са каждого вектора а == YW на любой 
скаляр & = №, причем 

| (ав) а о. (Ва),  la=a, 
a(a-++-b)=aa+ab, (a+f)a=aa-} Ba, 

где | —единица кольца Ю. 
Отметим, что ~ 

0:а=0, < (—а=— а, (—a) a=— (ca). (14.2-1) 

Если специально не ‚оговорено противное, то подразумевается, что все 
линейвые векторные пространства, рассматриваемые в этом справочнике, явля.
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ются действительными векторными пространствами или же комплексными век- 
торными пространствами, соответственно определяемыми как линейные век- 
торные пространства над полем действительных чисел и над полем комплекс- 
ных чисел. 

В случае векторных пространств; допускающих определение сходимости 
(п. 14.2-7, 0), некоторые авторы называют совокупность векторов, обладаю- 
ную описанными выше свойствами, линейным многообразием, а термин век- 
торное пространство резервируют. для замкнутых линейных многообразий, 
т. е. линейных многообразий, содержащих все свои предельные точки 
(п. 12.5-1, 5); в случае конечномерных мпогообразий эти два понятия равно- 
сильны (п. 14.2-4). 

14.2-2. Линейные многообразия и подпространства | в Д. Подмножество у 
линейного векторного пространства Д есть линейное многообразие в , если 
И; ‘есть линейное многообразие над тем же кольцом скаляров, что и и; uy 
называется подиространством пространства 2, если оно является замкнутым 
линейным многообразием в Д (см. также п. 14.2-1). Собственное подпростран- 
ство пространства Д есть его подпространство, отличное от @ и от самого Z. 

Любое данное множество векторов ej, Cy, ... пространства Ш порождает 
(определяет) линейное многообразие, содержащее всевозможные линейные ком- 
бинации векторов еу, ео, ... 

И ример: прямые линии и плоскости, проходящие через начало координат в трех- 
мерном свклидовом пространстве. 

14.2-3. Линейно ̀ независимые и линейно зазисимые векторы (см. также 
ип, 1.9-3. 9.2-2 и 9.3-2). 

(а) Конечное множество векторов ay, а›, ... линейно независимо, если — 

В противном случае векторы а1, а», ... линейно зависимы и по крайней мере 
один из них, например а», может быть выражен в виде линейной комбинации 

а, = У: ра) остальных векторов а; этого множества. Это; в частности, верно 
г. | 

в том тривиальном случае, когда а, — нулевой вектор. 

(6) Определения п. 14.2-3, а применимы и к бесконенным множествам векторов ау, 
a2, ..., если можно приписать смысл условию (2). Вообще говоря, для этого требуется, 
чтобы. помимо алгебраических постулатов изн, 14. 2-1, векторное подиространство допус- 
кало определение сходимости (пп. 12.5-3 и 14.2-7, 

14.2-4. Размерность линейного многообразия или векторного‘ пространства. 
Базисы и системы координат (системы отсчета). 

(а) Базис (линейный) линейного многообразия Ш есть такое множество 
линейно независимых векторов е1, е›, ... многообразия Д, что каждый вектор 
а = HZ может быть представлен в виде. линейной формы 

A = 0, + Mey... (14.2-3) 

относительно базисных векторов е;. Каждое мпожество линейпо независимых 
векторов образует базис линейного многообразия, состоящего из всевозмож- 
ных линейных комбинаций данных векторов. 

(6) B конечномерном линейном многообразии или векторном пространстве, 
порожденном п базисными векторами: 

1) каждое множество из п линейно независимых векторов явля- 
ется базисом; j 

2) никакое множестяво из т < п вектооов не является базисом; 
3) каждое множество из т> п векторов несбходимо линейно 

зависимо. 
Часло п называется (линейной) размерностью данного векторного про- 

странства. Бесконечномервое векторное простраиство не допускает никакого 
конечного базиса.
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(с) В каждом действительном или комилексном векторном пространстве 
пазмериости п числа Gy, Qo, ..., Aq, являются единственными координатами 
н‘ктора а= ое, -...-- ое» ‘в системе координат (система отсчета), опреде- 
ляемой базислыми векторами ег, ез, ..., е,. Отметим, что вектор а--Ь имеет 
координаты ;-Н В;, а вектор ма — координаты 00%; ((=1, 2, ..., п; см. п. 5.2-2). 

(4) Два линейных векторных пространства & и (’ над одним и тем же 
кольцом скаляров a, В, ... изоморфны (п. 12.1-6) в том и только в том слу- 
чае, если между ними можно установить взаимно однозначное соответствие 
а.-а’, 6-6’, ..., при котором а--Б --а’-|-Б’и оба -- да’. В случае конеч- 
номерных векторных пространств для этого необходимо и достаточно, чтобы 
Хи И’ имели одну и ту же линейную размерность. 

В частности, каждое п-мерное действительное или комплексное векторное простран- 
‹тв0 изоморфко пространству матриц-столбцов, имеющих п строк, соответственно над 
полем действительных или комплексных чисел (матричное представленце, п. 14.5-2). 

14.2-5. Нормированные векторные пространства. Действительное: или ком- 
плексное векторное пространство Ё называется нормированным векторным 
пространством, если для каждого вектора а == Д существует-такое действи- 
тельное число |а| (норма, абсолютная величина, модуль вектора а), что из 
а==Ь следует |а|={Ь [и что для всех а, Ь из Z: 

| а} =0, из | а|=0 следует, что а=0, || ва |= | а || а|, 

|а-НЬ| = [а|-- [| (неравенство Минковского). | 
\ (14.2-4) 

Единичный вектор сесть вектор с единичной нормой (см. также п. 5.2-5). 
Отметим. что |—а|=[а|[н [101=0. 

14.2-6. Унитарные векторные пространства. 
(а) Действительное или комплексное векторное пространство Ш называ- 

ется унитарным (эрмитовым, предгильбертовым) векторным простразством, 
CCAM можно определить бинарную операцию, ставящую каждой паре а, Ь 
векторов из & в соответствие скаляр (а, Ь) — скалярное, или внутреннее, про- 
изведение а и ВБ, причем: 

1) (а, Б)== (6, а) (эрмитова симметрия); 
2) (а, Б--с)=(а, 5)-- (а, с) (дистрибутивный закон); 
3) (а, оь)-=@ (а, Б) (ассоциативный закон) !); 

4) (а, а) =0; из (а, а) =0 следует а=0 (положительная определенность). 
Отсюда следует, что в каждом унитарном векторном пространстве 

(Б-с, а) ==(, а)-- (с, а), (аа, 5) = (а, 5). (14.2-5) 
| (а, 5) |? = (а, а) (, Ь) (неравенство Коши — Шварца). (14.2-6) 

Неравенство Коши — Шварца (6) (см. также п. 1.3-2) превращается в равен- 
ство в том и только в том случае, если а и Ъ линейно зависимы (см. также 
пп. 1.3-2, 4.6-19 и 15.2-1, с). 

т векторов а., ао, ..., ат пространства № линейно независимы в том и 
только в том случае, если определитель де [а;, а›)] т-порядка (определитель 
Грама, см. также 5.2-8 и 15.2-1, а) отличен от нуля. 

` (5) Если унитарное векторное пространство действительно, то все ска- 
лярные произведения (а, Ь) действительны, и скалярное умножение векторов 
коммутпативно, так что 

(a, b)=(b, a), (aa, b)=a(a, b). (14.2-7) 
Замечание, Используемые в теории относительности пространства с внутрен- 

ним произведением с пеоп ределенной метрикой являются действительными или комплекс - 
ными векторными пространствами, допускающими определение скалярного произведения 
  

:) Некоторые авторы вместо этого требуют, чтобы (ва, Ь) =а (а, Ь), что сводится 

к перестановке а и Ь в онределении произведения (а, Б); тогда (а, 06) == @ (а, Ь), 

14 Г. Корн и Т. Корни —
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(а, b), удовлетворяющего условиям (1) — (3), во не удовлетворяющего условию (4) из 
п. 14.2-6, а. Все векторы такого пространства могут быть подразделены на векторы с 

положительным, отрицательным или нулевым квадратом (а, а). Полагают [а |= У (а, а). 
См. также пп. 14.2-5 и 16.8-1. 

14.2-7. Норма, метрика и сходимость в унитарных векторных простран- 
ствах. Гильбертовы пространства. 

(а) Каждое нормированное векторное пространство (п. 14.2-5) является 
метрическим пространством с метрикой 4 (а, 5) =|а—Ь] (п. 12.5-2) и в нем 
(каки вп, 12.5-3) можно определить окрестности и сходимость (см. также 
п. 5.3-1). В этом смысле ряд а,--а,-+-а,--... сходится, и его сумма равна 

со п 

вектору s= lim У, а, == У, а, пространства &/ в том и только в том слу- 
п>со й=0 р =0 

п 

чае, если 1ип |$— У, a, |=0. 
tt—> 0O р=0 | . 

Нормированное векторное пространство является полиым (п. 12.5-4) 
в том и только в том случае, если каждая последовательность векторов 
50, $1, $0, ‹.. Пространства №, удовлетворяющая условию 

Пт |5. —$т | =0 
по 
m—> CO 

(последовательность Коши, фундаментальная nocaedosamensnotms, см. также 
п. 4.9-[), сходится.к некоторому вектору $ =. 

Полное кормированное векторное пространство называется банаховым 
пространством. Каждое конечномерное нормированное векторное пространство 
является полным. 

(5) Каждое уцитарное векторное пространство позволяет формулами 

— fal=V@, a) | 
d(a, b)=||a—b] = (a—b, a—b), _ (14,2-8) 

cosy = та 

ввести норму (абсолютную величнну, Модуль) |а| каждого вектора а, рассто- 
яние 4(а, 5) мёжду двумя’ «точками» а, Б из & и угол ф между любыми 
двумя векторами а и Ь. Функции |а | и (а, 5), определенные в (8), удовле- 
творяют всем условиям пп. 14.2-5 и 12.5-2. 

ean И — действительное упитарное векторное пространство, TO со$ у — действи- 

тельное число для всех аи Би в силу перавенства (6) Кощи — Шварца — 1 <cos y = 1. 

(с) Копечномерные действительные унитарные векторные пространства 
называются евклидовыми векторными пространствами. Они являются сепаро- 
бельными, полными и локально компактными (п. 12.5-4) и служат моделями 
для п-мерных евклидовых геометрий (см. также главы 2 и Зипи. 5.2-6 
н 17.4-6). 

Полное унитарное векторное пространство называется гильбертовым про- 
странством '). Все полные пространства последовательностей и функций, 
перечисленные в табл. 12.5-1, являются гильбертовыми (а потому и банахо- 
выми) пространствами. 

  

1) Некоторые авторы раньше требовали, чтобы каждое гильбертово пространство 
было не только полным, но и сепарабельным (п. 12.5-1, Ь); иногда гильбертовым Haghi- 
ъают только бескоцечномерное полное увитарное пространство.
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Гильбертовы пространства сохраняют многие свойства евклидовых про- 
стряиств. В частности, каждое сепарабельное (п. 12.5-1) бесконечномерное дей- 
спвительное или комплексное гильбертово пространство изоморфно и изомет- 
рично пространству 1 соответственно действительных или комплексных 
бесконечных . последовательностей (Е!, &, ...), OAR которых сходится ряд 
(Ex, Eo, -+-) J@==] Ey [2+] Eo ]?@-+... (табл. 12.5-1). Поэтому каждому вектору 
из сепарабельного бесконечномерного гильбертова пространства можно поста- 
вить в соответствие счетиое множество координат. 

Каждое подп ространство гильбертова пространства является полным гго подпрост- 
ранством (см. также п. 14.2-2) и, таким образом, и само является гильбертовым прост- 
ранством. 

14.2-8. Теорема о проекции. Если заданы произвольный вектор х унитар- 
ного векторного пространства № и полное сего подпространство Ш, то суще- 
ствует единственный вектор у=хр из, 1, реализующий минимум расстояния 
|х—уУ[ Оля всех у из И. Кроме того, хр является единственным вектором 
у из (11, для которого разность х—у ортогональна каждому вектору ху 
uz Uy, т. е. 

(X—Xp, X,)=0 (x; ИЗ #1). . (14.2-9) 

(см. также п. 14.7-3). Отображение х-+х,р есть ограниченный линейный опе- 
ратор (п. 14.4-2), называемый ортогональной проекцией пространства ZY ua 41. 
Георема о проекции чрезвычайно важна для практики, потому что усло- 
вие (9) определяет оптимальное приближение вектора х вектором у из «более 
простого» класса М;, если погрешность приближения измеряется числом |х — у|?. 

Примеры: Проекция точек па плоскость в евклидовой геометрии, ортогонапь- 
ные приближения (пи. 15.2-3, 15.2-6, 20.6-2 и 20.6.3). средняя квадратическая регрессия 
(п. 18.4-6). 

14.3. ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ (ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ) 

14.3-1. Линейные преобразования векторных пространств. Линейные опе- 
раторы. Пусть & и Д'’— линейные векторные пространства над одним и тем 
же полем скаляров ©, В, ... Тогда (однородное) линейное преобразование 
пространства Х в пространство ’ есть отображение 

x! == f (x) == Ax, — (14.3-1) 

ставящее каждому вектору хе в соответствие некоторый вектор х’ = &* 
так, что при этом сохраняются «линейные» операции сложения векторов и 
умножения векторов на скаляры: 

f(x-+-y)=:f(x)+f(y),  Г(ах) == Ех. (14.3-2) 

Каждое линейное преобразование может быть записано как умножение век- 
тора на линейный оператор А (линейвую операцию), причем 

А (х--у) = Ах--Ау, А (ох) = @ (Ax). (14.3-3) 

Линейное преобразование (оператор), отображающее линейное векторное про- 
странство { в себя, называется линейным оператором в пространстве #. 

Функция Т(х) = Ах -- а’ называется линейной векторной функцией. При задании 
каждого линейного оператора должна быть указана область его определения. В физике 
первое из соотношений (3) часто называют принципом суперпозиции для данного класса 
операций. 

| 

14.3-2. Множество значений, ядро и ранг’ линейного преобразования (опе- 
ратора). Множество значений линейного преобразования А (образ при преоб- 
разовании А, п, 12,1-4) линейного векторного пространства И в линейное 

14
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векторное пространство „№М’ есть линейное многообразие (п. 14.2-2) в Ш’. 
Ядро линейного преобразования А есть многообразие в , состоящее из всех 
векторов, отображающихся в нулевой вектор пространства. #'’. Ранг ги 
размерность ядра г’ линейного преобразования А— это соответственно линей- 
ные размерности (п. 14.2-4, Б) множества его значений и его ядра. Если И 
имеет конечную размерность п, то множество значений и ядро любого линей- 
ного преобразования ‘А являются подпространствами, и г-- г’ ==п. 

| 14.3-3. Сложение и умножение на скаляры. Нулевое преобразование. 
(а) Пусть А и В — линейные преобразования (операторы), отображающие 

Ш в id', Torna по определению А + В и оА— линейные преобразования про- 
странства А в И’, при которых 

(Аз. В)х—Ахз Вх, (aA)x=a(Ax). ^ (1434) 
для всех векторов х =. 

(5) Нулевое преобразование О пространства 2 в ’. определяется условием 
Ох = О для всех векторов х= И, где 0—нулевой вектор пространства &". 

14.3-4. Произведение двух линейных преобразовавий (операторов). Tox- 
дественное преобразование. 

(а) Пусть А— линейное преобразование (оператор), отображающее в ZZ’, 
и В— линейное преобразование, отображающее &’ (множество значений пре: 
обрагования А B 2’’. Произведение ВА. есть линейное преобразование про- 
странства Ш в И”, получающееся, если последовательно произвести преобра- 
зования А и В (см. также п. 12.2-8): 

(BA) x = B (Ax). (14.3.5) 
(b) ToxnectsenHoe преобразование | любого векторного пространства 

переводит каждый вектор хе= ( в себя: 

к==х, VASAI=A, | (14.3-6) 

где А — линейное преобразование пространства М в Ш’, а! и [| — соатвет- 
ственно тождественные преобразования этих пространств. 

14.3-5. Невырожденные линейные преобразования (операторы). Обратные 
преобразования (операторы). Линейное преобразование (оператор) А называ- 
ется невырожденным (неособенным), если оно взаимно однозначно отображает 
пространство Х на все пространство М’ (пространства и {’ в этом случае 
необходимо изоморфны, п. 14.2-2). Преобразование А является невырожден- 
ным в том и только в том случае, если оно имеет единственное обратное 
преобразование (обратный оператор) А”71, отображающее 2’ na Х так, что 
из х’=Ах следует х=А“"х”, и наоборот, или 

АА 1=|, ATA=I, . (14.3-7) 

где [и |” — тождественные преобразования соответственно в Wun B LY’, 
Произведения и обратные преобразования невырожденных преобразований 

(сператоров) являются невырожденными; если А и В.не вырождены и а 520, то 

(АВ)-1 = В-1А-1, - (А) =ал1А-, (АА. (14.3-8) 

Невырожденные линейные преобразования (операторы) сохраняют линейную 
независимость векторов, а потому и линейные размерности отображаемых 
многообразий (пп. 14.2-3 и 14.2-4). 

Линейное преобразование (оператор) А, определенное на конечномерном 
векторном пространстве, невырождено в том и только в том случае, если 
из Ах==0 следует х=0, т. е. если г==п и Г’ ==0 (п. 14.3-2). 

14.3-6. Целые степени операторов, Пусть А — линейный оператор в линей- 
вом векторном пространстве М. По определению А’==|, А!=А, А? АА, 
АЗ= ААА, ... и, если А — невырожденный, АР= (A)? = (A?) (р=1, 2, “3 
Справедливы обычные. правила действий со стеленями (см. также п. 12. 4- 2).
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14.4. ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ В НОРМИРОВАННОМ ИЛИ ГИЛЬБЕРТОВОМ 

ПРОСТРАНСТВЕ. ЭРМИТОВЫ И УНИТАРНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 

14.4-1. Ограниченные линейные преобразования (см. также п. 13.2-1, а). 
Линейное преобразование А нормированного векторного простраиства 
(п. 14.2-5) Х в нормированное векторное пространство Д’ называется ограни- 
ченным, если А имеет конечную норму 

_ Axi _ 
Ne ey Е Ах]. (14.4-1) 

Отметим, что 

[AVS “А |= «ПА АВ] | А|-1В\, } 
14.4.2 АВ = [АНВ Ц, АХ! = НАХ, (44-8 

Каждое линейное преобразование (оператор), определенное на конечномерном 
нормированном векторном пространстве, ограничено. 

*Линейное преобразование А ‘нормированного векторного пространства 
2% в нормированное векторное пространство ’ непрерывно, если оно непре- 
рывно как отображение. метрического пространства Ш в метрическое прост- 
ранство М’ (см. пп. 14.2-Т и 12.5-3, Б). Линейное преобразование одного нор- 
мированного векторного пространства в другое непрерывно в том и только 
в том случае, если оно ограничено. Х 

Если И — унитарное векторное пространство (п. 14.2.6) и А — линейный 
оператор в {, т. е. оператор, отображающий 2% в себя (п. 14.3-1), то 

Ах! А} = St = su Ах! == i= ЧН, ВИ. Ix feel | | 

хто | (х, Ау) | x, Ay = sup —— "= gu х, Ау)|[. - хо КПГ рр I(x, Ay)| (14.4.3) 
у5=0 

14.4-2. Ограниченные линейные операторы в нормированном векторном 
пространстве. 

(а) Ограниченные линейные операторы А, В, ... в нормированном вектор- 
ном пространстве М- составляют линейную. вагебру (п. 12.4-2), операции 
в которой определены в пп.. 14.3-3 и 14.3-4, причем нулем служит нулевой, 
а единицей тождественный оператор. Вырожденные ` операторы являются 
в. этой алгебре делителями нуля (п. 12.3-1, а), а невырожденные образуют 
мультипликативную группу и вместе с нулевым оператором — алгебру с деле- 
нием (п. 12.4.2). Если И — пространство конечной размерности п, то алгебра 
линейных операторов имеет ранг п?. 

Алгебра операторов, вообще говоря, не коммутативна (см. также п. ‚ 12. 4-2). 
Оператор АВ —ВА называется коммутатором операторов А и. В. 

(5) Ограниченные линейные операторы в гильбертовом пространстве 
(п. 14.2-7, 5) позволяют,. как в пп. 13.2- и 13.2-12, определить с помощью 
метрики [А— —В] сходящиеся последовательности и аналитические функции 
операторов (п. [2.5-3). 

14.4-3. Сопряженный оператор. Каждый’, ограниченный линейный оператор А 
в гильбертовом пространстве & имеет единственный сопряженный оператор А*, 
определяемый условием 

(х, Ау) =(А* х, у) для всех х и у нз И, (14.4-4)
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[!ри этом _ 

(А-+-В)*=А*--В*, (аА)*“=аА*, 
(АВ)* =В*А*, (А-1)* =(А*)-1, (A*)*=A, (14.4-5) 

JA* =] Al) 1А“А]=1АР, OF =O, I=]; 
(Ax, By) = (x, A* By) = (B* Ax, y). (14.4-6) 

(см. также пп. 14.2-6, а, 14.2-7, Би 14.4-9). 
14.4-4. Эрмитовы' операторы. Линейный оператор А в гильбертовом про- 

странстве называется эрмитовым (самосопряженным), еслн 

А*—А, т. е. (х, Ау) =(Ах, у) для всех хи у из Z, (14.4-7) 

Если,  — комплексное гильбертово пространство, то оператор А является 
эрмитовым в том и только в том случае, если скалярное произведение (х, Ах) 
Оля всех х действительно, или 

(х, Ах) =(Ах, х) =(Ах, х) для всех х СД. (14.4-8) 

Всякий зрмитов оператор в комплексном гильбертовом пространстве является 
ограниченным. Оператор А, удовлетворяющий условию А* ==— А, называется 
косоэрмитовым. 

Эрмитовы операторы играют важную роль в тех приложениях, где требустся, чтобы 
скалярное произведение (х, Ах) бало действительным числом (теория колебаний, квапто- 
вая. механика). Эрмитов оператор А вазывается соответственио положительно определен- 
ным, отрицательно определенным, неотрицательным, неположительным, положительно 
пелуопределенным, отрицательно полуопределениым, неопределениым или нулевым, если 
то x 47-1), для. скалярного прбизведения (эрмитовой формы) (х, Ах) (см. также пп. 

H - 

14.4-5. Унитарные операторы. Линейный оператор А в гильбертовом 
пространстве называется унитарным, если 

А*А=АА*-==|, т. е. А*=А-Т. (14.4-9) 

Каждый унитарный оператор является невырожденным и ограниченным 
и |А|=1!. Каждое унитарное преобразование х’=Ах, где` А — унитарный 
оператор, сохраняет скалярное ‘произведение: 

х', у’) =(Ах, Ау) = (х, для всех хиу из Z, (х’, у’) =( у)= (х, у) y \ (144-10) 
|x’ |= [Ax =| x || aaa Beex x € i | ( é 

Если пространство  конечномерно, то каждое из соотношений (10) влечет за 
собой унитарпость оператора А. 

Унитарные операторы сохраняют скалярное произведение векторов, а также сложе- 
нне векторов п произведение векторов на скаляры;. таким образом, при увитарных прсиб- 
разованиях норма векторов, расстояния, ie ортогональность и ортонормированность 
(пп. 14.:-7, аи 14.7-3) инвариантны (п. 

14.4-6. Симметрические, кососимметрические и ортогональные операторы 
в действительных унитарных векторных пространствах. 

(а) Оператор А*, сопряженный (п. 14.4-3) с линейпым ‘оператором А 
в действительном гильбертовом пространстве Х, часто называется транспони- 
ррванным оператором (преобразованием) и обозначается символом А’; он удов- 
летворяет соотношениям 

(x, Ау) =(Ау, х)=(А*х, у) =(у, А’х) для всех х иу из №. (14.4-11) 

Если рассматриваемое векторное пространство действительно, то во всех 
соопнешениях из п, 14,4-3 вместе А* можно писать А",
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(6) Линейный оператор (преобразование) А в действительном гильберто- 
вом пространстве называется симметрическим, если 

А’-А, т. е. (х, Ау) =(у, Ах) для всех х иу из 4, (14.4- 12) 

кососимметрическим (антисимметрическим), если | 

А’ = А, т. е. (x, Ay)=— (y, Ax) aia scex x uy a3 Y, (14.4-13) 

ортогональным, если | | 

А’А==АА’ =, т. е. А’=А-1. (14.4-14) 

Ортогональные операторы в действительном гильбертовом пространстве 
лвляются унитарными, так что для них верны утверждения из п. 14.4-5. 

14.4-7. Правила комбинирования (см. также п. 13.3-3). 
(а) Если А—эрмитов оператор, то это же верно и для операторов 

АР (р=0, 1,2, ...), АТ", Т*АТ и, если © — действительное число, для опера- 
тора “А. Если &«— чисто мнимое, то оператор “А — косоэрмитов. 

Если Т— любой невырожденный оператор, то оператор. Т*АТ является 
эрмитовым в том и только в том случае, если эрмитовым является оператор А; 
поэтому для любого унитарного оператора Т оператор ТП1АТ является эрми- 
товым в том и только в том случае, если это же верно для оператора А. 

В частпости, если рассматриваемое гильбертово пространство действительно 
и А — симметрический оператор. то такими же будут и операторы АР (р=0. 1,2, ...), 
А-:, Т’АТ иоА. Бсли Т — любой невырожденный оператор, то оператор Т’АТ явля- 
ется симметрическим в том и только в том случае, если симметрическим явллется UAT 
для любого ортогонального оператора Т оператор Т-АТ является симметрическим 
в том и только в том случае, если это же верно и для А. 

(5) Если А и В—эрмитовы (или симметрические) операторы, то это же 
верно и.для суммы А-|-В. Произведение АВ двух эрмитовых (или симметри- 
ческих) операторов А и В является эрмитовым (или симметрическим) опера- 
тором в том и только в том случае, если ВА = АВ (см. также п. 13.4-4, Ъ). 

(с) Если А — унитарный оператор, то это же верно и для АР (р=0,1,2,...), 
A}, А*, а если | и|=1, то и для “А. Если А и В—унитарные операторы, 
то и АВ — унитарный оператор. 

Ёсли А — ортогональный оператор, то это же верно и для АР (р=0, 1, 
2, ...), АЁ1=А' и —А. Если А и В — ортогональные операторы, то АВ —орто- 
гональный оператор. 

14,4-8. Теоремы о разложении. Нормальные операторы (см. также пп. 
13.3-4 и 14.8-4). 

(а) Для каждого ограниченного линейного оператора А в гильбертовом 

пространстве № операторы > (A--A*)=H, u 5 (A—A*) =H, являются эрми- 

товыми. Представление ‘А ==Н,--ЙН. есть (единственное) разложение данного 
оператора А Ha эрмитову и косоэрмитову части (ср. с разложением компле- 
KCHOrO числа на действительную и мнимую части). 

Если пространство Х действительно, то это разложение превращается 
1 

в (единственное) разложение оператора А на симметрическую часть —-(А-- А’) 
1 ` 

и кососимметрическую часть -- (А А`'). 

Для каждого: ограниченного линейного оператора А в гильбертовом про- 
странстве операторы АА* и А*А являются эрмитовыми и неотрицательными. 

Существует разложение А == О] оператора А в произведение неотрицатель- 
ного эрмитова оператора О и унитарного оператора Ц. Оператор О однозначно 
определяется условием O?—AA", а оператор Ч определяется однозначно 
в том и только в том случае, если А — невырожденный оператор, Аналогично 
A—U,Q,, rye О? =А*А (ср, сп. 13.3-4, а). 7
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(5) Оператор А в гильбертовом пространстве называется нормальным 
оператором, если А*А =АА* или, что эквивалентно, если Н.Н. ==Н.Н.. Огра- 
ниченный линейный оператор А нормален в том и только в том случае, если 
|Ах |=[А[-[х| для всех хе. Эрмитовы и унитарные операторы нор- 
мальны. 

14.4-9. Сопряженные векторные пространства, Более общее определение 
сопряженных операторов. 

(а) Ограниченные линейные преобразования А нормированкого векторного 
пространства в произвольное полное пормированное векторное пространство. 
(банахово пространство, п. 14.2-7) образуют полное иормированное векторное 
пространство, сложение и умножение в которомопределяются формулами (14.3-4), 
а нормой служит |А|. В частности, множество ограниченных (в смысле п. 
14.4-1) линейных (и однородных) скалярных функций ф(х) (линейных функцио- 
налов), определенных на нормированном вектюрном пространстве , составляет 
полное нормированное векторное пространство И*, сопряженное (дуальное, 
двойственное} к пространству И. 

Пусть 
x’ = Ax 

— огравичениое линейное преобразование пространства Л в какое-либо другое 
нормированное векторное пространство 2’. Тогда условие 

ф’ (х') = gy’ (Ax) = 9 (x) _ (14.4-15а) 
определяет’ ограниченное линейное преобразование 

| ф=А*ф" (14.4-15b) 
npoctpancrsa 2/’*, conpsxennoro K Z', B npocTpaHcTBo. М*, сопряженное к LZ. 
Оператор: А* называется сопряженным оператором к оператору А; имеем 

| A* = Al. | (14.4-16) 

Заметим, что (А*)*, вообще говоря, не совпадает с А. . 
(5) Каждую ограниченную линейную (однородную) скалярную функцию ф (х) 

(линейный функционал), определенную на гильбертовом пространстве {, можно 
представить в виде скалярного произведения 

ф(к) = (и, x), —— (14.419 

где и— некоторый вектор из . Соответствие между векторами -ф из * 
и векторами и из & является изоморфизмом, и на основании п. 14.4-1 

Io C= sup o(x)=iul (14.4-18) 

и следовательно, это соответствие является изометрией (пп. 12.5-2 и 14.2-7), 
Поэтому гильбертово пространство является самосопряженным, т. е. оно изо- 

морфно и изометрично сопряженному к нему пространству. Определение опе- 
ратора, сопряженного к линейному оператору в гильбертовом пространстве, 

можно тогда свести к простому определению сопряженного оператора, приве- 
денному в п. 14.4-3.. 

14.4-10. Бесконечно малые линейные преобразования (см. также пп.4.5-3 
и 14.10-5). . | 

(а) Бесконечно малое линейное преобразование (бесконечно малый линей- 
пый оператор) `в нормированном действительном или комплексном векторном 
пространстве имеет вид | , 

J А=\{-|- В, (14.4-19) 

где В — ограниченный оператор, а | = |2 пренебрежимо мало по сравнению с.1 
(обычно’ = — скалярный дифференциал), т. е, |8 250.
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(5) Для бесконечно малых`линейных преобразований 

A=([-+ 6B, А! =1-- = Вт, A,=I-++ 2B, 

нмеем 
А-1—=|— В, А.А, =1-| (#В1-- =В.) = А. А,. (14.4-20) 

Бесконечно малые линейные преобразования (операторы) перестановочны. 
(с) Бесконенно малое линейное преобразование А =1-- &В в унитарном век- 

торном пространстве является унитарным в том и только в том случае, 
если оператор &В косоэрмитов. Бесконечно малое линейное преобразование 
А =1--- В в действительном унитарном векторном пространстве является 
ортогональным в том и только в том случае, если оператор &В кососиммет- 
ричен. 

14.5. МАТРИЧНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ВЕКТОРОВ И ЛИНЕЙНЫХ 

ПРЕОБРАЗОВАНИЙ (ОПЕРАТОРОВ) 

14.5-1. Преобразование ‘базисных векторов и координат векторов: «актив- 
ная» точка зрения (см. также п. 14.1-3). Рассмотрим конечномерное !) дейст- 
вительное или комплексное векторное пространство Ди с системой координат, 
определяемой п базисными векторами е,, еь, ..., е; (п. 14.2-4). Каждый вектор 

хе, Не, --...- ве, == У) Бей (4.5.0 
k=1 

описывается своими координатами Ё1, &, ..., Ё. „Линейное преобразование 
(оператор) А в пространстве „ (п. 14.3-1) переводит каждый базисный век. 
тор е, в соответствующий вектор 

п 

е, = Аед == але, -- @зьез-|-...-Р @лдел = У) аре (k=1, 2, ..., n), (14.5-2) 
i=] 

а каждый вектор х С Х„—в соответствующий вектор х’Е Дн: 

rt п п 

х’ = Ах=А У Ее» = У E,e, = У Се. (14.5-3) 

k=] k=l i=] 

Координаты Ё, вектора х' и координаты Ё» вектора х отнесены к одному 

и тому же базису е1, Co, ..., Cg H связаны п линейными однородными соот- 
ношениями преобразования 

Е == 111 + Grob eee + OinEns 

5 = p16) + Goobs-t eet GanEn, | (преобразование  коорди- 
нат векторов, «активная» (14.5.4) 
точка зрения). о ооо фФффоо @# Фо ф ф ф 9 

a = An Ei + Angbe +--+ annEn 

  

‘) Теория пп. 14.5-Ё — 14.7-7 применима и к некоторым бесконечномерным векторным 
простраиствам (пп. 14.2-4 — 14.2-7, Ъ). Такие пространства должны допускать определение 
счетных базисов (п, 14.2-4), а также ортонормированных базисов (п. 14.7-4) и сходимости (п. 
14.2-7), так что суммы вроде той, которая рассматривается в (1), превращаются в сходящиеся 
бесконечные ряды. В частности, это справедливо для всякого сепарабельного гильбертова' 
пространства (п. 14.2-7. с}. Векторные пространства, не допускающие счетных базисов, 
могут быть представлены подходящими пространствами функций (п. 15.2-1)..
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14.5-2. Матричное представление векторов и линейных поеобразований 
(операторов). Для каждого данного базиса е, eo, ..., Cn B пространстве п: 

векторы х==ё1е, -- Ее.--...--Ёле„ в Ш» взаимно однозначно 
представляются матрицами-столбцами {Ё» } (п. 13.2-1); 

2) линейные преобразования (операторы) в WZ, взаимно одно- 
значно представляются квадратными матрицами А`== [а»] порядка п, 
определяемыми в (2) или (4). 

Соответствие между векторами и операторами и указанными матрицами 
есть изоморфизм (п. 12.1-6): суммы и произведения, содержащие скаляры, 
векторы и операторы, переходят в аналогичные суммы и произведения мат- 
риц. Тождественный оператор переходит в единичную матрицу, а обратный 
оператор —в обратную матрицу; невырожденным операторам соответствуют 
невырожденные матрицы, и наоборот. 

`В частности, бескоординатное векторное равенство 

х’=Ах (14.5-5) 

представляется в базисе ет, ез, ..., е, матричным равенством 

gi Qty Ayg eee Ain G1 

, Е. @2т Agg eee Aan Ea 
x= = = Ax, (14.5-6) 

| En пт Ang eee Ann En 

которое эквивалентно п соотношениям (4); произведение линейных преобразо- 
ваний А и В представляется произведением соответствующих матриц А и В. 

Замечание. Преобразования п-мерпого вскторного пространства Ив в т.мерноа 

векторное пространство Lin можно подобным же образом представить матрицами раз- 

мера т Хх п. Преобразования, связывающие два Действительных векторных пространства, 
всегда можно представить действительными матрицами, 

14.5-3. Матричные обозначения для систем линейных уравнений (см. также 
пп. 1.9-2 —1.9-5). Система линейных уравиений 

д 

DM aigtp=b, (= 2,.., т) (14.5-7) 
k= | 

эквивалентна матричному уравнению 

Qi Qj eee Qin \ XY b; 

@21 @25 с... Aan ; Xo bg 
Ax=b или = . (14.5-8) 

Ч;:1 Чт oe Ann Xn Om 

Hen3pecTHble Xp, MOXKHO рассматривать как координаты неизвестного вектора, 
для которого преобразование (8) дает вектор с координатами 0;. Если, в част- 
ности, матрица [а;»] не вырождена (п. 13.2-3), то матричное уравнение (8) имеет 
единственное решение 

x= A710; (14,5-9) 

Формула (9) эквивалентна правилу Крамера (1.9-4).
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14.5-А. Диадическое представление линейных операторов. Линейный оператор А 
в л-мериом векторном пространстве может быть выражен в виде суммы п внешних про- 
изведений пар векторов (п днад) по способу п. 16.9-1. Соответствующая матрица А раз- 
мера п Хх п может быть аналогичпо выражена в вяде суммы внешних произведений пар 
матриц-строк и матриц-столбцов (см. также п, 13.2-10). 

14.6. ЗАМЕНА СИСТЕМЫ КООРДИНАТ 

14.6-1. Преобразование базисных векторов и координат векторов: «пассив- 
пая» точка зрения (см. также п. 14.1-3). 

(а) Если дан координатный базис е,, ез,... ‚ е, в конечномерном 1) векторном 
Nn 

пространстве Дл, то т векторов аз = У оке; (К =1, 2, ..., т) линейно неза- 
t=] 

висимы (п. 14.2-3) в том и только в том случае, если матрица [ap] Umcem 
ранг т (см. также п. 1.9-3). 

В частности, для каждого коордннатного базнса е1, ео, ..., е; в п 

п 

Cp = 1170 + lopeagt-..- tl npen = У; ре] (k=l, 2, ooo, n), (14.6-Г) 
1 . {= 

rue det {t;,] 40 (npeo6pasceanue базисных векторов). 
Матрица Т == |1;.] представляет (необходимо невырожденное} преобразо- 

вание Т, связывающее старые базисные векторы е; и новые базисные век- 

горы е, = Те, (в смысле равенства '(14.5-2)). 
(5) Теперь каждый вектор х 6 п может быть выражен как через коорди- 

наты Ё отвосительзо системы е;, так и через координаты &, относительно 
системы ел: 

п 

x= У! Ее; = 
i=l 

Координаты Ё; и ЕЁ, одного и того же вектора х связаны л линейными одио- 
родными соотношениями преобразования 

Epp. (14.6-2) 
J №

 

‚ Беле Иа -Н Е Нл | 
+ 2 = (преобразование коорди- 

Ба = боты -[ (226 --.. Рё нат векторов: «пассивная» 
еее ево ое 04а эрения} 

Бане Inaba +e tlnntn 

  
или в ‘матричной форме `  (14.6-3) 

81 fig fig в. Lin G1 

| S |_| ter toe ave tin Ea aw 
A= — =TxX, 

En tri ‘ng see (пл En | J 

Смысл соотношений преобразования (3) следует отличать от смысла формально 
аналогичных соотношений (14.5-4) и (14.5-6). 
  

# См, сноску кп, 14.5-1,
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Отметим также обратные соотношения, именно 

п 

е; = Tle, = а, | 2 п): (14.6-4) 
i det [tia] * о - | 

Е = 

к T > Yt At 
Бр == Учесть (Е =1, 2... №) 

че [в ^ (14.6-5) 
i= 

ИЛИ . _ | 

Х=Т Ly, 

где Тв — алгебраическое дополнение элемента (;, в определителе 4ей [#;/,] (п.1.5-2). 

14.6- 2. Представление линейного оператора в различных базисах. 
(а) Рассмотрим линейный оператор А, представляемый ‘матрицей А вбазисе 

ет, е›,..., е; (п. 14.5-2) и матрицей А в базисе е1, е,... ел так, что для каж- 
дого вектора 

Хх’ = Ах, ‘y= Ax, х =Ах. (14.6-6) 

Если дана матрица преобразования Т, связывающая базисы е; иек, так что 

| х=Тх, х=ТХ | (14.6-7) 

(п. 14.6-1), то’ матрицы А и Д связаны преобразованием подобия (п. 13.4-1) 

| А-Т-ЗАТ или A=TATH. (14.6-8) 

Наоборот. каждая матрица А. связанная с матрицей А преобразованием подо- 
бия (8). представляет тот же самый линейный оператор А в координатном 

базисе ет, Co, oees Ch 

Если линейный. ‘оператор А в базисе е, и линейный оператор В в базисе 

е, = Те, представляются одной и той же матрицей, то В =ТАТ-". 
(5) Все матрицы (8), представляющие один и тот же’: оператор А, имеют 

один и тот же ранг г, равный рангу оператора А (п. 14.3-2). След и опре- 
дглитель матрицы А также являются общими для всех матриц (8) и назы- 

ея Следом Тг (А) и определителем Че (А) оператора А (см. также пп. 14. 1. 4 
и 13.4-1, Б 

(©) Матричная запись преобразования базисных векторов, 
Если разрешить рассматривать строки и столбцы, состоящие нз векторов, то соотноше- 
ния (1) н (6} можно соответственно записать в виде 

(6; Se.) ler eg ed 7 | —_ (14.6-9) 
(е, е,...} = (е: ез...) А. (14.6-10) 

х == (е: eg...) = (ey её...) x) } 
== (е4 ©...) х’ == (е, ©, ...) х 

где 

(14.6-11} 

(см. также п. 16.6-2), 

14.6- -3. Последовательное. применение операторов (см. также пп. 14.5-2 и 
14.10-6) 

(а) Пусть даны два невырожденных линейных оператора А и В, пред- 
ставленных в базисе е,, е›,..., еп матрицами А = [аж] и В =[6;,]. Их послез 
довательное применение 

х'= Ах, x’ =Bx’=BAx о (14.6-12)
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представляется соотношениями 

х=Ах, х’=Вх’=ВАх, x=(BA)" x’, (14.6-13) 

me x= {8 Een Enh ХЕ, ори eSB, Bo, BPS о? 

столбцы из компонент соответствующих векторов относительно базиса е;. 
В частности, последовательное применение операторов Аи В к ‚базисным 

векторам е, приводит к новым системам базнсных векторов 

е, = Ае, == Qipeis | 
~ У me (Е =1, 2,..., П). (14.6-14) 

е, = Ве, =ВАе, | 

Следует обратить внимание на то, что оператор В, вообще говоря, отли- 
чается от оператора, определяемого преобразованием базисных векторов e, 

с помощью матрицы В: 

-У bi ,e; = ABA~ tej = ABE, _ (14.6-15) 
=]. о 

х’’'—=АВх, х’” = АВх, (14.6-16) 

так как матрица В==[ь»| относительно базиса е, представляет оператор 

АВА-1, а не В (см. п. 14.6-2, а). _ — - 

(b) Столбцы x == {E1, E>, °° ‚ п}, xX == {5,, Gos se voy En} WX tae Ea, ..., Ents 
представляющие один и тот же вектор 

и следовательно, 

п п п 
1 , = › 

x= У Ё;е; = У, Сер == У Сред, | (14.6-17) 
= 1 k=! k=l 

связаны преобразованиями пассивного типа 

Х=А-ВАХ, — х=АХ= ВАХ, x =(BAY 1x. (14.6-18) 
Еще раз отметим, что, вообще говоря, х-2 Вх. 

14.7. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ СКАЛЯРНОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ. 

ОРТОНОРМИРОВАННЫЕ БАЗИСЫ 

14.7-1. Представление ‚скалярного, произведения (ем. также пп. 14.2-6, 

14.7-6 и 16.8-1). Пусть векторы а = у ae; 4 b= у В:е; в конечномерном 1) 
i=] i=] 

унитарном векторном пространстве & соответственно представляются матри- 
цами:столбцами а == {01} и б == {В:} по способу п. 14.5-2 (см. также п. 13.2-1, Ъ). 
Тогда’ 

(а, 5) = у у оьавь=а* 0, (14,7-1) 
=] В =1 

где . 

G= [gir], in=(Cir x) | (i, k=l, 2,... п) 
  

2) См. сноску к п. 14.5-1.
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иа* == (01, а,,... би) —матрица-строка. Матрица С == [@;,| необходимо явля- 

ется эрмитовой (5; ==8,:) и положительно определенной (п. 13.5-2); если М — 
действительное унитарное векторное пространство, то С — действительная и 
симметрическая матрица. 

Соотношение (1) позволяет описать через числовые: координаты векторов норми, углы, 
расстояния, сходимость и т.д. в Uf (cM. также п. 14.2-7). В частности, для каждого вектора 

п 

rm Steed 
= | ; 
- п п. . 

xl? = S$) У в, == хх. (14.7-2) 
= [=] 

Эрмитова форма (2) (см. п. 13.5-3) пазывается основной формой пространства 7/ oTHOCH- 
тельно базиса е;, е.,..., е. 

14.7-2. Замеца системы координат (см, также пп. 14.6-1 и 16.8-1). Если ввести новые 

базисные векторы е,, для которых а == Та, 6 = Тб (и. 14.6-1), то из инвариантности 
(14.[-4) скаляриого произведения 

п тп п 

(a, В а*06 = > Хара, = № 
= 1—1 i=] 

следует, что 

Ms
 

t 
k=1 

об == [в] == (ен, &,)] = 7*er- (14.7-4) 

14.7-3. Ортогональные векторы и ортонормированные системы векторов. 
(а) Два вектора а и Ь унитарного векторного пространства Х (взаимно) 

ортогональны, если (а, Ъ) =0 (соз у =0, п. 14.2-7, Ь). Ортонормированная (орто- 
гональная нормированная) система векторов есть система попарно ортогональ- 
ных единичных векторов (1, Цо,,.. Так, что 

0, если 1-2, 

(ui, би если {= } 
(i, k=1, 2,...). (14.7-5) 

Каждая система попарно ортогональных ненулевых векторов (, в частности, 
каждая ортонормированная система) линейно независима. Таким образом, 
наибольшее число векторов в Любой такой системе (ортогональная размер- 
ность пространства Ш} не может превышать линейную размерность прост- 
ранства & (см. также пп. 14.2-3 и 14.2-4, b). 

(5) Неравенство Бесселя (см. также п. 15.2-3, Ъ). Если даны 
конечная или бесконечная ортонормированная система и, из, ... и любой век- 
mop aed, mo 

ш 

У! [(ик, а) | = [а(? (неравенство Бесселя). (14.7-6) 
в =1 

Знак равенства имеет здесь место в том и только в том случае, если век- 
тор а принадлежит линейному многообразию, порождаемому данной орто- 
нормированной системой (см. также п. 14.71-4); т может быть как конечным, так`и 
бесконечным; неравенство Бесселя часто используется для доказательства схо- 
димости бесконечных рядов. 

` 14./1-4. Ортонормированные базисы (полные ортонормированные системы), 
(а) В конечномерном унитарном векторном пространстве размерности п 

каждая ортонормированная система из п векторов образует базис (ортонор- 
мированный базис). Вот более общее утверждение. В каждом гильбертовом 
пространстве & (п. 14.2-1, Ь) ортонормированная система векторов Из, Ма» + .,
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обризует ортонормированный базис (полную ортонормированную систему) в пом 
и только в том случае, если она удовлетворяет следующим условиям: 

1. Каждый вектор а = может быть записан в виде 

A= ии: -- биз --..., где @»=(ни, а) (&=1,2,...). 
A A 

2. Для любого вектора а== и: -|- вом» --... 

ар =| “т 8-Е | аз |8-+... (равенство Парсеваля). {| 3 

„3. Для любой пары векторов A= Uj; +O gt... и Ь — Ви: -|- 

“+ Botta... _ _ 
(a, b)=@y Bi+aoBet+... 

4. Ортонормированная система Uy, Uy,... He содержится ни 
в какой другой ортонормированной системе пространства &. Для 
любого вектора а = Д из (ик, а) =0 (&=1, 2,...) следует, что а=0. 

Из каждого из этих четырех условий следуют остальные три условия. 
Сравнительная простота выписанных выше выражений для |а|? и (а, Б) 
делает ортонормированные базисы особенио удобными в качестве координат- 
ных базисов. Заметим, что если а и а’—0ва вектора с одними ц теми: же 

координатами &,, то |а— а” || =0 (теорема единственности). 
(5) Построение ортонормированной системы векторов. 

Если е1, е›,...— любая конечная или счетная система линейно независимых 
векторов в гильбертовом пространстве, то существует ортонормированная 
система и, и›,... порождающая то же самое линейное многообразие. 

Такую ортопормированную систему можно построить с помощью следую- 
щих рекуррентных формул (процесс ортогонализации Грама — Шмидта, см. 
также п. 15.2-5): 

  

и —! 
“ПУР 

i (i=1, 2,...).  (14.7-7) 

Vi=Ci, Vina =Cigi— У) (ць, ел) Ue 
| = 

‚. 14/-5. Матрицы, соответствующие сопряженным операторам (см. также’ 
пп. 14.4-3 — 14.4-6, 13.3-1 и 13.3-2). 

(а) Если линейный оператор А в конечномерном пространстве представ- 
ляется в некотором базисе матрицей А, то сопряженный оператор А* пред- 
ставляется в этом же базисе матрицей С`1А*С1) (см. п. 14.7-1). 

(6) Для ортонормированного базиса и\, ш, ... имеем С ==1 (см. п. 14.7-3) и 

A= [aip] = {(u;, Ац,,) |. (14.7-8) 

Значит, сопряженным операторам соответствуют сопряженныв матрицы, и 
наоборот. Таким образом, в случае ортонормированного базиса эрмитовым, 
косоэрмитовым и унитарным операторам соответствуют матрицы тех же типов, 
и наоборот. В частности, симметрическим, кососимметрическим и ортогональ- 
ным операторам в действительных векторных пространствах соответствуют 
симметрические, кососимметрические и ортогональные матрицы. 

Верно и более общее утверждение. В случае ортоговального (но не обя- 
зательно ортонормированного) базиса унитарным или ортогональным опера- 
торам соответствуют матрицы того же типа. 
  — 

р даметим, уто во взаюмном базисе (п, 14.7-6) оператор А* представляется мать 
рицей A*,
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< 

14.7-6. Взаимные базисы. 
(а) Для каждого базиса е. е., в кочечномерном векторном пространстве 

существует единственный взаимный (дуальный) базис е1, ез, ..., ей, определяемый сим- 

метричнымн соотношенияма 
в ел в -{ oem 

1s &p) = PG” = |, если { = # 

так что каждый вектор е! ортогонален всем ерсё ти 

(Е, е®)| = 74 = [(ер вр)". 

(b) Векторы a, b, 

в базисё е представляются матрицами-столбцами Са, С6, 

(а. Б) = а*@8 = а* (06) = (Gay*b = (баб (Gb), 

JA 
. ` 

е, = У, Ее 
it 

(R — 2. ..., П\. 

| (. к = |. а. sees п). {14.7-9а) 

(14.7-96! 

(14.7 -10) 

... представляемые в базисе е; матрицами-столбцами а, 6, ..., 

.. Г) и 

41-1 

`Таблица 14.7-1 

_ Сравнение различных обозначений скаляров, векторов 
ни линейных операторов 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

      

        

        

  

Коордннаты (элементы матриц) 
Бескоординатвые Матричные : - 

(инвариантные) представления условные тензорные 
обозначения обозначения обозначения 

@ (скаляр) а a a 

(ej. &g) [(ep &y)] = Sin ‘Bip 

(её. е^) [(е*, е®)] =g! Нет специального gik 
символа 

t а a; а 

а (вектор) 
Ga Het ¢neuuanbuoro a; = Bip 

символа 

п 

у= Ах -. у == Ах 1; = У, а; кбь и = Al xt 

k=l 

A (линейный опе- i 
patop) | A ‘lip А, 

А., = Af 
GA tk 8; k 

=| Нет специальных ТЕ ,t fk 
AG СИМВОЛОВ A’ = Aig 

_ р j 7 
GAG? Ар = ааа 

4) BekTope а, Ь можно гакже представить магрицами -строками (Са}*, (06)*. ... или 
(Ga)’, (СЬ’. .... что соответствует` представлению их ковариантными комповентами 
(nn. 16.2-1 и’ 16.7-3 ).
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в частности, если | 
n 

м 
= . { = a У, a,e,, To (ef, a) = a). 

— 

Линейный оператор А. задаваемый в базисе е; матрицей Д. в базисе её представ. 

ляется матрицей. 646-“ 

(с) Базис et. e, cess ет, взаимный другой системе базисных векторов — 

n , 
ee У, ре | сде Чей [#,;„| 220, 

задается формуламы 

сей = SY tay Bt. (14.7 -12) 
i=! 

Говорят. что базисные векторы ей и ep преобразуются контраградиентно (см. также п. 16.6-2). 

Аналогично 

из Х = Тх следует Сх ==Т (Gx). (14.7 -13) 

{4) Каждый ортонормированный базис (п. 14.7-4, а) совпадает со взаимным к нему 
базцсом (является самодиальным), так что ей = е; ==и; (2—1, 2, .... Пи © 

Gol, Gx sex. GAG I'S A. (14.7 -14) 

14.7-7. Cpasuenne обозначений. Для того чтобы облегчить ссылки на стан- 
дартные учебники, в гл. 12-14 координаты векторов помечаются только ниж- 
ними индексами. В усовершенствованной системе обозначений, применяемой 
в тензорном анализе и описываемой в п. 16.1-3, употребляются не только ниж- 
ние, но и верхние индексы. В табл. 14.7-| дается обзор различных обозначе- 
ний, применяемых для описания векторов и линейных операторов; ею можно 
пользоваться для перевода одних обозначений в другие (см. также п. 16.2-1). 

14.8. СОБСТВЕННЫЕ ВЕКТОРЫ И СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 
ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ 

14.8-1. Вводные замечания. Изучение собственных векторов’и собственных 
значений представляет исключительный практический интерес ввиду того, что 

|1) многие соотношения, в которые входит некоторый линейный 
оператор, радикально упрощаются, если в качестве координатных 
базисных векторов взять его собственные векторы (приведение мат- 
риц к диагональному виду, квадратичных форм к сумме квадратов, 
сешение операторных . уравнений в спектральной форме; см. также 
п. 15.1-1); 

2) собственные значения линейного оператора выражают важные 
свойства этого оператора без ссылки на какую бы то ни было кон- 
кретную систему координат. 

Во многих приложениях собственные векторы и собственные значения 
линейных операторов имеют прямсй геометрический или физический смысл; 
обычно они могут быть.интерпретированы на языке задачи о максимуме и мини- 
муме (п. 14.8-8). Наиболее важные приложения относятся к эрмитовым опе- 
раторам, имеющим действительные собственные значения (пп. 14.8-4 и 14.8-10). 

14.8-2. Инвариантные многообразия. Разложимые линейные преобразования 
(линейные операторы) и матрицы. Многообразие Д\.в линейном векторном про- 
странстве 4 называется инварнантным относительно данного линейного опера- 
тора А в пространстве и, если А переводит каждый вектор хо; в некото- 
рый вектор АхС&.. Если конечномерно и еь, е, ..., ещ, ету» oor Cg —
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координатный базис в , обладающий тем свойством, что векторы ет, ез, ..., ет 
порождают #1, то оператор А представляется матрицей A, которую можно 
подразделить следующим образом: 

А==|...... ely (14.8-1) 

где А} —матрица размера тХт, представляющая оператор Ау в простран- 
стве #1, «индуцированный» оператором А. Может случиться, что оператор Аз 
можно подвергнуть дальнейшему приведению. 

Линейное преобразование (линейный оператор) А в векторном простран- 
стве называется разложимым (приводимым, вполне приводимым !)), если про- 
странство Д есть прямая сумма = ФИ. Ф... (п. 12.7-5, а) двух или более 
подпространств 21, з, .... каждое из которых инвариантно относительно А. 

В этом случае оператор А записывают как прямую сумму. А= А: ФА. Ф... 
линейных операторов А, А», ..., индуцированных оператором А соответственно 
В Ил, о, eee 

Квадратная матрица А представляет разложимый оператор А в том и 
только в том случае, если матрица А подобна клеточной матрице (прямой 
сумме матриц Аз, А», .... соответствующих операторам А, А., ... см. также 
п. 13.2-9). Матрица А, обладающая этим свойством также, называется разло- 
жимой (приводимой, вполне приводимой). 

14.8-3. Собственные векторы, собственные значения и спектр (см. также 
п. [3.4-2). 

(а) Собственный вектор (характеристический вектор) лннейного оператора 
(линейного преобразования) А в линейном векторном пространстве № есть 
такой вектор ус&, что ` 

Ay=)y = (y #0), (14.8-2) 

где A—HeKOTOPHIN скаляр, называемый собственным значением (характеристи- 
ческим значением) оператора А, соответствующим собственному вектору у. 

(5) Если у— собственный вектор оператора А, соответствующий собс!твен- 
ному значению A, MO это же верно для любого вектора му == 0. Если у1, Уз, ..., уз — 
собственные векторы оператора А, соответствующие собственному зна: пению А, 
то это же верно и для каждого вектора сиу - “уз --...-Н зу; == 0; эти век- 
о порождают линейное многообразие, инвариаитное относительно А 

. 14.8-2; см. также и. 14.8-4, с). | 
Эта теорема также справедлива для сходящихся бесконечных рядов соб- 

ственных векторов в гильбертовых пространствах. 

Если собственному значению А, соответствует ровно 7 > 1 линейпо неза- 
висимых собствениых векторов, то т называется геометрической кратностью 
собственного значения A. 

Собственные векторы, соответствующие различным собственным значениям 
одного и того же линейного оператора, линейно независимы. 

Линейный оператор в п-мерном векторном пространстве имеет не более n 
различных собственных значений. Каждое собственное значение невырожден- 
ного оператора отлично от нуля. 

{с) Если ограниченный линейный оператор А имеет собственное значение ^, 
то оператор “А имеет собственное значение а), а оператор АР имеет соб- 
ственное значение АР (р==0, 1,2, ..., а если А — невырожденный оператор, то 
р=0, + 1, + 2, ...). Каждый многочлен }(А) (п. 14.4-2, Ъ) имеет собственное 
значение f(A) (cm. takxe n. 13.4-5,b). Bee amu gdyxKyuu,om А имеют те жа 
собственные векторы, соответствующие указанному собственному значению, 
что и А. 
    

1) Сы. сносну кц. 14.9-2, bd
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(4) Спектр линейного оператора. Слектром ограниченного 
линейного. оператора А в банаховом пространстве (полном нормированном ‘про- 
странстве, п. 14.2-7, а) № называется множество всех комплексных. чисел 
(спектральных значений, собственных значений !1)) Л, для которых векторное 
уравнение 

Ax—Ax =f 

He имеет для каждого вектора { единственного решения х=(А — АГ)-Ч 
(см. также п. 1[4.8-10). Оператор (А-- М) 1 (резольвентный оператор, резоль- 
вента) для множества значений /, не принадлежащих спектру оператора А, 
определен и ограничен на всем пространстве . Спектр можно подразделить на 

1) дискретный спектр (точечный спектр), определяемый равен- 
ством (2) с собственными векторами у = 0; 

2) непрерывный спектр, состоящий из тех спектральных значе- 
ний А, для которых оператор (А — 1) * имеет область определения, 
плотную в Д, и неограничен; 

3) остаточный спектр, состоящий из тех спектральных значений /,, 
для которых оператор (А — 1)! имеет область определения, не плот- 
ную в &, и неограничен. | 

Спектр ограниченного линейного оператора А содержит его предельный 
спектр, определяемый как множество всех комплексных чисел A, AIA которых 
существует такая последовательность единичных векторов и, и», ..., что 
| (А— Л1) ил || = 1/п (п=1, 2, ...). Предельный спектр содержит дискретный 
и непрерывный спектр (см. также п. 14.8-4). 

Остаточвый спектр ограниченного липейного оператора А в гильбертовом простран- 
стве содержится в дискретном спектре оператора А*. 

(e) Cnexmp линейного оператора А в конеиномерном нормированном вектор- 
ном пространстиве совпадает со спектром каждой матрицы А, представляю- 
щей оператор А, как в п. 14.5-2. Алгебраической кратностью т, любого соб- 

ственного значения /, оператора А называется алгебраическая кратность 
числа А; как собственного значения соответствующей матрицы (п. 13.4-3, а). 
Алгебраическая кратность т; больше или равна геометрической кратности т; 1 
собственного значения \у (см. также п. 14.8-4, с). 

Для каждого линейного оператора в коненномерном нормированчом векторном про- 
странстве след Тг (А) onepamopd А равен сумме всех его собственных значенцй, каждое 
из которых считается столько ‘раз, какова его алгебраическая кратность, а определитель 
Че (А) равен такцм же образом подсчитываемому произведению всех собственных значений 
(см. также п. 13.4-3, 

Характеристическое уравпение Рд(А) =0, соответствующее классу подобных конеч - 

пых матриц (п. 13.4-5, а}, называется характеристическим уравнением представляемого 
этими матрицами опсратора А; оно дает его собственные значения вместе”с их алзебрац- 
ческции кратностями. Георема Кэли — Гамильтона (Г А (А) =0, л. 13.4-7, а) и теоремы из 

п. 13.4-7, Б применимы и к линейным операторам в конечномерных нормированных век- 
торных пространствах. 

‚ (Г) Если А — ограниченный линейный оператор в гильбертовом пространстве 

то из Ау=Ау и А*2= их следует, что либо =), либо (у, 2) =0 (см. также 
п. 14.8-4). 

14,8-4. Собственные векторы и собственные значения нормальных и эрмн- 
товых операторов (см. также пп. 13.4-2, 13.4-4, 14.4-6, 14.8-8, 15.3-3, Ь, 
15.3-4 и 15.4-6). - 

(а) Если А нормальный оператор в гильбертовом пространстве (А *А = 
= AA*, mn. 14.4-8, b), mo A u A* имеют одни и те же собственные векторы; 
соответствующие собственные значения операторов А и А * являются комплекс- 
ными сопряженными числами. Спектр каждого нормального оператора совпадает 
с его предельным снектром; остаточный спектр пуст (см. также п. 14.8-3, 4), 
  

3) Некоторые авторы называют собственными значениями всё спектральные значе- 
ния, а другие пользуются этим термнном только для дискретного спектра.
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. flag каждого нормального оператора А с собственными значениями № эрмитовы 

операторы Н\ => (А+А *), Н, = os г (А— А“) и А*А имеют те же собственные век- 

торы, что и А, “ соответственно cobcmeennete значения Read, ImA u ] Ad [2. 

(5) Все спектральные значения любого эрмитова оператора действительны. 
Обратное верно не всегда, но каждый нормальный оператор, имеющий действительный 

спектр, является зрмитовым. 

(с) Следующими важными спектральными свойствами нормальных опера- 
торов, в частности, обладают эрмитовы операторы: 

i. Ортогональность собственных векторов. Собственные векторы, 
соответствующие различным собственным значениям нормального one- 
ратора, попарно ортогональны. 

2. Свойство полноты собственных векторов. Каждый ограниченный 
нормальный оператор А в гильбертовом пространстве Ш вполне 
приводим (п. 14.8-2). При этом М есть прямая сумма подпространства, 
порождаемого ортонормированной системой собственных векторов 
оператора А (п. 14.7-4), и подпространства, состоящего из векторов, 
ортогональных каждому собственному вектору оператора А. В конечно- 
мерном случае ортонормированная система собственных векторов 
порождает №. 

Каждый нормальный оператор А в конеиномерном унитарном векторном пространстве 
Й/ разложим в прямую сумму (п. 14,8-2) нормальных операторов А!1, А.,..., определенных 

в соответствующих подпространствах Ш, Жо, ... Пространства { таких, что каждый 

оператор А; имеет единственное собственное значение ^ В каждом подпространстве Uf } 

существует "полная, ортонормированная система собственных векторов у, 

Если собственное значение A нормального оператора имеет алгебраическую 
кратвость 7, то геометрическая кратность значения А, также равна т, и наоборот. 

(3) x Спектр альное представление. Следующими свойствами 
нормальных операторов обладают, в частности, эрмитовы операторы. Если у1, 
у, ... Уп-—Ортонормированная система собственных векторов нормального 
оператора | А в конечномерном прострайстве М и х— любой вектор вида х = 

= Evyit Eoyete-+ Ean (En=(Yer x) 0. 14.7-4, a), To 

Ax=A, Bays Ав»... А пул, 

(спектральное представление оператора А), (14.8-3) 

(х, Ах) = | Р-НА | би | 1 Р, 
где Л„— собственное значение, соответствующее у; (см. также п. 13.5-4, Ь). 

% Bonpocy о спектральном представлении операторов в произвольном гильбертовом 
пространстве (спектральный анализ операторов) посвящена обширпая литература; см.. 
например, [13.4], [13.6]. Хх 

14.8-5. Определение собственных значений и собственных векторов: конечно- 
мерный случай (см. также пп, 13.4-5 и 13.5-5; численные методы см. в п. 20.3-5). 
Если А == [ал] — матрица размера пжл, представляющая линейный оператор: А 
относительно базиса ey, @o,..., €,, То собственные значения А и собственные 
BCKTOPb) y= Hye, + {эе.->...- Чел оператора А определяют следующим`образом: 

Собственные значения находят как корни алгебраического 
уравнения п-Й степени (характеристического уравнения) 

а1—А а12 ... Ain 

юз—^... det (A—Al) == det(A—M)s= {72% т |0, 

any Ong ee Onn—
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2. Координаты Wy), 9, () всех т; линейно независимых 
п 

собственных векторов 

yi) = Фе, + nee + ... Нек, 

соответствующих каждому отдельному собственному значению Ay, 
получают, решая систему п однородных линейных уравнений 

(ав —^,) ny + apn! --... аи = 0, 

MH) + (deg — Aj) np beet dann” =(, 

Any) + Myo) pee + (Ann —4y) n= = 

матрица которой имеет ранг п—т; (п. 1.9-5). 
Wp 

_ A) 
т; матриц-столбцов у‘ =| © 2 | называются модальными столбиами (или 

Wt 
просто собственными векторами) данной матрипы А, соответствующими собст- 
венному значению А,;. Каждый модальный столбец можно умножить на произ- 
вольную постоянную, отличную от нуля. 

14.8-6. Приведение’ и диагонализация матриц. Преобразование к главным 
осям (см. также п. 14.8-2). 

(а) Каждая конечная система линейно независимых собственных векто- 
ров у:, У2,.... Ys, соответствующих одному и тому же собственному зна- 
чению линейного оператора С порождает подпространство Ж\:, инвариантное 
относительно А (п. 14.8-3, Если Xv у», .... У; взять в качестве пер- 
вых 5 базисных векторов, и , пера будет представляться матрицей вида 

Aid 
А=| ....... |. (14.8-4) 

[0]: А 

(6) Пусть, в частности, А — нормальный оператор в конечномериом вектор- 
ном пространстве размерности п. Тогда метод п. 14.8-5 дает ровно п линейно 
независимых собственных векторов 

yn = nine, + n(per-+et mPen. 

Соответствующие п _модальных столбцов образуют невырожденную модальную 
матрицу 

Pei n> где te =), . (14.8-5) 

причем каждому отдельному собственному значению ^; соответствует т; сосед- 
них столбцов; п=ли--т.--... столбцов имеют индексами последовательные 
значения А =1, 2,... п. Преобразование координат пассивного типа 

x= Tk — (14.8-6) 

(п. 14.6- 1 вводит е качестве координатного базиса п собственных векторов у” 
нормального ‘оператора А. Преобразование подобия 

A=T-1AT (14.8-7)
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дает матрицу А, представляющую оператор А в новой системе координат; 

А есть клеточная матрица 

` 
Vearave счете сео оь 

где каждая подматрица А} соответствуег собственному значению А; оператора А, 
отличному от других его собственных значений, и имеет ровно т; строк и ту 
столбцов (см. также п. 14.8-4, с). 

(с) Если п собственных векторов, определяющих столбцы модальной 
матрицы (5), попарно ортогональны, то преобразование подобия (7) дает дна- 

гональную матрицу А (приведение данной матрицы А к диагональному виду, 
диагонализация, п. 13.4-4, а). Чтобы получить матрицу Т преобразования, 
приводящего данную матрицу А, представляющую нормальный оператор А, 
к днагональному виду, поступают следующим образом: 

Если все собственные значения А, — простые (это верно, если 
характеристическое уравнение не имеет кратных корней), то мат- 
рицу А диагонализирует каждая модальная матрица (5). 

2. Если существуют кратные собственные значения у, то с по- 
мощыо процесса Грама — Шмидта (п. 14.7-4, 6) ортогонализируем 

каждое множество ту собственных векторов у‘ = Ме, -- (Ле, --... 

ny 
(Л |) ...-Р и ”е,. п модальных столбцов у`” = | 2 |, представляющих по- 

(Л 
. n 

лучающиеся в результате тм,--т.-|-...=п попарно ортоговальных 
собственных векторов 

wae ~ ') ~re _ © г) 

У = Ле, + Ре, -|...-- ме», 

составляют тогда искомую матрицу преобразования Т. 
(4) Во многих приложениях первоначальный координатный базяс ету, е»,`... 

... и является ортонормироваиным (прямоугольные декартовы координаты), 
гак что 

пн п 

(x, Ax) == х*Ах == У У ane ty (14.8-9) 

i=-[ p= 1 

(п. 14.7-4, а), а в качестве нового координатного базиса берется ортонорми- 

рованная система собствекных векторов у” (получаемая, если нужно, с по- 
мошью процесса Грама — Шмидта). Тогда каждая модальная матрица Т, обра- 

зованная из y), является унитарной матрицей. Унитарное преобразсвание 
координат (6), вводящее в качестве базисных векторов й ортонормироваипных 
собственных векторов, называется преобразованием к главным осям для опе- 
ратора А (см. также пп. 2.4-7 и 3.5-6). 

Преобразование к главным осям для эрмитова оператора А приводит соответствую- 
щую эрмитову форму (9) к ее нормальной форме (13.5-9) (см. также п. 13.5-4). 

(е) Дева эрмитовых оператора А и В могут быть в одном и том же 
базисе представлены диагональными матрицами в том и только в том случае, 
если ВА =АВ (см. также пп. 13.4-4, Би 13.5-5).
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14.8-7. «Обобщенная» задача о собственных значениях (см. также пи. 13.5-5 
uw 15.4-5). 

(а) В некоторых приложениях требуется найти «собственные векторы» у 
и «собственные значения» и, определяемые соотношением вида 

Ay=pBy (y 0), : (14.8-10). 

где В — невырожденный оператор. Векторы у и числа и обязательно являются 
собственными векторами и собственными значениями оператора В71А; если 
В — тождественный оператор, то задача сводится к задаче, определяемой ра- 
венством (2). Если А и В—эрмитовы операторы и В положительно опреде- 
лен (п. 14.4-4), то 

1) все собственные значения в, действительны; 
2) можно ввести новое скалярное произведение 

(а, Б)в == (а, ВБ) (14.8-11) 

(см. также п. 14,2-6, а). По отношевию к этому новому скалярпому 
произведению оператор В`1А оказывается эрмитовым, и к нему при- 
менимы теоремы об ортогональности и о полноте из п. 14.8-4, с. 
В частности, собственные векторы у, соответствующие различным соб- 
ственпым значениям и, попарно ортогональны относительно скаляр- 
ного произведения (11} (см. также п. 14.7-3, а). 

(5) Рассмотрим конечномерное унитарное векторное пространство и орто- 
п 

нормированную систему координат и1, цз, ..., м», так что (а, Б) == »; ава 
k=) 

(п. 14.7-4, а). Пусть А и В представляются эрмитовыми матрицами А == [а;*] 
и В==[Ь:к|, причем матрица В является положительно определенной. Тогда 
собственные значения д, определяемые равенством (10), совпадают с кориями 
алгебраического уравнения п-й степени . 

det (A — WB) == det [аь-— wb;4] =0 (14.8-12) 
(характеристическое уравнение для «обобщенной» задачи 
о собственных значениях). 

Для каждого корня р, кратности т; существует ровно т; линейно независи- 

мых собственных векторов у = пи, Фи, +... пи; координаты 1 

этих векторов получаются из системы линейных однородных уравнений 

п . 

У, Gin —vybir) a? = (iz=1, 2, ..., n). (14.8-13) 
k=! 

“Применяя к т, -- т;--...==п собственным векторам процесс Грама—НЁмидта 
(п. 14.7-4, Б), находим полную ортонормированную систему векторов относительно нового 
Бкалярного произведения 

п тп 

(а, Ъв =а*В6 = У, У| бравь. (14.8-14) 
i=l k=] 

Если в качестве координатного базиса взять эту ортонормированную систему собственных 
векторов, подобно тому как это было сделано в п. 14.8-6, с, то эрмитовы формы (х, Ах) = 
—=х* Ах и (х, Вх) == х*Вх прамут вид (13.5-12) (одновременное приведение двух эрмигтовых 
форм к сумме квадратов, п. 13.5-5). 

(с) Аналогичная «обобщенная» задача о собственных значениях для случая 
бесконечномерных векторных пространств рассматривается в п. 15.4-5. 

14.8-8. Задачи о собственных значениях как задачи о стационарных зна- 
чениях (см. также п. 15.4-7).
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(а) Рассмотрим эрмитов оператор А в гонечномерном унитарном вектор- 
ном пространстве и выберем в & ортонормнрованный координатный базис !) 
и1, 1., ..., 1, так что А представляется эрмитовой матрицей А == [4:4]. Важ- 

ная задача нахождения собственных векторов у“? == (и, ти, -...-- и, 
и соответствующих собственных значений Л; оператора А в точности эквива- 
лентна каждой из следующих задач: = 

Найти каждый вектор у5Ё0 (т. е. его координаты ц;), для 

    

которого 
ft п 

(у, Ау) y*Ay У У, арт ть 

= =- = (частное Релея) (14.8-15) 

(У, У). y"y » "И 

i=1 

принимает стационарное значение. Эти стационарные значения у =у‘Л 
(yA), Ay(/)) 

(y(A, yW) ° 

_2. Найти каждый вектор у, для которого форма 

определяют А; как отношение 

л п . 

(y, Ay) =y*Ay= >) © aienine (14.8-16) 
i=1 k= 

принимает стационарное значение при условии, что 
п 

(у, у) == у*у== У, |миуР=1. = (14.8-17) 
i=l 

Эти стационарные значения у==у“ onpenennwot Ay=(yl/), Ayl)). = 
3. Найти каждый вектор у-2 0, для которого скалярное произ- 

ведение (у, у) принимает стационарное значение при условии, что 
1 

(у, Ау) =1. Эти стационарные значения у’? дают А; = ————— 
| ` (УФ. у) 

‚ Пусть. собственные значения оператора А занумерованы в порядке воз- 
‘растания, причем собственное значение кратности 1 повторяется т раз: А! = 
= А. =...=А,. Наименышее собственное значение м равно минимальному зна- 
чению частного Релея (15) для произвольного вектора уе=. г-е собственное 
значение А, в этой последовательности подобным же образом меньше или 
равно частному Релея для всех ненулевых векторов, ортогональных ко всем 
собственным векторам, соответствующим собственным значениям Ау, Ло, ..., А„_1. 
Число А, есть максимум минимума min (у, Ау)/(у, у) для произвольных 

YG 4, 
(/—1)-мерных подпространств YU, пространства & (принцип минимакса Ку- 
ранта). . 

Последние теоремы можно высказать и для задач 2 и 3, и для максимумов вместо 
минимумов; заметим, что мивимум в задачах | н 2 соответствует максимуму в задаче 3, 
и наоборот. Эрмитова форма (у, Ау) обычно имеет прямой физический смысл. Задача 3 
собственным значениям оператора А ставит в соответствие главные оси некоторой поверх- 
ности второго порядка (см. также пп. 2.4-7 и 3.5-6). 

(5} Обобщения. Теория п. 14.8-8, а может быть распространена на 
«обобщенную» задачу о собственных значениях, определяемую условием Ау = 

  

1) В большинстве приложений для удобства берут ортонормироваяный базис; в общем 
случае нужно только в равевствах (15) — (17) сделать замену (у, Ау) == у*СЛАиун (у, у) =3 

== y*oy ot
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= By, rae А— эрмитов, а В — положительно определенный эрмитов опера- 
тор (п. .14.8-7). Нужно только в формулировке каждой задачи из п, 14.8-8, а 
заменить (у, У) на (у, a= By). При этом частное’ Релея` (15) заменяется 

отношением 

(у, АУ) y* Ay у У. aigMiNp 

      eo __ = Sel eel | (14.8-18) 
‹у, Ву) y*By у у bipNiNy 

i=l k=1 

(частное Релея для «обобщенной» задачи о собственных значениях). 

Аналогичные теоремы справедливы и для подходящих классов операторов в гьльбер- 
товых пространствах; в этом случае формы (у, Ау), (у, у) и (у, ВУ) могут оказаться не 
суммами, а интеграламн, так что задачи. о ‚стационарных значепнях из п. 14.8-8, а превра- 
щаются в вариационные задачи (п.. 15.4 

14.8-9. Границы для собственных значении линейных операторов. (см. так- 
же п. 15.4-10). `Для исследовапия собственных значений часто оказываются 
полезными следующие теоремы. 

(а)% Для каждого собственного значения ^ линейного оператора А, пред- 
ставляемого матрицей А==|а;»| размера п Х п, 

[А | = шщ (Р, 9), (14.8-19) 
rye 

n 

P= max arp |, = max la leben a | арк | Q= I<jan, у в. 

Для действительной’ и мнимой частей характеристических чисел имеют место 
оценки: 

тт [Кеад-—Р = ReA< шах [Кеаи--Ри, 
1=#=л 1711 

шт [оаи—Р = ИА тах [тан-ЕРИ, 
Ix<i<n l<ix<n 

п 

где Р; = У [а;;|. В этих оценках Р; можно заменить на @; = x | ал; |. 
j=l j=l 
(Fi ; [Ai ` 

Если дополнительно предположить, что | ап | > Р: для #=1, 2, ‚,.., п, то 

ГА, Пип [| ai¢ | — Pi). 
еп 

(Велизины Р; могут быть заменены на Qj.) 

Действительная часть Ве лежит между наименьшим и наибольшим собственными 

вначениями матрицы Н! = 9 (А--А?), а мнимая часть ЛтА— между наименьшим и 

наибольшим собственными значениями матрицы НЕА —А*) (см. также п. 13.3-4, а). 

(6) Для эрмитовых матриц и операторов 

АР <>» Гав, [ATLA (14.8-20) 

‚ (©) Теоремы сравнения. Пусть ру = ро =... = < Аи — последователь- 
ность (с учетом кратностей) собственвых значевий конечномерной задачи о
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собственных значениях (10), где Аи В— эрмитовы операторы, причем В является 
положительно определенным. Тогда: 

1) прибавление положительно определенного эрмитова оператора 
к А че может уменыиить ни одно из собственных значений и» в этой: 
‚последовательностии, 

2) прибавление положительно определенного эрмитова оператора 
к В не может увеличить ни одно из собственных значений рп,; 

3) если векторы у рассматривать только в некотором (п —т)-мер- 
ном подпространстве пространства &, то п— т собственных значе- 
ний м < № =... = И, — т задачи, получаемой при таком ограниче- 

нии, будут удовлетворять соотношениям 

и, ЗВ, ЗИ, т (r=I1, 2,..., n—m). (14.8-21) 

Эти ограничения обычно принимают вид т независимых линейных 
уравнений, связывающих векторные координаты \;. 

Эти теоремы применимы к операторам. в гильбертовых пространствах, если Аи В-- 
положительно определенные операторы, дающие дискретную последовательность и: = и. =... 
с конечиыми кратностиялями. 

14.8-10. Неоднородные линейные векторные уравнения (см. также пп. 1.9-4, 
15.3-7 и 15.4-12). 

(а) Если А — ограниченный липейный оператор в гильбертовом простран- 
стве, то векторное уравнение 

Ах—Ах=1 (14.8-22) 

имеет для каждого данного вектора ! единственное решение х в том и только 
в том случае, если скаляр А не принадлежит спектру оператора А (тп. 14.8-3, а). 
Если № есть собственное значение № оператора А в смысле равенства (2), 
то уравнение (22) имеет решение только в том случае, если данный вектор 1 
ортогонален каждому собственному вектору оператора А*, соответствующему 

собственному значению: hy. В этом последнем случае существует бесконечное 
множество решений: решеннем является каждая сумма любого частного реше- 
ния и произвольной линейной комбинации собственных векторов, соответ- 
ствующих собственпому значению Ал. 

(6) В важном частном случае 

Ax=f, (14.8-23) 

где А — ограниченный пормальный оператор, единственное решение х для 
каждого дапного вектора Г существует в том и только в том случае, если 
из Ах=0 следует х ==0, т. е. если А — невырожденный оператор. Если А — 
вырождениый оператор, то уравнение (23) имеет решение только в том случае, 
если вектор Ё ортогонален каждому собственному вектору оператора А*, 
соответствующему собственному значению нуль. 

(с) Для эрмитова оператора А =А*, имеющего ортонормированную систему 
со 

собственных векторов ур, для которых f= У, (ух, В уд, решение уравнения 
Е —1 

(22) дается формулой 

° со (У» f) 

K= >, Ty on Ye (14.8-24) 
2-1 k 

где ^,„— (не обязательно различные) собственные значения, соответствующие 
каждому вектору у, | Lo
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14.9. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУПП И СМЕЖНЫЕ ВОПРОСЫ 

14.9-1. Представлення групп. 
(а) Каждая группа (п. 12.2-1) может быть представлена гомоморфизмом 

(п. С 1-6), отображающим ее в группу невырожденных ‘линейных преобразова- 
ний некоторого векторного пространства (представляющего пространства, 
нространства-носителя) и, следовательно, в некоторую группу невырожденных 
матриц (это —одна из форм теоремы Кэли, сформулированной. в п. 12.2-9, b). 
Представление степени или размерности п группы С в поле Е есть группа 
матриц А, В, размера пжп над полем Е, связанная с элементами а, 6, 
группы G гомоморфизмом А=А (а), В= В (5), .... Так что из аб =с для всех 
аи из группы @ следует, что А (а) В (6) =С(с) (условие представления). 
Число п равно линейной размерности представляющего пространства. Пред- 
ставление называется точным (истинным), если оно взаимно однозначно 
(и, таким образом, является изсморфизмом, п. 12.1-6). 

Каждая группа допускает в качестве представляющего пространства 
некоторое комплексное векторное пространство, т. е. каждая группа имсет 
представление в поле комплексных чисел. Такое представление, позволяет 
описать определяющую операцию произвольной группы в терминах сложения 
и умножения чисел (см. также пп. 12.1-Г и 14.1-1). В большинстве приложе- 
ний речь идет о группах преобразований (п. 12.2-8; примеры см вп. 14.10-7). 

Каждая группа ау, а., ..., а, конечного порядка & допускает точное представление, 
содержащее & линейно независимых матриц перестановки (п. 13.2-6) д. ; (а N= [ip ( а;}|, 

определяемых условиями 

1, если ааа, =Е, | 
а. (а ) = 1 @, 7, R==1, 2, ..., Я), (14.9-1) 
wR] 0 

в противном случае 

где Е — единичный элемент данной группы (регулярное представ ление конечной группы). 
Таким образом, каждая конечная группа изоморфиа некоторой группе перестановок (см. 
также п. 12.2-8). 

(6) Два представления о и е# группы С называются подобными ИЛН 

эквивалентными, если все пары матрнц А (а) представления. о и А (а} прсд- 

ставления с связаны одпим н тем же преобразованием подобия (п. 13.4-1, Ъ) 

А =Т1АТ. В этом случае говорят, что матрицы А (а) и А (а) описывают 
одно и То же линейное преобразование А (а) представляющего пространства, 

общего для о и © (см. также п. 14.6-2). 
Представление с называется ограниченным, уннтарным и/или ортогональ- 

вым, если соответствующим свойством обладают все его матрицы. Ааждое 
представление конечной группы и каждое унитарное представление ограничено.. 
Для каждого ограниченного представления существует эквивалентное унитар- 
ное представление. 

(с) Ранг любого представления с есть наиболынее число линейно неза- 
виснмых матриц!) В о. 

14.9-2. Приведение представлений. 

(а) Представление ой группы С называется приводимым 2) если представ- 
ляющее пространство #` имеет собственное подпространство #1, инвариантное 
относительно с, т. е. относительно каждого линейного преобразования, 

  

1) Так как матрицы можно рассматривать как векторы, линейная независимость 
матриц определяется точно так же, как в п. 14.2-3. 

а ределения в этом пункте применимы и к Любому множеству лннейвых преобра- 
зований в векторном пространстве или к соответствующему множеству матриц (не обя- 
зательво группе).
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описываемого матрицей из ef (n. 14.5-2). Sto верно в том и только в TOM 
случае, если существует преобразование подобия 

А = Г-АТ, 

одновременно переводящее матрицы А (а), В (5), ... представления о в соот- 
ветствующие матрицы вида 

. Ана): Аа) . By (0) | Bi) 
‚ А (а) = еее тени лени, Nae eneaensnens ° B(b)= еле вачччеь еее" -|, ees (14.9-2) 

где A,(a), By(b), ...— квадратные матрицы одного и того же порядка. 

Матрицы А, (а), В, (5), ...—образуют представление се, данной группы G 
с представляющим пространством Д\:.` Представление, которое не является 
приводимым, называется неприводимым. 

(5) Представление ef называется разложимым '), если его представляющее 
пространство является прямой суммой = ФИ. ОФ... (п. 12.7-5, а) 
подпространств №1, №5, ..., инвариантных относительно о. Это имеет место 
в том и только в том случае, если существует преобразование подобия 

А=ТГ-АТ, одновременно переводящее матрицы A (a), В (5), ... Представле- 
ния © в соответствующие клеточные матрицы | 

Ал (а) | {0} = о В: (6) [0]. 
  я — Е " ee —  BMal at | 49-3 

Ф-течоое         
° > О e 

eee . e@ea . @ee eee . eee . eee 
4 . . . . 

(прямые суммы матриц, п. 13.2-9), где соответствующие подматрицы имеют 
один и тот же порядок. Каждое множество матриц А; (а), В: (6), ... (1(=1,2,...) 
образует представление ©; данной группы С с представляющим простран- 
ством ;. Представление о записывается как прямая сумма ое =о#, Ф 

(с) Представление 6 называется вполне приводимым, если оно разложимо 
на неприводимые представления (неприводимые компоненты) о”, ой! ... 

(4) Условия приводимости (см. также п. 14.9-5, 5). Каждое 
ограниченное представление (и, в частности, каждое представление конечной 
группы) либо вполне приводимо, либо неприводимо. 

Группа С имеет разложимое представление ‘в том и только в ом случае, если она 
является прямым произведением (п. 12.7-2) простых групп (п. 12.2-5, 

Ограниченное представленце eh вполне приводимо в том и только в том случае, еслц 

существует матрица 9, не имеющая вида «|, перестановочнаяс каждой матрицей из 
Неприводимые представления коммутативных (абелевых) групп необходимо одномерны. 

Если все соответствующие матрицы А, А двух неприводимых представлений of u 

© связаны одним и тем же преобразованием QA = AQ, то либо © ц г 8 эквивалентны, 
либо 9 = [4] (лемма Шира). 

14.9-3. Неприводимые_ представления группы. 
(а) Разложение с =H Ф cH @... данного вполне приводимого пред- 

ставления с некоторой группы на неприводимые компоненты единственно 
с точностью д0 ̀ эквивалентности и перестановки порядка слагаемых. Каждое 
  

1) Термины приводимое. разложимое и вполне приводимое различными авторами 
переставляются по-разному. В действительности в случае ограниченных матриц, преобра- 
зований и представлений, а значит, для всех представлений конечных групп, они экви- 
валентны (п. 14.9-2).
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вполне приводимое представление однозначно определяется (с точностью до экви- 
валентности) своими неприводимыми компонентами. Если о?) — одно из т 
имсюощихся взаимно эквивалентных неприводимых компонент представления 
ef (1 =1, 2, ...), то можно писать 

© =ицей ® той!) @Ф cee 

(5) Для каждой группы С конечного порядка 8: , 
1) число т различных неэквивалентных неприводимых представлений конечно 

ц равно числу различных классов сопряженных элементов (п. 12.2-5, а): 
2) если п, — размерность ]-го неприводимого представления, то его ранг 

равен nj (теорема Бернсайда), ранг каждого представления [574 еруппы С равен 
<) 7. 

сумме рангов п" различных неприводимых компонент ep ; 

3) каждое число п, является делителем в и 

ny 78 + „Е пт =8; (14.9-4) 

4) регулярное представление группы С (п. 14.9-1, а) содержит 1-е неприво- ” 

димое представление гриппы С ровно п; раз. 
(с) Нахождеяие полного множества неприводимых представлений группы С опера- 

торов представляет особый интерес как ключ к решению некоторых задач о собственных 
значениях. Бсли Н —эрмитов оператор, перестановочный с каждым оператором из группы 6. 
то межди различными собственными значениями A; оператора Н и неэквивалентными 

неприводимыми представлениями oF (i) группы С существует взаимно однозначное соот- 
ветствие, и геометрическая кратность каждого собственного значения № равна размерно- 

сти eA) классификация собственных значений в квантовой механике из соображений 
симметрии [13.7]}). 

14.9-4. Характер представления. 
(а) Характер представления с есть фувкция 

Хх (а) = Tr JA (a)], | (14.9-5) 

определенная на элементах а группы С, представляемой с. Сопряженные 
элементы группы (п. 12.2-5, а) имеют равные значения характера. 

Для каждого ограниченного представления 

y, (a1) = ¥ (a). (14.9-6) 

Два вполне приводимых представления одной и той же группы С эквивалентны 
в том и только в том случае, если их характеры совпадают. 

(5) Характеры неприводимых представлений называются простыми или 
примитивными характерами, а характеры приводимых представлений — состав- 
ными характерами. Из 6% =е#, Фе. Ф... следует У, (а) == Хх: (а) х.(а)-+..., 
где у (а), Х1 (а), Хз (а), ...— характеры соответственно представлений с, 

Z 1s 9; eee . 

14.9-5. Соотношения ортогональности (см. также п. 14.9-6). 
(а) Лримитивные характеры x (a), Хх‘? (а), ..., соответетвующие неэкви- 

валентным неприводимым представлениям ой?', о, ... конечной группы G, 
удовлетворяют соотношениям 

средн. ар. {5 (а) ха} =т У x @ x" (a) = 
ас 

о. _f 0, если jj’, 
= . if] 9 ... , .9. 

iW |1, если [=] } (i, 1 2 “1 2 Mm) (14 7)
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Для, каждого вполне приводимого представления © = п.о! Ф то O ing 
гриппы 

х (а) = т: (a) + ту) (a) 4... , (14.9-8) 

my =cpean. ap. LO @xr@t=— 1 20 @ xa, (14.9-9) 
| acG 

epemsu. ap. {x (a) x (a)} =F У [x (a) P= m+ m+... SL (14.9-10) 

acG 

Еслн с? ниеприводимо, то средн. ар, {1x (@) 8} =1. 

(5) Каждое из т неэквивалентных неприводимых представлений © (/’ конечной 
группы С эквивалентно соответствующему унитарному неприводимому представлению, 

содгржащему матрицы [4 (а) (см. также п. 4(14.9-1, Ь). Элемента этих унитарных 

жатриц идовлетворяют соотношениям 

средн. ар. {«Ф @ uh, @}=> ¥ oD aul), @ == 0jp61-8p— 49-11 
| aeG / 

(ff, f=, 2 0, mt k=d, & o., п 

14.9-6. Прямые произведения представлений. 
(а) Если с, — п1-мерное, а с, — п.-мерное представления одной и той 

же группы @, то матрицы размера п.п. Хл1й., получаемые как прямые про- 
изведения (п.13.2-10) матриц из с, на матрицы из с, образуют п1п›-мер- 
ное представление группы С — прямое (кронекеровское) произведение ой 1 69 ой 
представлений ©: и с. (см. также п. 12.7-2), Его представляющее про- 
странство является прямым произведением представляющих пространств для 
ef И ©» (п. 12.7-3). Характер % (а) представления с = о. ©) ой равен про- 
нзведених характера у1(а) предолавления о, и характера у» (а) представ- 
ления о»: 

% (2) = X1 (2) Xe (2). (14.9-12) 

Если со и с. ограничены или унитарны, то это же верно и для о#, 69 C#Ho. 
(5) Прямое произведение о’ 6) о? двух ограниченных неприводимых 

представлений с? и со группы ЦС неприводимо, если размерность пред- 
ставления о’ и/или с‘ равна 1; в противном случае о» 69 сей“? вполне 
приводимо. С помощью этого последнего факта можно из данного неприводи- 
мого представления группы С получать новые ее неприводимые представления. 

i’, Rt = 1, 2, вер п ,^). 

(с) Неприводимые представления прямого произведгния Ц! © С, дзиух групп Су и Су 

(п. 12.7-2) являются прямыми произведениями RU) ® RW) неприводимых представлений 

В(Й группы б1 и А”) группы Gs. 
1 у 2 

_ 14.9-7. Представления колец, полей и линейных алгебр (см. также п. 12.3-1 
и 12.4-2). Кольца, поля и линейные алгебры также могут быть представлены 
подходящими классами матриц или линейных преобразований. В частности, 
линейная алгебра порядка п? над полем Е, имеющая единицу, изоморфна ал- 
гебре матриц порядка’ пжп над полем Е (регулярное представление линейной 
алгебры, см. также пп. 14.9-1, аи 14.10-6). 

14.10; МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ВРАЩЕНИЙ 

14.10-1. Вращения в трехмерном евклидовом векторном пространстве, 
(а) Каждое ортогональное линейное преобразование 

‘= Ax (А’А=АА’ =1 (14.10-Та) 

в трехиерном евклидовом векторном пространстве (п. 14.2-7, а) сохраняет
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модули векторов и углы между векторами (пп. 14.4-5 и 14.4-6). Такое преоб- 
разование называется (собственвым) вращением, если 9е{ (А) ==1, т. е. если 
это преобразование, кроме того, сохраняет относительную ориентацию любых 
трех базисных векторов (и потому правую и левую системы координат, век- 
порное произведение двух векторов и смешанное произведение трех векторов). 
Преобразование (1а).с де; (А) =— 1 называется несобственным вращением 
или вращением с отражением. 

(5) Пусть uy, Uy, из— любой ортонормированный базис (п, 14.7-4), и 
пусть | , 

х == ли -|- ри. -- из, ХЕ -НЕ и. -Н &зиз. 

Каждое преобразовазие (1а) задается формулами 

Ey = Ay Ej +080 + Abs, 

Са == @0161 + Goabs + Gras, | (14.10-15) 

Es = Ag1E1 + Agobs + Agaky 

или в матричной форме 
. x' = Ax, (14.10-1с) 

где для собственных вращений 

det [a;,] = де (А) =1. (14.10-2) 

Так как рассматриваемая система координат является ортонормировамной, 
действительная матрица А == [а1„|, описывающая каждое вращение, ортого- 
нальна (А’А = АА’==[, см. также п. 14.7-5), т. е. 

3 3 
` 0, если Т5ЕАХ, у прак; = x аа = || een ert (, k=1, 2, 3), (1410-3) 

j= . = ; 

и каждый коэффициент aj, равен алгебраическому дополиению элемента аз; 
в определителе 4е [а;»]. Любые три из коэффициентов ‘а;»„ определяют все 9. 

Геометрически коэффициент а;» есть косинус угла между базиспым век- 
<. 

гором ц; и повернутым базисным вектором и, =Аи, = У, аки; (см. также 
j=l 

п. 14.5-1): -_ | 
а, =: И, ==; (Ан,) (1, ^=1, 2, 3). (14.10-4) 

14.10-2. Угол поворота. Ось вращения. 
(а) Вращение (1) поворачиваег радиус-вектор х каждой точки трехмер- 

ного евклидова пространства на угол поворота б вокруг направленной оси 
вразцения, точки которой инвариантны. Угол поворота б и направляющие 
косинусы с1, Со, сз положительной оси вращения определяются формулами 

cos 6= 5 [Tr (А) — 1] = $ [Tr (A)— 1] = 5 (@11+ 420+ 253 —1), 

с __ @зз — Gar _ 413 ~~ As С __ @21 — @11 
1 2siné6 } 2" 2siné ’? 3 sind ? 

(14.10-5) 

так что 6 >> 0 соответствует вращению правого винта, вворачиваемого в направ- 
лении положительной оси вращения. Либо знак угла 0, либо направление 
оси вращения могут выбираться произвольно. 

Направленне положительной оси вращения --.это ваправление собственного вектора 
C10, -- С2из -- С:\з, соответствующего собственному ‘значению -|- 1 оператора А и находи- 
мого путем приведения матрицы А к диагональному виду (п. 14.8-6) Остальными соб- 
ствезными значениями оператора А являются с0$ 6-Е Ё ям 6 =е®Ю,
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(5) Матрица преобразования А, соответствующая данному вращению, 

@11 @}2 @13 

А = (% Ao9 co} 

Q31 gq 033 
100 7 6162 6163 0 —6& 2 

= COS s( ] оо 6) [= cz ces} sna C3 0 =) (14.10-6) 

00 1 C304 Cale C2 —Cyg Cy 0 

14.10-3. Параметры Эйлера и вектор Гиббса. 
(а) Четыре симметричных параметра Эйлера 

A=c, sin С, № == 2 ЗМ 5 5, V=Cg sin 5, 0 =cos о (14.10-7) 

ое) | 

однозначно определяют вращение, так как из равенства (6) следует: 

И — из — м-р? 2 (Аи — vp) 2 (У -- ир) 
А = 2(Ap-+vo) pw2—v?2— 2-4-0? 2(uv—Ap) |, (14. 10-8) 

2 (vA ~ pe) 2(uv-+-Ap) v?—A2—p?-+ ? 

параметры h, и у ри —i,—p,—v,— представляют одно и то же вра- 
щение. 

(5) Вектор Гиббса 

G= G,u, + Gat, + Ggusg, 
где 

бое ть, бьс {аа =, (14.10-9) 

Су= сз tg pat 

также однозначно определяет вращение. Повернутый вектор х’ можно. запи- 
сать в виде 

x! == Ах == с038 ©. [(1—| @@)х--2 (6-х) 6-26 x xh (14.10-10) 

14.10-4. Представление векторов и вращений спиновыми матрицами и ква- 
тернионами. Параметры Кэли — Клейна, 

(а) Если задан ортонормированный базис и, и», из, то каждый действи- 
тельный вектор х=! Зам + Gall + Egtlg может быть представлен (вообще говоря, 
комплексной) эрмитовой матрицей размера 2х2 

[3 Ei — 1&2) H= _ =£,Si+8:SetEsS3, ~~  (14.10-11) 
ЕН, —&, } eee 

где эрмитовые спиновые матрицы Паули 

" [0 1 9 — 1 0 

= \ о, °\: о ‚т? | 1) (19.10-18) 

соответствует базисным векторам Wy, Uy, из. Соответствие (11) является изо- 
морфизмом, сохраняющим результат сложения векторов и умножения векторов 
на (действительные) скаляры. 

Для каждого вращения (1) вектор вращения 

(Х =Ах=и1 -- Ем» -|- зиз
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представляется матрицей | | 

где О — (вообще говоря, комплексная) унитарная матрица с определителем, 
равным 1 (унимодулярная матрица): 

a —b a b , _ (2. _ 14.10-14 
0 (5 с) Y (5 , oe где . . a=p-tiv, b=p+ih, | | (14.10-15) 
арм ру = 1. 

Комплексные числа а, b определяют соответствующее вращение одно- 
значно, но а Би —a, —b (а потому матрицы И и —И) описывают одно 
и то же вращение. Числа а, Ь, —Ь, @ или числа @, 6, —1№, а называются 
параметрами Кэли — Клейна данного вращения. 

Геометрически комплексные параметры а, 5 определяют преобразование комплексной 
плоскости 

a! = аи — 

. bu +a 

(дробно-линейное преобразованце, .п. 7.9-2), переводящее стереографическую проекцию и 
точки (&,, Е, &:) сферы на комплексную плоскость’ (п. 7.2-4) в стереографическую проек- 
цию и’ повернутой точки (5, 6, 64). 

  (а +1 = 

‚ (5) Линейные комбинации матриц 1, #51, #5 и #53 с действительными 
коэффициентами образуют представление алгебры кватернионов (п. 12.4-2), 
скаляры которой соответствуют действительным кратным матрицы [, а обра- 
зующие соответствуют матрицам #51, #3, 53, причем 

p= Sp Si=l, 
9293 == — 5352==191, S39, =— S1S3= So, (14.10-16) 

S,S,=— $291 = 193. 

Каждая комплексная матрица размера 2 Х 2 может быть представлена в 
виде Такой линейной комбинации; в частности, 

U=ol ~i (AS; +uS,+VS3), | (представление вращения (14.10-17) 

U* =o! +i (AS, + $. -Н 33) 

Снова матрицы И и —И определяют одно и то же вращение однозначно. 
14.10-5. Вращения вокруг осей координат. Следующие матрицы преобра- 

зования описывают правые вращения вокруг положительных координатных 
осей: . 

кватернионами). 

10 0 

А, (р) = |0 созф —т\ | (вращение на угол ф вокруг и), (14.10-18 а) 

0 sin cos $ 

[ cos 0 sin p\ . : 

| Ag (tp) = 0 1 0 (вращение на угол ~ eoKpy2 Uy), (14.10-18 b) 

— п 0 cosh 

costp —siny 0 

А. ($) = | sinp cost 0 | (вращение на угол ф вокруг из). (14.10-18 с) 

\ 0 0 у 

15 Г. Корн и Т. Корн
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Заметим, вто | 

А ф =; =4,:(- (= 1, 2, 3). (14.10-19) 

14.10-6. Углы Эйлера. 
(а) Каждая матрица А == [а;»|› описывающая собственное вращение в 

трехмерном евклидовом пространстве, может быть различными способами 
представлена в виде произведения трех матриц (18), и, в частности, так; 

A= Ay (a) 4ь (В) Аз (у) == 

fosa —sina 0 cos§B QO sinB\ /cosy esiny 0 

= sina cosa 0 0 10 ту - с0зу О1= 

\0 0 `1/ \— эп В О созВ/ \0 0. 1/ 

(cos a cos 6 cos 7 — — (cos ~ Cos B sin y +- . 
— зша зщ 1) -+ sin @& Cos y) cos a sin f 

= (sin @ cos B cos yp -+ (— sin acos® sin y + . . 
== с0$ & $11) -+- cos & Cos ) sin & sin p 

— sin B cosy sin § sin y cos B 

= Az (a, fh, Y). : (14. 10-20) 

Tpy yraa Siinepa a, В, } однозначно определяют вращение; в свою оче- 
редь, они однозначно определяются данным вращением с точностью до цело- 
численного кратного 2л, за исключением случая, когда В ==0 («карданов под- 
вес». п, 14.10-6, а). 

Оси x’, у’, 2’ прямоугольной декартовой системы координат (рассматри- 
ваемые как твердое тело), вначале направленные вдоль векторов Uy, Uo, Из, 

можно повернуть так, чтобы они стали на- 
правлены вдоль векторов и, Uy, U, C No- 
мощью трех последовательных вращений (18) 
(см. рис. 14.10-1; обратите внимание на п. 
14.6-3, где объясняется, казалось бы, ©б- 
ратный порядок матрии в равенстве (20)): 

1) Поворот вокруг оси 2’ на угол Эй- 
лера «, 

2) поворот вокруг оси у’ на угол Эйле- 
ра В, , 

3) поворот вокруг оси 2’ на угол Эйлс- 

ра y. 
Обратное врашение А! (переводящее 

вектор х’ в исходный вектор х) представ- 
ляется матрицей 

Рис, 14.19-1. Углы Sitnepa a; 6. y. Amba A’ == Aa (— vy An (— В} А, (— ©) = 

Ось ОГ. второго вращения (на угол Аз (— 1) А, (— В) Аз ( } 

  
В) часто называют линией узлов. —= Да. (—*\.-—6.=@) = 
Ванстим; что % и В — сферические == Аж (—1,—В, ) 
координаты вектора и, в системе | == Аз (д--у, В, п--0). (14 10-21) 

Uy; 15, Dy. = 

Существует шесть способов, которыми 
матрицу вращения (1) можно выразить в виде произведения °: 

А == А; ($1) Аь (фз) A; (Va) = Aig (Wy, фь, $3) ($ А=12,3 152%). (14.10-22) 

вращений вокруг двух различных осей координат, Из других получающихся
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в результате систем углов Эйлера часто пользуются той, которая определя- 
ется произведением 

А == А; (%') А1 (8) Аз (у') = Аз, (а, В’, 7). = (1410-23) 
Она связана с системой (20) соотношениями 

о’ =о--л/2, В’=В, yp’ =y—n/2. (14.10-24) 

(5) Кроме того, существует шесть способов представления матрицы вра- 
щения А в виде произведения 

“TR TER Gets © оо 
вращений вокруг трех различных осей координат. В частности, матрица 

АРА, ($) А, (6) Аз ($) = | | 
[ cos 6 cos ф — cos 6 sin p sin 6 

= sin @ sin 8 cos \p-}-cosp sintp — sing sind sintp-+-cosmcosip — sin@cosh |= 

\_ cosp sin@costp-+-singsinth cos @ sing sinwp-+ sin pcos cos cose / 

= Ajoa (9, 9, ф) (14.10-26) 

часто используется для описапия положения самолета или космического 
корабля, совершившего последовательно поворот на угол крена ф, угол 

   и, (055 тангажа) 

| 4; (05 крена) 

  у 
из (065 скольжения) 

Рис. 14.10-2. Подвижные оси самолета. 

тангажа 0 и угол курса ф вокруг осей, проходящих через его центр тяжести и 
направленных соответственно вперед, в сторону его правого борта и к его 
дну (рис. 14.10-2). 

(с) И без того большой набор, состоящий из 12 систем углов Эйлера, определенных 
выше, еще увеличивается из-за того, что некоторые авторы один или несколько из углов 
Эйлера берут с обратным знаком и что иногда в литературе пользуются левыми систе- 
мами координат. Кроме того, нужно предостеречь читателя, что ему необходимо прове- 
рять’ определено ли данное преобразоваиие с помощью углов Эйлера как оператор 
(«активная» интерпретация, п. 14.5-1) или как преобразование координат («пассивная» 
интерпретация, п. }4.6-1), так как можно спутать ‘матрицы А и А7* = Д'. В частности. 
матрица х = 451, Eo, $} координат вектора х в неподвижной системе и; и матрица 

5={Ы, & Ъ} его координат в повернутой системе и; связаны отношениями 

‘х= Ах, = Ад = А’, (14.1027) 

15* |
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а матрицы из базисных векторов (п. 14.6-2) преобразуются по формулам 

и, uy 
° . , ° — р 

(a; 0, и, ) = (81 № 13) A wap и, | = A и. |. (14.10-28) 

U3 43 
См. также п. 14.6-3. 

(1) Параметры су, с». с. б и Л, в, \. р легко выразить через углы Эйлера с по- 
мощью равенств (5) н матрицы углов Эйлера. Таким образом”), 

  

    

    

Ase, sin 3 = sin sin B, 

pat в 
= 2 cos — а=е 0$ >, 

We Oy Sin oy = COS GSD ys | 4 (14.10-29) < sin Se sin DEY : 10-2 
у = 28 sin >= sun > cos р , | 

ету 
b= 2 i В. 

| ° п 5 
б aty oo. B р == 0$; = с0$ —2— COS He 

4 

Заметим, что прибавление 2л к одиому из углов Эйлера меняет знак всех парамет- 
рен (29) и не меняет матрицы вращения А. 

Ссли ф. == в равенстве (22) или 6, = л/2 в равенстве (25) (папример, В =0, В’=0 
или 8 = 7/2), то два остающихся угла Эйлера уже однозначно не определяют дзнное 
вращение («карданов подвес»). Таким образом, углы Эйлера можно применять для опи- 
сания вращеинй лишь при известных ограпичелиях. 

14.10-7. Бесконечно малые вращения, непрерывное вращение и угловая ско- 
рость (см. также пи. 5.3-2 и 14.4-9). 

(а) Бесконечно малое трехмерное вращение на бесконечно малый угол 
а9 вокруг оси вращения с направляющими косинусами с1, со, сз описывается 
соотношением 

х’ =х-|- 4х’ ={1-- ЧА) х. (14.10-30) 

1--4А есть’ ортогональное бесконечно малое преобразование, так что прео- 
бразование dA кососимметрично (п.14.4-10). В ортонормированном координат- 
HOM базисе Uy, Us, и, преобразование dA описываегся. кососнмметрической 
матрицей 

0 — C3 Са 

ЧА == Ee ain | 60 | 48=| cy 0 —e, | 46, (14.10-31) 
— Со Cy 0 

получаемой дифференцированием соотношевия (6). Отметим, что 

4х’ = (АА) х=(с хх) 45, (14.10-32) 

где с==сущ.-- соц. № сзиз — единичный вектор в направлении положитель- 
ной оси вращения. 

Вот более общее утверждение. Ecau W — любой кососимметрический ли- 
нейный оператор в трехмерном евклидовом векторном пространстве i, npeo- 

  

') аи определены в п. 14.10-4. Заметим, что иногда употребляюгся веснолько 
пругие определения параметров Кэли — Клейна.
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спавляемый в ортонормированном координатном базисе и, из, из кососимме- 
прической матрицей 

0 — и Ws 

W = Ws 0 — 1 * 

— Wy Wy ) 0 

то для каждого вектора х= И 

x’ =Wx=wX Ka 

где мии: + costly + watts (см. также п. 16.9-2). 
(5) `Для непрерывного трехмерного вращения, описываемого соотношением!) 

х (1) =А (1х, 

где х — постоянный вектор, формула (32) дает 

ae ЧА x= (f) Xx’ (() =o (f)X[A (A XI]. (14.10-33а)   

Вектор в (А, выражающийся через неподвижные и вращающиеся базис- 
ные векторы по формулам 

© (t) = @, (t) uy, + ag (A) Uy + @g (f) Ug 

= Oy (4) Uy’ (£) +s (A) цз" (0) -- 63 (9 щ' (0, (14.10-335) 

направлен вдоль мгповенной оси вращения (оси вращения х’ — х’ - 4х’), а 
| ® (1) | есть мгновенная скорость вращения относительно {. Если параметр # 
есть время, то вектор (1) называется угловой скоростью вращения. 

Из равенств (33) получаем 

  

! ак =aQnA, (14.10-34 

где @ — кососимметрический оператор, описываемый в системах координат ц:, Ч, из 
чи, (4), ay Ч, (!) соответственно матрицами 

0 — Ws (f) O2(\ | 
Q(t) = @; (4 0 — a, (41, 

  
— @. (f) o, и 

0 — в, (0) 0, ( (14.10-35) 

QoMO=| a1 0 — @; (6) 

— ©, (9 9х (6) 0 ] 

Пользуясь соотношениями {14.6-8} и тем, что A A’, находим 

dA _ aa dA,, a _,,d@A | = ОА А=Аб, Qe ta, QaaS. (14. 10-36) 

  

) Здесь, как и ранее, к’— не производная, а вектор, получающийся из х в ре- 
Фультате вращения,
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Подставляя (8), (20).или (26) в (36), получаем соотношения между компонентами угло- 
ВОЙ скорости и элементами матриц (направляющими косинусами), параметрами Эйлера 
и углами Эйлера. В частиости, 

0313 — га: 3 ©1413 — ©3411 Wa ‚ — 611 
аа а 11 

— 

“dt — а [254] == Osdo2 — 6223 "©. 423 — зала W241 — 1053 ; (14.10-37) 

@зз2 — (2435 6): зз — @заз1 Meda: — @14s2 

@, (f) == 2(ip — Ао — дл ny) = 
1 

—_ a, 98 ‚оо ay, 
== — sing qr cosa sin B 

@2 (t) == 2(no — pe — VA+ WA) = (компоненты © (1) 
ав dy > в неподвижной. (14.10-38) 

= COs @ =, -+ sina sin B ye системе координат) 

03 (0 ==2 (ур — ур -— № -- Ай) == 
_ da dy, =) |+ соз В qi’ ; 

“a: () = 2(Ap — Ap -+ av — pv) = 
d . af 

==—sinBcos y т sin y av = 

— dp : 48 , = cos & cos vor -}- sin %p ap 

We (i) == 2(j1p — Mp -+ VA — vi) = (KoxnonenThL @ {0 
do. ap \ во враацающейся (14.10-39) 

==sinBsiny “a5 + cos ¥ = р системе косрдинат) 

==—cos 0 sin a -|- cos p oa 

03 (@) == 2 (vo — vp + Au — №) ==   

  

__ da ,dy__.._,dp , ay, 

аФ _ 1 (- — <: 
“ut == cos 6 (0, cos 4p — @, SIN $), 

db — , — - == 6, ЧП ©, 05 1, (14.10-40) 

“ == (@, sin tp — @, Cos tp) tg 0+ we. 

14.10-8. Группа трехмерных вращений и ee представления (см. также 

пп. 12.2-1—12.2-12 и 14.9-1--14.9-6). 
(а) Ортогональные преобразования (1) трехмерного евклидова вектор- 

ного пространства в себя необходимо ограничены и невырождены и 0б- 

разуют группу трехмерных вращений-отражений Ю--. Собственные вращения 

(4е4 (А)=1) образуют нормальный делитель группы Юз, группу трехмерных 
вращений А+. Ни группа ©, ни группа Ю{ не коммутативны. 

Вращения, имеющие один и тот же по абсолютной величине угол враще- 
ния |06\, принадлежат к одному и тому же классу сопряженных элементов. 
.Вращения вокруг произвольной фиксированной оси образуют коммутативную 
подгруппу группы А: (двумерные вращения). 

RE является подгруппой группы всех невырожденных линейных преобразований 
евклидова векторного пространства на себя (полная линейная группа, ПЛГ). Заметим, 
что каждое преобразование из ИЛГ является произведением собственного или ипесобст+
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псиного вращения и неотрицательного симмстрического преобразования (аффинного 
преобразования, сжатня или растяжения; см. также пп. 14.4-8 и 13.3 -4). 

(5) Неприводимые представления группы В+. Матрицы 
(20) образуют неприводимое унитарное двукратное представление группы Кф 
в поле комплексных чисел, т. е. группа трехмерных вращений Ю+ предсгав- 
ляется группой унитарных преобразований с определителем 1 двумерного 
упитарного векторного пространства на себя (двумерная унимодулярная уни 
тарная группа, специальная унитарная группа, СУГ). 

Справедлнво и более общее утверждение. Групна трехмерных враще- 
ний Ат имеет ограниченные неприводимые представления размерностей п— 2, 
3, 4, ... Полную систему унитарных веприводимых представлений удобно 

обозначить символами of fe) | eh) op fa) | ..., Te of '/) имеет размерность 
n=2j-+-1, a MaTpIiia pa3Mmepa хе, представляющая вращение 
с параметрами Кэли—Клейна а, 6, —6, 4 (п. 14.10-4) или углами Эйлера a, 
В, у (п. 14.10-6), имеет вид 

[UO а, В, 1) = 
h , : e 2 

—_ (—1)° Ver)! G—m! G49! G— a)! pa=\p-m—h. ito Ват — 

“12 (f—-m—h)! G+qa—A)l (a—qgtm)ral (a)e“m—Agsita-8 (byitm—d Oh | 
  

  

й=0 

  

x 
— у (1 УЕ м-та 
— G=m— hy G--g— Al h—g Fm Aa 

й==0 

же тоячу, (cos ву" +9— 21 (sin aye (14.10-41) 

(= 1, Зет, = I+ «ey IM, J) 

Считается, что: 1/(/№!) =0 при М < 0, и поэтому каждая сумма имеет только 
конечное число членов. Представление о#"Л является тсчным (взаимно одно- 
значным) при j=l, 2, ... и двукратным при ]=Щь, 3/5, ... (см. также 
п. 14.10-3). Характером (п. 14.9-4) представления с‘ служит фуикция 

ХЛ (а, В, у) = Tr [UM (a, В, и (14. 10-42) 

(1=0, 1/,, | 9 3/5 ...), 

где о— угол поворота, определенный в п. 14.10-2. 
Особые индексы р ти 49, применяемые для oh H Ong — это как раз 

индексы, связанные с сферическими функциями степени ] (п. 21.8- 12). Для 
целочисленных значений ; эти функции образуют (21 -{- 1)-мерное представляю- 
щее пространство для с“ с фувкциямн (21.8-66) в качестве орзонормиро- 
ванного базиса.



ГЛАВА 15 

ЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, 

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ И ЗАДАЧИ 0 СОБСТВЕННЫХ 
ЗНАЧЕНИЯХ 

15.1. ВВЕДЕНИЕ. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ 

15.1-1. Вводные замечания. Функциональный анализ рассматривает под- 
ходящим образом выбранные классы функций как множества «точек» в’ топо- 
логических пространствах (гл. 12) и, в частности, классы функций, состоящих 
нз многомерных векторов, допускающих определение скалярного произведения 
(n. 15.2-1) и разложения по ортогональным функциям (базнсным векторам, 
см. п. 15.3-4). Изящные и богатые геометрическими аналогиями выводы теории 
линейных преобразований, введенной в гл. 14, распространяются на широкий 
класс операций, включающий линейные интегральные преобразования и диф- 
ференцирование. Решения линейных дифферепциальпых уравнений, обыкно- 
венных и с частными производными, и линейных интегральных уравнений 
находятся путем более или менее простого обобщения решения систем линей- 
ных уравнений, в частности, сюда могут быть включены задачи о собственных 
значениях (пп. 14.8-З и 15.4-5). 

В пп. 15.3-1--15.3-10 рассматриваются линейные ннтегральные уравне- 
ния, в пи. от 15.4-1 до 15.4-12 вводятся линейные краевые задачи и задачи 
о собственных значеннях для дифференциальных уравнений. Остальная часть 
главы содержит различные методы решения линейных краевых задач, а именно: 

1. Разложения по собственным функциям (п.15.4-12); этот метод может 
быть расширен включеннем различных методов интегральных преобразований 
(п. 10.5-1). 

2, Фупкции Грина (пп. 15.5-1, 15.5-3, 15.6-6, 15.6-9). 
3. Сведение к интегральным уравнениям (п.15.3-2). 
4. Вариационные методы (п, 15.4-7, см. также пп. 11.7-1—11.7-3). В част- 

ности, в пп. 15.6-1—15.6-10 рассматриваются краевые задачи для уравнений 
Лапласа и Пуассона (теория потенциала) и пространственная форма волнового 
уравнения. 

Несмотря на то, что многие практические задачи поддаются лишь числен- 
ному решению (п. 20.9-4), общая и интуитивно наглядная точки зрения функ- 
ционального анализа предоставляют возможность далеко идущего проникнове- 
ния в теорию поведения колебательных систем, атомных явлений И т. д. 

15.1-2. Обозначения (см. также п. 15.4:1). На всем протяжении пп. 
с 15.2-1 до 15.5-4 Ф (х), [(х), РЕ (х), ... обозначают или функции одной неза- 
висимой переменной х или, для краткости, функции нескольких переменных #1, 
х?, ..., 7 (см. также пп. 6.2-| и 16.1-2). В одномерном случае 4х есть просто 
дифференциал, в многомерном случае 

dx = dx! dx’... dx". 

1= (194 (15.1-1 ; 
представляет в одномерном случае определенный интеграл 

b 
1=\1 (Е) 4 

Интеграл
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по ограниченному или неограниченному интервалу У == (а, 6), а в п-мерном 
случае — п-кратный интеграл 

= 4 SFG =, ..., М) а а..." (15.1-2) 

ло области ИУ в п-мерном пространстве. Как правило, возможно ввести эле- 

мент объема ДИ (Е) =И |2 (Е) [4Е так, что каждый интеграл (2) приобретает 
вид объемного интеграла (пп. 6.2-3, 15.4-1,6 и 16.10-10). 

15.2. ФУНКЦИИ КАК ВЕКТОРЫ. РАЗЛОЖЕНИЯ 
ПО ОРТОГОНАЛЬНЫМ ФУНКЦИЯМ 

15.2-1. Квадратично интегрируемые функции как векторы. Скалярное про- 
изведение и нормирование !). 

(а) Действительная или комплексная функция, определенная на нзмери- 
мом множестве Е «точек» (х) или (5, х2, ..., х"), квадратично интегрируема 

на Е, если существует в смысле Лебега интеграл \if (Е) 2 4Е (п. 4.6-15). 
Е 

Класс [., (более точно Г. (У)) всех действительных или комплексных квадра- 
тично интегрируемых функций на некотором интервале или в некоторой об- 
ласти соответственно образует бесконечномерное действительное или комплекс- 
ное унитарное векторное пространство (п. 14.2-6), если рассматривать функ- 
ции f (x), Ай (х), ‚.. как векторы и определить 

вектор-сумму gGynKyud f(x) HW A (x) KaK f(x) A(x), 
произведение вектора {(х) на екаляр a KaK &f (x); 
скалярное произведение векторов } (х) и 1 (х) как 

(f, 2) = \ ve) FEA (bag, (15.2-1) 
У 

где у (х) —данная действительная неотрицательная функция (весовая функция), 
квадратично интегрируемая на И. Замене весовой функции соответствует 
замена независимой переменной; во многих приложениях \(х) =1 или 
у (Е) 4Е есть элемент объема (п. 15.4-1, b). | | 

Линейная независимость множества функций (векторов) в Г.. определяется способом 
п. [.9-3 (см. также п. 14.2-3). Квадратично интегрируемые функции } (х), F, (x), ..., | (x) 

линейно независимы тогда и только тогда, когда определитель Грама 4е [fie f #)] отли- 

чин от нуля (см. также п. 14.2-6, а). 

(5) Как ивп. 14.2-7, норма функции (вектора) }(х) в Г. есть число 

“Wi=VE DS \y@le@P a | (15:2-2) 
у 

Функция }(х) (необходимо квадратично интегрируемая) нормируема тогда и 
только тогда, когда |{( существует и отлична от нуля. Умножение на 1/1} | 
пормируемой функции [(х) доставляет фувкцию [(х)Л{ | с единичной нормой 
(нормирование f (x)). | 

(с) Скалярное произведение, определенное равенством (1), имеет свойства, 
перечисленные в п. 14.2-6. В частности, если [(х), № (х) и действительная 
неотрицательная весовая функция \ (х) квадратично интегрируемы на У, mo 
имеет место неравенство Коши — Шварца. 

|( №) PS \vinagli< \vIFPds |v lh Pd =O, fy (4, h) (152-3) 

    

1) Обозначения см. п, 15.1-2,
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и неравенство Минковского 

Lith |= 

= ( \ т | 1-1 2% ^=(} УИ) ( \y [4p a)" =И НА (5.2.9 

15.2-2. Метрика и сходимость в Г». Сходимость в среднем (см. также 
оп. 12.5-2—12.5-4, 14.2-7 и 18.6-3). 

(а) Как унитарное векторное пространство, Ly допускает введение рас- 
стояния между функциями (метрика, п. 12.5-2 

а(, =! n=l) УГ®-л®р д]. (15.2-5) 

Корень (5) из среднего квадратичного разности между [(х) и №(х) равен 
нулю (метрическая эквивалентность }(х) и 1 (х)) тогда и только тогда, когда 
P(x) =h (x) для почти всех х в \ (п. 4.6-14, 

Сходимость в. среднем. Метрика (5) порождает следующее 
определение сходимости по метрике в [Г.. Для данного интервала или обла- 
сти ИУ последовательность квадратично интегрируемых функций $5 (х), $1 (х), ... 
сходится в среднем (с индексом 2) к пределу $ (х) (Sz (x) 3 сродием $ (х) при 

п-—+ 00), если 

(== 5 == (14) 15, —5(®) 24-0 при п- оо. (15.2-6) 
у 

В этом случае последовательность определяет ее предел в среднем: 
1.1. 11. 5, (х)==$(х), единственным образом почти всюду в \ и, в частности, 
nO 

в каждой точке непрерывности $ (х). Сходимость в соеднем не. обязательно 
имеет своим следствием обычную сходимость последовательности $ (х), 
$: (х), ... в каждой точке, а обычная сходимость последовательности в каждой 
точке области ИУ не имеет следствием сходимость в среднем. В частности, бес- 
конечный. ряд квадратично интегрируемых функций ау (х) На, (х) -- аз (х)-... 
сходится в среднем к пределу $ (х), если 

я . 

>, а) средней 8(*) при п-+ оо. 
k=0 

В этом случае пишут 

05 (2) 9-4, (9+... = s(x). 
в среднем 

(с) Полнота 15. Теорема Рисса—Фишера. Пространство [ь, 
ассоциированное с данным интервалом или областью И, является полным 
(п. 12.5-4, а). Именно, каждая фундаментальная последовательность квадра- 
тично интегрируемых функций $5 (х), 51(х), $2 (х), ..., т.е. последователь- 
ность, для которой Ит 4 (5, 5„)=0, сходится в среднем к квадратично 

‘nao 
интегрируемой функции $(х) и ‚Определяет $ (х) однозначно для почти всех х 
в У (теорема Рисса— Фишера). 

Замечание. Свойство полноты, выраженное теоремой Рисса — Фишера, превра- 
щает Г., в гильбертово пространство (п. 14.2-7, с); в нем можно ввести ортонормирован- 
ный базис со всеми свойствами, указанными в пп. 14.7-4 и 15.2-4. Это является важным 
обстоятельством для использования интегрирования по Лебегу и сходимости B среднем. 

(4) По определению, f(x, a) в среднем F(x) при х-—а, если | 

lim (f(x, “)—Р (х)|=0. 
(-—>а .



18.2-4. 15.2. РАЗЛОЖЕНИЯ ПО ОРТОГОНАЛЬНЫМ ФУНКЦИЯМ 459 

15.2-3. Ортогональные функции и ортонормированные последовательности 
функций (см. также п. 14.7-3). 

(а)`Две квадратично интегрируемые функции { (х), й (х) называются вза- 
имно ортогональными (ортогональными относительно действительной неотри- 
цательной весовой функции у (х) 1)), если 

(= \y (Е) Р(Е) № (Е) ЧЕ =0. (15.2-7) 

Последовательность функций и (х), и› (х), ... называется ортонормированноя, 
если 

_ 0, ecnu isk, (up, шк [бы ае би = \ 
V 

(: k=] 2 e@ocfse (15.2-8 

1, если i=k ' so ). ) 

Каждое иножество нормируемых взаимно ортогональных функций (и, в част- 
ности, каждая ортонормированная последовательность) является линейно не- 
зависимым. 

(6) Неравенство Бесселя. Для любой конечной или бесконечной 
ортонормированной последовательности и: (х), из (х), ... и любой квадратично 
интегрируемой на У функции [(х) выполняется неравенство Бесселя 

| У (ик, Раф р. = (15.2-9) 
k 

Знак равенства возможен тогда и только тогда, когда |(х) принадлежит 
линейному многообразию, натянутому на и! (х), и» (х), ... (см. mn. 14.2-2, 
14.7-3 и 15.2-4). 

15.2-4. Полные ортонормированные последовательности функций. Орто- 
нормированные базисы (см. также п. 14.7-4). Ортонормированиая последова- 
тельность и (х), и» (х), ... в [2(И) является полной ортонормированной после- 
довательностью (ортонормированным базисом) тогда и только тогда, когда 
выполняются следующие условия: 

1. Каждая квадратично интегрируемая функция может быть 
представлена в форме P(x) = р @-Ьь@)-... где fp = 

в среднем 

= (ил, Г) (Е =1, 2, ...). 

2. Для каждой квадратично интегрируемой функции } (х) такой, 
uTO fly (X)-+ foto (x) +.. = f(x), HMeeT место мождество Tlap- 

`В среднем 

севиля или соотношение полноты (см. также п. 14.7-3, Б и 15.2-3, 5} 

(7, A=lAP+lA P+... 

3. Для каждой пары квадратично интегрируемых функций / (х), 
й (х) таких, что 

риа (х) Ри» (х)-... = f(x), 
в средпем 

виа (х) -НВьио (х) |... = В (Хх), 
, в среднем 

имеет место соотношение 

(f, h) = fily + flab. 
  

'y Некоторые авторы называют { (х) и Вх) взаимно оргогональнымин только в слу* 

чае у 7%) =Е |, т. е. если | {№ 4 =0. 
V
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4. Ортонормированная последовательность. и1 (х), ие (х), ... не 
‘содержится в какой-либо другой ортонормированной последователь- 
ности в Г» (У); каждая квадратично интегрируемая функция }(х), 
ортогональная к каждой и, (х), равна нулю почти всюду в И 

Каждое из этих четырех предложений имеет следствиями три осталь- 
ных. Если на интервале или в области У дана полная ортонормированная 
последовательность функций и, (х), ио (х), ... и некоторая последовательность 

со 

комплексных чисел Н, 6, ... такая, что У |ь |2 сходится, то существует 
| в=1. 

квадратично интегрируемая функция |(х) такая, что ри (х) + ри» (х)-... 
сходится в среднем к |(х) (теорема Рисса— Фишера, см. также. п. 15.2-2, с); 
{+ определяют f(x) однозначно почти всюду в У и, в частности, если f (x) 
ненрерывна, то всюду в И (теорема единственности, см. также п. 4.11-5). 

15.2-5. Ортогонализация и нормирование последовательности функций (см. 
также п. 14.7-4, Ъ). Пусть дано счетное (конечное или бесконечное) множество 
линейно независимых (п. 1.9-3) функций ф: (х), фо (х), ..., нормируемых на У! 
тогда существует ортонормированная последовательность функций ил (х), 
из (х),....,‘порождающая то же самое многообразие функций. Эта последова- 
тельность может быть построена посредством следующих рекуррентных фор- 
мул (процесс ортогонализации Грама — Шмидта); 

v. (x) о, (х) и (x) — i ( }. i (x) 
  

(|e; © | 7 V (jp 2%)’ 

15.2-10 
01 (х) == фи (х), а (%) = Фил (х)— У) (Шь, Pint) Le (*); (15.210) 

k=] . 

(1,2, ...). 

См. также п. 21.7-1, примеры. 
15.2-6. Аппроксимации и разложения в ряды по ортогональным функциям 

(см. также пп. 4.11-2, с, 4.11-4, Ъ, 15.4-12, 20.6-2, 20.6-3, 20.9-9, 21.8-12). 
Пусть дана квадратично интегрируемая функция } (х) и ортонормированная 
последовательность и- (х), из (х), ... Аппроксимация [(х) в форме 

$п (Х) == а1и1 (х) -|- ази» (х)-Е...-Р пил (х) (п=1, 2, ...) (15.2-11) 

доставляет наименьшее значечие средней квадратической погрешности 

\ 15и (х)—1(х):2 4х, если ак= (нь, f). 
у - 

Заметим, что выбор коэффициентов а» не зависит от п. Это свойство 
вместе с относительной простотой формул, указанных в п. 15.2-4, делает 
очень важными разложения в ряды 

P(x) cnn ang tt OF fala () Povey где [#==(иь, В (&=1, 2, ...) 
peau 

по подходящим образом выбранной. последовательности ортонормированных 
функций. 

15.2-7. Линейные операции над функциями. В пп. 8.2-1,`8.6-1 — 8.6-4, 15.3-1, 15.4-1, 
20.4-2 введены различные линейные операции (п. 14.3-1) 

@ (x) = Ф €), . (15.2-12) 

связывающие функцию ф (х) с данной функцией Ф (#} так, что 

L [Dy &) + De &)] = LD, () + LD: €), | 

L {a ® )]=aLl® ©). - (15.2-13)
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Ф (Е иф (Хх) могут принадлежать одной или различным областям. Как ивп. 14.1-3, 
существуют две различны? интерпретации функционального преобразования (12); 

1. Уравнение (12) опнсывает операцию. над ‘функцией (точка зрения «аЙЫ» или 
¢SKTHBHA 2). 

2. ФЕ) яхФ() представляют один и тот же абстрактный вектор (в том же смысле, 
как две матрицы, п. 14.6-1, Ь), н уравневие (12) описывает замену представления (точка 
врения «аПаз» или «пассивная», особенно используемая в квантовой механике, см. также 

1-1). 

15.3. ЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ И ЛИНЕЙНЫЕ 

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

15.3-1. Линейные интегральные преобразования !). 
(а) В пп. 15.3-1—15.3-10 рассматриваются линейные интегральные пре- 

образования 

Kf (E) =) K(x, &)f ©) =F (), (15.3-1) 
V 

связывающие пары функций f (E) an РЕ (х). Функция К (х, Е) называется ядром 
линейного интегрального преобразования. Все интегралы предполагаются 
существующими в смысле Лебега (п. 4.6-15). 

Области, которым принадлежат функция-объект (Е) и результирующая 
функция Р (х) B уравиении: (1), не обязательно тождественны (см., например, 
преобразования Лапласа, п, 8.2-1). В пп. 15.3-1, b— 15.3-10 предполагается, 
что хи Е изменяются в одном и том же интервале или в одной и той же 
области. «Символическое» интегральное преобразование 

\ B(x, EFS) dé =/ (x) 

представляет единичное преобразование (см. также пп. 15.5-1 и 21.9-2). 

Линейное интегральное преобразование (1) может быть трактовано или с точки зре- 
ния «а», или с точки зрения «аНа<» (п. 15.2-7). Каждое ядро представляет линейный 
оператор в том же смысле, что и матрица (п. 14.5-2, см. также п. 15.3-1, с). 

(5) Для данного ядра К (х, =), К (х, Е) = (Е, х) называется ‘транспониро- 

ванным ядром, К* (х, Е) =К (Е, х) называется сопряженным (эрмитово сопря- 
женным) ядром (см. также п. 14.4-3). Данное ядро К (х, Е) называется 

симметричным, если К (5, х) == К (х, 8}; 

эрмитовым, ecu K (&, x) == K (x, §)3 

нормируемым, если \\ | K (x, 9 [2 4Ё ах существует и отличен 
VV 

‚ от нуля; 
непрерывным в среднем на у, если 

im) | K (x +Ax, £)—K (x, £) 2 dE= 

(см. также п. 12.5-1, ©); 
вырожденным (разделяющимся), если К (х, Е) может быть нред- 

fe 

ставлено в виде конечной суммы К (х, &) = У Ё: (х) #; (Е). 
= 1 

Нормируемое ядро представляет ограниченный оператор (п. 14.4-1) так, ato F (x) 
нормируема, если } (Е) нормируема (п. 15.2-1, 5). Вырожденные ядра представляют опе- 
рогоры конечного ранга (п. 14.3-2). Бсли K (x, 8) эрми!мово, нормируемо ц непрерывно 
а гРеднем на Уи! (2) та Spamuvany интегрируема на У, то Ё (x) непрерывни в У. 

  

3) Обозначенля см. п. 15.1-2, см. гакже в. 15.4-!, D
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(с) Матричное представление. Произведение двух "интег* 
ральных преобразований, Дано нормируемое ядро К (х, Ё} и ортонормиро- 
Ванный базис (п, 15.2-4) и, (х), из (х), ... в пространстве функций [(х). Пусть 

со со ) 

[8% = fpu, @), PF) = Fu, (x), 
в среднем р виа © в среднем р Ев 

> > — , (15.3-2) 
K(x, = kop tt, (х) и, (Е), na 

an среднем 2 р tity ©) ty Gs 

  | [№ = Ги ко о Фа, 

Тогда уравнение (1} эквивалентно матричному уравнению 

{Fi} = [Ain] {he}. 
Заметим, что произведение матриц [ip] [Arb соответствующее ядру 

[ M &, тока, 9 ат, 
у 

представляет произведение двух последовательных интегральных преобразований (1), 
ядра которых К (х, &), М (х, Е) соответствуют [Aixl, [2 zp}. Eenu K (x, &) — вырождевное 

ядро, то возможен выбор #4, (%) такой, что матрица [Xz] будет конечной, 

15.3-2. Линейные интегральные уравнения. Обзор. Интегральное уравне- 
ние есть функциональное уравнение (п, 9.1-2), включающее интегральное 
преобразование над неизвестной функцией Ф (х) (если функциональное уравне- 
ние включает также производные от Ф (х), то говорят об интегро-дифферен- 
циальном уравнении). Интегральное уравнение называется однородным, если 
каждое кратное < Ф(х) некоторого решения Ф(х) также есть решение. 
В пп. 15.3-2 —15.3-10 рассматриваются линейные интегральные уравнения 
в общей форме 

ВФ ®9—*\ K (% &) © %) di =F (x), ` (15.3-3) 

где ядро К (х, &) и функции В (х), Ё (х) являются заданными. Область интегри- 
рования У может быть фиксированной (интегральные уравнения типа фред- 
гольмовых) или переменной (интегральные уразнения типа вольтерровых, 
п. 15.3-10). Назовем три важных типа задач. 

1. Линейные интегральные уравнения первого рода (В (х) ==0, 
—=—- 1; п. 15.3-9), в которых надо найти неизвестную функцию OM (x) 

по данному ее интегральному преобразованию Р (х). Соответствую- 
щее операторное уравнение КФ =Р аналогично матричвому урав- 

HeHHt0 [Riz] {Dy} = {Fi}. 
2. Однородное линейное интегральное уравнение второго рода 

(Р (х) =0, В (х) =1, А неизвестно; пп. 15.3-3—15.3-6) представляет 
задачу о собственных значениях. Соответствующев операторное урав- 
нение АКФ = Ф аналогично матричному уравнению А, [Аж | {Фь} ={Ф};. 

3. Неоднородное линейное интегральное уравнение второго ро- 
да (В(х)==|1, А задано; п. 15.3-7) может быть записано в виде 
Фор и представляет задачу, тип которой был обсужден 
в п. 14.8-10. 

Если В (х) — действительная положительная функция всюду в У, то можно свести 
общее лннейное интегральное уравнение (3) посредством преобразования 

Ф ma ния ae Spanien ee 

© у, ко =Р УВЫ. Ко, 9 =Ко, PVBOB DO, 45.344 
Хх}. . . . 

  

к линейному интегральному уравнению второго рода.



15.3-4. 15.3. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ И УРАВНЕНИЯ ` 463 

15.3-3. Однородное интегральное уравнение Фредгольма второго рода. 
Собственные функции и собственные значения (см. также п. 14.8-3 и 15,4-5). 

(а) Функция ф==\(х), не равная тождественно нулю в У и удовлетво- 
ряющая однородному интегральному уравнению Фредгольма второго рода 

АКФ (©) =). \ К(х, Эф ® &=$0) (15.3-5) 
У 

при определенном значении параметра A, называется собственной функцией 
(характеристической функцией) линейного интегрального уравнения (5) или 

ядра К (х, ЕЁ). Соответствующее значение /, есть собственное значение интеграль- 
пого ‘уравнения. | 

Если ф, (х) и фо (х) — собственные функции, соответствующие одному и 
тому же собственному значению ^, то то же самое относится к их линейной 
комбинации оф: (х)-|- оф. (х). Число т линейно независимых собственных 
функций, соответствующих некоторому собственному значению, называется 
рангом Л; если К (х, Е) — нормируемое ядро, то каждое т конечно. Собствен- 
ные функции, соответствующие различным собственным значениям ‘линейного 
интегрального уравнения (5), линейно независимы. Общее количество линейно 
независимых собственных функций конечно только в том случае, когда 
К (х, Е) — вырожденное ядро. 

Если лннейный оператор К, описываемый линейным интегральным преобразованием 
{5). имеет единственный обратный Ё =К-1, то \4(х) и А суть собственная функция и 
собственное значение неособенного оператора Ё (см. также п, 15.4-5} и все собственные 
вначения отличны от нуля. Во миогих приложеннях [| является дифференциальвым опе- 
ратором, а Л (х, Е) — функцией Грина (п. 15.5-1). 

(6) Собственные функции и собственные значения 
эрмитовых ядер (см. также пп. 14.8-4 и 15.4-6). Если К (х, &) — эрми- 
10в0 Ядро, то имеют место следующие свойства: 

1. Все собственные значения интегрального уравнения (5) дей- 
ствительны. 

2. Собственные функции, соответствующие различным собст- 
венным значениям, взаимно ортогональны (с весом 1, п. 15.2-3). 

3. Если ядро К (х, Е) нормируемо, то все собственные значения 
отличны от нуля. 

4. Существует по меньшей мере одно собственное значение, отлич- 
ное от нуля; собственные значения образуют дискретную последова- 
тельность, содержащую не более конечного числа собственных. значе- 
ний в каждом конечном интервале, и каждое собственное значение 
имеет конечный ранг. 

15.3-4. Теоремы разложения. 
(а) Теоремы разложения. для эрмитовых ядер. В соот- 

ветствии с определениями скалярного произведения (п. 15.2-1) и сходимости 
в среднем (п. 15.2-2) с у (х)==1 каждое нормируемое эрмитово ябро К (х, Ё) 
обладает ортонормированной последовательностью собственных функций \: (х), 
‘ра (х), ... так, что для каждой функции ЕР (х), представимой в форме Е (х) = 

= \ К (x, Е) 1 (&) 4Е (интегральное преобразование (1) функции [(Е} или ‹истоко- } 

образное» представление Е (х)), справедливо разложение 

co 

F(x) = У Рф) EY), 
в среднем (= | 

С (15.3-6) 

Е (фь, В) = \ Фь ©) Е ©) Е (= 2, ...). 
у
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Ряд (6) сходится абсолютно и равномерно к Е (х) для всех хе\, если f (E) 
кусочно-непрерывна в У или если [ (Е) квадратично интегрируема, а ядро 
K (x, &) непрерывно в среднем. Эрмитово ядро К (х, &) называется полным, 
если каждая квадратично интегрируемая функция F(x) может быть прел- 
ставлена в форме (1) или (6), так что собственные функции tp, (x) образуют 
полную ортонормированную последовательность (п. 15.2-4); это имеет место, 
например, если К(х, &) — положительно или отрицательно определенное 
(п. 15.3-6). `` 

Каждое нормируемое эрмитово ядро К (х, & может быть разложено в ряд 

со 

кв = У, 1% OT, ge V). (15.3-7) 
в среднем 

  

Ряд сходится равномерно к К (x, §) Onn ecex x, EE V, ecau K (x, —) nenpe poleno 
в среднем или если У есть ограниченный интервал или ограниченная область. так что 
К (х. #) непрерывно для всех х. ЕЕУ и интегральное уравнение (5) имеет конечное число 
положительных или отрицательных собственных значений (теорема Мерсера). 

(b) Вспомогательные ядра и теоремы разложения для неэр- 
митовых ядер. Пусть К (х, & — нормируемое ядро и и, > 0 — положительные 

числа, для которых существуют ненулевые решения системы уравнений 

и, ! К (x, &) v, (6) d& ==w, ©), My J K* (x, £) w, (&) dE =u, (x), (15.3-8) 

Тогда числа Ui, являются собственными значениями вспомогательных эрмитовых ядер 

J Kt (x,y Km, &) dn u [ Ко, № К* О, §) an. у | 

Лтобая функция Р (х}, представимая как интегральное преобразование (1) с ядром 
К или К*, может быть разложена в ряды 

oO 

F (x) = b,w, (x), где b, ==(w,, F) (x GV) (15 .3-9a) 
в среднем г КЕ p= (My ©) ’ 

или 
со 

F(x) = > ау, (х), где = (Pe Е). (15,3-95) 
B cpeAHeM p— 

Эти ряды сходятля абсолютно и разномерно к Е (х) для всех хв \, если | (Е) кисочно-непре- 
рывна в У, или [(=) кзадратично интегрируема. а К (х, Ё) непрерывно в среднем: ‹ весозая 
финкция равна ] (п. 15.2-1). Для каждого норми руемого ядра К (х. ЕЁ) 

со 

1 —— 
К (х. Е) = > —- U, (&) w, (Xx) (x, EE V). * (15. 3-10) 

о среднем ~My pO) 5 

Если ядро К (х, &) самосопряжено, ‘To v p(X) = Wy (x), H формула (10) превращается 

B в формулу (7). 

15.3-5. Итерированные ядра. Итерированкые ядра определяются соотно- 
шениями 

Ки (х,  =К(х,), — Кра(х, Е) = \ Kp Ки, Ва (р=2, 3, ...) 
(15.3-11) 

И представляют стенени КР линейного оператора К уравнения (1). Линейное 
интегральное уравнение 

_АКРУ (©) = i Kp (x, Е) p (&) dE = (x) (18.3-12)
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имеет те же собственные функции ge: что и уравнение (5), с соответст-` 
вующими собственными значениями AP (см. также п. 14.8-3, 4). Обратно, 
каждое решение ф(х) уравнения (12) является решением уравнения (5). Если 
ядро -К (х, ЕЁ) эрмитово и нормируемо, то 

оо 

Кр (х, Е) = У, 2 © Eve), — №=2,3,..; хёе У (15.3-13) 
к 

и эти ряды сходятся абсолютно и равномерно в У. 

15.3-6. Эрмитовы интегральные формы. Задача о собственных значениях как ва- 
риационная задача (см. также пп. 11.1-1, 13.5-2, 13.5-3, 14.8-8, а, 15.4-7). 

(а) Пусть дано нормируемое эрмитово ядро К (х, Ё); скалярное произведение (необ- 
ходимо действительное) 

(Ф, КФ) = \ {Фока Фюч (15.3-14) 
уу 

называется эрмитовой интегральной формой или, в частности, действительной квадра- 
тической интегральной формой. если К (х. Е) — действительное и симметричное!). Эрми- 
това интегральная форма (!4) (а также эрмитово ядро К (х, Ё)) называется положи- 
тельно определенным, отрицательно определенным, неотрицательным или неположитель- 
ным, если выражение (14) соответственно положительно, отрицательно, неотрицательно 
или неположительно для каждой функции Ф (»х), не равной тождественно нулю в Ун 
такой, что интеграл существует. Интегральная форма (14) положительно определена или 
отрицательно определена в том и только в том случае; когда все собственные значения ^, k 

соответственно положительны или отрицательны. 
(5) Проблема нахождения собственных финкций ф (х) и собственного значения № нор- 

мируемого эрмитова ядра может быть сформулирована как задача о стационарных значе- 
ниях, способом, подобным. изложенноми в п. 14.8-8, а. 

Найдем квадратично интегрируемую функцию Ф (х) такую, что эрмитова нвтеграль- 
ная форма (14) имеет стацнонарное значение при условии 

(Ф, Ф=\|Ф®РаЕ=1. 
у 

Функция Ф=\, (х) доставляет указанное стационарное значенне форме (14), причем 

|. 
= 

" \\ ve (x) K (x, 9, ©) 4х 46 
  

Здесь также приложимы все другие теоремы п. 14,8-8, а. Следует лишь вспомнять, 
что оператор К, представимый данным ядром К (х, Ё); имеет собственные функции Db, (€) 

н собственные значения 1/^,». Часто бывает возможно решить: интегральное уравнение 

вида (5). точно или приближенно, методами вариационного исчисления. 

15.3-7. Неоднородное уравнение Фредгольма второго рода (см. также 
п. 14.8-10). 

° (а) Существование и единственность решения. Фредголь- 
MOBO линейное интегральное уравнение второго рода 

@ (x) —2 | K (x, £) @ ©) dg =F (x) (15.3-16) 
V 

имеет следующее «альтернативное» свойство: | 
1. Если. данный параметр i не является собстзенным значением 

ядра К (х, Е), то уравнение (16) имеет единственное решение Ф (х). 

1) Заметим, что в матризных обозначениях, введенных в п. 15.3-1, с, 

© © ' 

(Ф. КФ = У У 2 „ФФ, (15.3-15) 
i=1k=1
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2. Если № равно одному из собственных значений № уравнения 
(5), то «союзное» однородное интегральное уравнение 

hi \ К(Е, х) Хх () 4Е=х (х) (15.3-17) 

имеет решение 5 (х), не равное тождественно нулю в У, и данное 
интегральное уравнение (16) имеет решение Ф (х), лишь если F (x) 

‚ ортогональна '(с весовой функцией 1) каждому решению \ (х) уравне- 
ния (17). Заметим, что уравнения (17) и (5) идентичны для эрми- 
товых ядер. | 

При указанных выше условиях решения существуют, в частности, когда 
К (х, Е) кусочно-непрерывно и нормируемо, а Р (х) непрерывна и квадратично 
интегрируема на У.. Если во втором случае решение Ф (х) существует, то урав- 
нение (16) имеет бесконечное количество решений, так как каждая сумма 
некоторого частного решения и линейной комбинации собственных функций 
tp (х), соответствующих Ал, Является решением; в частности, существует един- 
ственное решение Ф(х), ортогональное ко всем этим собственным функциям. 

Ь) Сведение к интегральному уравнению с эрмито- 
вым ядром. Если К (х, В) нормируемо, то каждое решение Ф (х) уравне- 
ния (16) есть решение интегрального уравнения 

D (x)—| A | НФ dE=F (x) A | KE, x) F @) dé, (15.3-18а) 
у 

где Н (х, Е) есть эрмитово ядро, определяемое формулой 

H (x, еек" К* —| | Ко ЭК, B) dy. (15.3-186) 
| у 

Вследствие этого достаточно изучить методы решений для эрмитовых ядер. 

Замечание. H (x, &) u K (x, @ имеют тождественные собственные фувкции, со- 
ответствующие собственным значениям | Ap | Hi». 

(с) Резольвентное ядро. Решение Ф (х) линейного интегрального 
уравнения (16) удобно писать в форме 

Ф(=Р-А | P(x, & A) FE db. (15.3-19) 
У 

Функция Г (х, Е; А) называется резольвентным ядром (иногда она называется 
взаимным ядром) для интегрального уравнения (16); уравнения (16) и (19) 
представляют взаимно обратные линейные преобразования. 

Когда резольвентное ядро Г (х, &; А) существует, оно удовлетворяет интегральным 
уравнениям 

Ги, БМ -А VKH, HEE, & Mdt=K (x, 8), 
V 

} 

ГЕММА к (@, §) P(x, & 4) dt == K (x, 8, | (15.3-20) 
Ра 

  ra, 8 N—-Ta, & M=a—) (Tu, ATE & Mat 
V о 

для произвольных А, А’, не являющахся собственными значениями К (х, &.
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15.3-8. Решение линейного интегрального уравнения (16) (см. также п. 
20.8-5, численные методы). | 

(а) Решение - последовательными приближениями. Ря- 
ды Неймана, Полагая 

ll (x) = F (x), 
BISHCJIALOT последовательные приближения 

DUN (x) =F (x)-FA J K(x; 2) OME) de (f= 0,1, 2,4.) (15.3-21) 

искомого решения Ф(х) уравнения (16). Функции (21) можно рассматривать 
как частичные суммы бесконечного ряда (называемого рядом Неймана) 

F(x)+A \ K(x, &) F (E) +e | Ky (x, &) F (E) dE ++... = 
Vv 

== (14 AK-E K+...) F(x). (18.3-22) 
Ecau K(x, &) nopmupyemo, F (x) xeadpamuuno unmeepupyema na V, mo cy- 

ществует действительное число 

=] у ко, бра ay’ 

такое, что ряд Неймана (22) сходится в среднем к решению (19) при |^| < гс. 

Если, кроме того, 

Ко, ОР и КО Ра 

равномерно ограничены в ИУ, то степенной ряд (22) и соответствующий ряд 
для резольвентного ядра 

Г(х, Е ^)=К(х, -НА К. (х, &-НА? К: (х, ®--.., (15.3-23) 

сходятся равномерно к указанным пределам при х, Е= Уши |^| < гс. 
Функция (23) в таком случае является аналитической функцией OT A 

при |^|< гс и можег быть аналитически продолжена (п. 7.8-1), давая тсм 

самым резольвентное ядро для других возможных значений A. Pag (23), Kak 
и ряд (22), известен под названием ряда Неймана. — 

Если нормируемое ядро К (х, ЕЁ) эрмитово, то радиус сходимости (или 
сходимости в среднем) гс; дается формулой гс=| А. |, где ^, есть наименьшее 
по абсолютной величине собственное значение ядра. 

(5) Формула Гильберта—Шмидта для резольвентного 
ядра (см. также п. 14.8-10). Для каждого нормируемого и эрмитова ядра 
К (х, &) решение линейного интегрального уравнения (16) дается формулой 
(19) с резольвентным ядром 

P(r, K(x, Da TED бам, #0.) 
k=1 

(формула Гильберта — Шмидта), (15.3-24) 

rye th, — ортонормированные собственные функции!) ядра К (х, Е). Ряд схо- 
дится равномерно для х, Е=ЕУ и /-2 А,. 

1) Если м есть собственное значение, имеющее ранг т (п. 15.3-3, а). то пашут 

Ма = te: =А ат =A). и таким образом. ряд (24) имеет т членов, содержащих соб- 

ственные функции №; (х), Viet (X), oes, Viem-1 (х), соответствующих №.
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Г(х, & № есть мероморфная функция А в конечной части А-плоскости: вычеты 
Г (х; Е; ^) в ее полюсах связаны простыми соотношениями (пп. 7.6-8 и 7.7-1) с собствеи- 
выми функциями Ve (x). 

Формула Гильберта — Шмидта для решения, когда ^, равно собственному значению Ae 
Если параметр А равен некоторому собственному значению as данного ядра К (х, &), то 

из суммы (24) (не являющейся теперь резольвентным ядром) исключаются члены, содер- 
жащие Nis ик правой части (19) прибавляется произвольная собствеиная функция lr), 

соответствующая A. Результирующая функция Ф (х) является решением данного ин- 

тегрального уравнения (16) при ограничениях случая 2 в п. 15.3-7, а. 

(с} Формулы Фредгольма для резольвентного ядра. 
Если К (х, Е) нормируемо, резольвентное` ядро Г\(х, ЕЁ; ^) может быть выра- 
жено в виде отношения двух целых функций (см. также п. 7.6-7) 

О (х, ЕЛ) ` 
Г (х, &; А) = (15.3-25) 

р (^) ? 
где 

© \ и ПА 
О (А) = У a Cai, 

Е =0 о 

xX (— 
D (x, Ё; А) = У Dy (x, Е) Ae 

‘ 0 (15.3-26) 
Cy=1, Dg (x, == К (х, 6) 

и для k=1, 2,... 

Сь = } Рьь (Е, & 48, 
у   Dy (%) = Сь К(х-фВ ФЕ} К(х, п) Би, 8 49. 

. и 
: 

Оба’ степенниых ряда сходятся для всех конечных А\} степенной ряд для 
D (x, & 4) сходится равномерно в У. Полюсы Г (х, & А)! совпадают с нуля- 
ми D (A). | | 

Отметим аналогию между функциями ДО (х, Е; ^), О (^) и определителями, исполь- 
зуемыми для нахождения решения х, аналогичпой конечномерной задачи, по правилу 

, п 

Крамера (1.9-4) У, (а; —A8 i») х = 6, (2 = 1, 2, woo y Mp. 

k=l 
(d) Сингулярные ядра. Если данное ядро К (х, &) не ограничено в окрест- 

ности х==Ё, тогда как итерированное ядро К. (х, Ё) остается ограниченным, решение 
Ф (х) уравнения (16) находят посредством решения интегрального уравнения 

Фо - м | К ЭФФЖЕРЫ + | КЫ ЭРО &. (15.3-27) 
у у’ 

Уравнение (27): получено подстановкой 

Ф (д =Е(х, А \к (x, £) @ (E) dé 
| $ 

В левую часть уравнения (16). Эта процедура может быть использована, если первым ите- 
рированным ядром, остающимся ограниченным, является. К. (х, &), Ка (х, | 

15.3-9. Решение линейного интегрального уравнения Фредгольма первого 
рода (см. также пи. 14,8-10,Ъ, 15.4-12, 15.5-1). Если линейное интегральное 
уравнение 

\ К (>, ЭФ &=Е(х) (15.3-28)
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с нормируемым ядром К (х, Ё) имеет решение Ф (х), то теорема разложения 
п. [5.3-4, 6 дает | 

O(x) = ST ts (We F) on (x) +9 (*), _ (15.3-29) 
в среднем #=1 

где. Ug (Xx), Wy, (x) H Pp определены в п. 15.3-4, Би ф(х) — произвольная функ- 
ция, ортогональная ко всем о} (х). 

Если 9, (х) образиот полную ортонормированную последовательность в Гл (У, 
(п. 15.2-4). то ф (х) =0. для почти всех хв У и решение (29) единственно почти всюду 
eV. Ecau Wp {х), как в Up (х), образуют полную ортонормированную последовате льность 

в Ё.» (У), то интегральное преобразование (28) является неогобенным и допускает однознач- 
ное обращение 

к (x, ЭР © 4Е=Ф (>, | 

где | 15.3-30 со $ (15.3-30) 

К_1 (х, 8 = У Ир Ш, (5) 9, (*). | 

k=l 

K_y, (x, ЕЁ) Ha3bipaeTCH BSaHMHDIM AApomM, aceounupopatinbim c K(x, &). u Pie he | 
auuefubri onepatrop K7!. Das эрмитовых ядер К (х. &) имеем Up (x) = Wy (x), Mp =|^ в |. 

15.3-10. Интегральные уравнения Вольтерра. 
(а) Пусть хи Е—одномерные действительные переменные. Тогда 

1. Интегральное уравнение Вольтерра второго рода 

® (x)—A H (x, &) ® (€) dg=F (x) (15.3-31) 
сводится к.интегральному уравнению Фредгольма (16) на интервале 
У == (0, со), если ввести новое ядро 

K ( 2) =H (%, DU, (e-8)= 6 (¥, §) ana & <2, | (15.3-32) 
для & Sx. 

2. Интегральное уравнение Вольтерра первого рода 

  

\ Fu EOE) dE=F (x) = (15.3-33) 

посредством дифференцирования сводится к виду (31), где. 

OH (x, &) aF (x) 

= F()y = 15.3-34 H (x, §) Bao? (x) Fan’ ( t) 

(b) Следующий пример иллюстрирует метод решения для одного класса интеграль- 
ных уравнений Вольтерра, имеющих неограниченные ядра. Для нахождения решеция 
уравнения 

f © ©) se dé = F (x) O<a<l) - (15.3-35) 
х — 

умножают обе его части на (и — х)@ — 1 и интегрируют по х в пределах от а до у. По- 
лучаемое при этом интегральное уравнение имеет ограниченное ядро. Его решением 
является 

(15.3-36)   
x 

@ (x = in ла F (a) Е” (Е) аЁ 

(e—ay!—@ 9 Jix—gi—a]- 
В частном случае при © = 4/, ypaBHeHHe (39) известно под названием интегрального урав- 
нения Абеля.
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15.4. ЛИНЕЙНЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ И ЗАДАЧИ 0 СОБСТВЕННЫХ 
ЗНАЧЕНИЯХ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

15.4-1. Линейные краевые задачи. Постановка задачи и обозначения (см. 
Также пп. 9.3-[, 10.3-4, 15.1-2, 15.2-7). 

(а) Линейную однородную функцию от функции Ф (х) и ее производных 
будем записывать в виде произведения |-Ф (х) функции Ф (х) и линейного 
дифференциального оператора {-., например, вида 4/4х или — У? —94 (х1, х?, 43). 
Требуется найти неизвестную функцию Ф (х), удовлетворяющую линейному 
дифференциальному уравнению 

| L@ (x) =f (x) (x € V) | (15.4-1а) 

внутри открытого интервала или области У, и М линейным краевым усло- 
ВИЯМ 

В.Ф (х) =; (х) (@=1, 2,..., N; x e=S), (15.4-16) 

где э—граница области У; каждая из В.Ф (х) есть линейная однородная 
фупкция от Ф (х) и ее производных. 

(5) Обозначения. Объемные интегралы и скалярные 
произведения (см. также пп. 4.6-12, 15.1-2, 15.2-1, 16.10-10). В одно- 
мерном случае х есть действительная переменная, уравнение (1а) есть обык- 
новенное дифференциальное уравнение, У есть ограниченный или неограничен- 
ный открытый интервал, концы которого х=а, х==ь образуют границу ©. 

В п-мерном случае х обозначает «точку» (х1, хо, ..., Хи) в П-мерпом 
пространстве, уравнение (1а) есть уравнение с частными производными. Пред- 
лолагается возможным ввести объемный элемент. 

  
ЧУ (х)=У в (1, 2, ... хп) | del dx? ... det == V| g (x)| dx 

тем же способом, что в пи. 6.2-3, Би 16.10-10; И |2 (х)| действителен и поло- 
жителен всюду в И. Тогда \ ф (Е) @У (Е) есть лп-мерный ‘объемный интеграл ) | 
по ИУ и можно определить скалярное произведение двух функций и (х), v(x), 
как вип. 15.2-1, 

(и, 0) = \ о (Е) и &) 0 (&) de = Ju) v(€) dV &). (15.4-2) 
V 

Заметим, 4TO Yo (xX) = И! С) | зависит от системы координат. Аналогично можно 
предиоложить существование соответствующего элемента поверхности aA (x) 

(х в 5) на границе гиперповерхности $5; тогда ) +8 ДА (Е) — интеграл по 

поверхности в п-мерном пространстве (см. также п. 4,6-12 и 6.4-3, Ь). 
В частности, при n=3 V есть ограниченная или неограниченная открытая 
область пространства с граничной поверхностью $; $ есть регулярная поверх- 
ность (п. 3.1-14). При п=2 У есть соответственно плоская область с (регу- 
лярной) граничной линией 5. 

15.4-2. Дополнительное дифференциальное уравнение и краевые условия 
для линейной краевой задачи. Теоремы о суперпозиции (см. также пп. 9.3-1, 
10.4-2, 14.3-1, 15.2-7). С каждой линейной краевой. задачей (1) можно свя- 
зать однородиое дополнительное или приведенное дифференциальное уразнение 

LM(x)=0 (xe V) ° (15.4-За) 

и совокупность одвородных «дополнительных краевых условий» 

ВФ (х)=0 ° (=19,..., М хез). (15.4-38)
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Следующие важные теоремы устанавливают связь между решениями Ф (х) 
данной линейной краевой задачи (1) и функциями, удовлетворяющими более 
простым условиям вида (3). 

1. Решение каждой линейной краевой задачи (1) может быть 
сведено к линейной краевой задаче с тем же оператором |. и крае- 
выми условиями (3) (см. также п. 15.5-4) 1). 

2. Наиболее общий вид функции, удовлетворяющей линейному 
дифференциальному уравнению (1а), может быть записан в виде 
суммы некоторого частного решения уравнения (1а) и наиболев 
общего решения дополнительного уравнения (3a). 

3. Однородному линейному дифференциальномиу уравнению удов- 
летворяет любая линейная комбинация его решений. 

4. Пусть Ф; (х) и Ф, (х) удовлетворяют соответственно диффе- 
ренциальным уравнениям ЕФ, (х) = (х) и ХФ, (х) =Ь (<) с одинаюо- 
выми линейными однородными краевыми условиями В (x)=0. 
Тогда ©Ф, (х)-|- ВФ. (х) удовлетвбряет уравнению 1Ф (х) =@ (х) -- 

-- ВР (х) при указанных краевых условиях. 
Пусть Ф, (х) и Ф, (х) удовлетворяют однородному линейному 

дифференциальному уравнению ЕФ (х)=0 с соответственными линей- 
ными краевыми условиями B,W, (x)=84; (x) и В.Ф, (х) = (х). 
Тогда о; (х)-|- ВФ. (х) удовлетворяет заданному уравнению и крае- 
вым условиям В;Ф (х) == ава; (х)-- ВБ; (х). | 

15.4-3. Эрмитово сопряженные и сопряженные краевые задачи. Эрмитовы 
операторы (см. также пп. 14.4-3, 14.4-4, 15.3-1, Ъ). 

(а) Данная однородная линейная краевая задача (3) и определение ска- 
лярного произведения (2) порождают эрмитово сопряженную краевую задачу 

L*y (x) =0 (x € V), (15.4-5a) 

Ву ()=0 (i=l, 2,..., Ni xe) (15.4-56) 

посредством условия . 

(v, Lu)—(L*z,-u)= \ (olu--ul*o} dV =0, (15.4-6) 

где и=и(х), v=v(x)—Mapa соответственно дифференцируемых функций, 
причем и (х) удовлетворяет заданным краевым условиям (365), о(х) удовлетво- 
ряет эрмитово сопряженным краевым условиям (56); и и о могут рассматри- 
ваться как принадлежащие сопряженным векторным пространствам (14.4-9). 

Два линейных днфференциальных оператора второго порядка № и Ё* являются 
ормитово сопряженными тогда и только тогда, когда функция ЭГи — и! *о имеет форму 
п-мерной дивергенции 

- | 

| & (x) | 

  

У LV & (x) | pk] (табл. 16.10-1), где каждая рЁ есть функция от и, 9, 

: k=l" | 
а он их производных первого порядка 2). 

При этом становится возможным представить объемный интеграл J {oLu—uLl*v] dV 

V 
через интеграл по границе $; формулы такого типа известны как обобщенные формулы 
  

') Если записать Ф (х} = Ф (х) 9 (х), где э (х) — соответствующим образом выбран- 

ная функция, удовлетворяющая граничным условиям (1), то Ф (х) есть решение линейной 
краевой задачи 

L® (x) =f (x) — Lo (x) дЕУ); B® (x) = 0 (= 1, 2, 6, Nix BS): (15.4-4) 

о (х) определяется выбором и(х} и может содержать члены с б-функциями; часто воз- 
можно найти 9 (х) так, что (о (х) =0 (см. также п. 10.4-2). 

2) Верхние значки №» как и в гл, би 16, не являются показателями степени.
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Грина (см. также п, 15.4-3,` с). Эрмитово ‘сопряженные краевые условия Bu = 0, 

BF 9-0 (х в 5} определяются из условия обращения в вуль интеграла по граиице, т. е, 
выполнения условия (6). 

случае действительных. функций и операторов. эрмитово сопряженные задачи, 
операторы и краевые условия обычно называются взаимно сопряженными. 

(5) Эрмитовы операторы. Дифференциальный оператор Ё называет- 
ся эрмитовым (самосопряженным), если 

(v, Lu)—(Lo, и) = | [и — и Со] 47 =0 (15.4-7) 
У 

для каждой пары соответственно дифференцируемых функций и = и (х), = (х), 
удовлетворяющих одинаковым однородным краевым условиям, определяющим 
некоторое линейное многообразие функций. Эрмитово сопряженные краевые 
задачи с эрмитовыми операторами, имеющие одинаковые краевые условия, 
тождественны (самосопояженные: краевые задачи). 

(с) Частные случаи. Действительные операторы Штур- 
ма — Лиувилля и обобщение теоремы Грина (см. также пп. 5.6-1 
и 15.5-4). В одномерном случае уравнения (3а) и (5а) являются обыкно- 
венными линейными дифференциальными уравнениями с заданными’ краевыми 
условиями на концах интервала (а, 6) =. Если’ скалярное произведение 

b - 

спределено формулой (ни, v) =| иоах (п. 15.2-[), то для действительных диф- 
2 | 

ференциальных операторов второго порядка имеем. 

4*и du 
Lu = dy (%) Sa +h " de TO (x) и, 

  

[-*0 == [о (х) | —1- т [а (x) 0] + ay (x) 0, у (15.4-8) 
АР (x) и — Ио ==,   Р (х) = 45 (%) (ou! — uo") + [41 (4) a, (x)] UO. 

P (x) ипогда называют конъюнкцией и (х) и 5(х) относительно оператора L. 
Условие а! (х) = а, (х) превращает L B самосопряженный оператор Штур- 

ма — Лиувилля 
а | а 

К =— а; [р (x) | —q (x), (15.4-9) 

где p(x)==— a(x) и 9(х)=— ао (х) (см. также п. 15.4-8); интегрирование 
по частям приводит к обобщенной формуле Грина 

b b 

| (ob — ule) df= — p(x) (vu'’—uv')} . (15.4-10) 
a 

В трехмерном случае определим скалярное произведение формулой (2), 
а оператор У?—так же как в табл. 6.4-1 или 16.10-1. Тогда, считая д9= 
=q (x1, х?, х3) действительной дифференцируемой функцией, будем иметь, 
что действительный дифференциальный оператор 

==—\2 —0(х1, х2, хз) (15.4-11) 

является самосопряженным и удовлетворяет обобщенной формуле Грина 

} нише) аТ =— \ Vu—u Vv)- = | (25 ии) dA (15.4-12)
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(см. также табл. 5.6-1). Аналогичная формула может быть нанисана для 
двумерного случая. ._ | | 

15.4-4. Теорема Фредгольма об альтернативе (см. также пп. 14.8-10, 
15.3-1Т,а, 15.4-12). Линейная краевая задача, определяемая дифференциальным 
уравнением | 

L @ (x) =f (x) (x @'V) (15.4-13а) 

с однородными краевыми условиями | | 

В; Ф (х)=0 (i=1, 2,..., N; xe 8), (15.4-135) 

имеет единственное решение тогда и только тогда, когда эрмитово сопряжен- 
ная (сопряженная) краевая задача (5) имеет лишь решение \ (х), тождественно 
равное: нулю, (x) =0. Если же однородная краевая задача (5) имеет решения 
х (<), отличные от нуля, то данная задача (13) разрешима, лишь если }(х) 
ортогональна к каждому у (х), т. е. 1) 

( N=) yfaV =0. (15.4-14) 
у . 

Если последнее условяе выполнено, то данная задача (13) имеет. бесчисленное 
множество решениц. 

Замечание. Во многих приложениях Ё есть эрмитов оператор, и эрмитово соп- 
ряженная задача (5) совпадает с данной задачей (13). 

15.4-5. Задачи о собственных значениях для линейных дифференциальных 
уравнений (см. также пп. 10.4-2,с, 14.8-3, 15.1-1). 

(а) Для заданной совокупности линейных краевых условий собственной 
функцией (характеристической функцией) льпейного дифференциального опе- 
ратора Ё называется решение W(x), не равное тождественио нулю в Г, 
дифференциального уравпения 

Еф (2) =^4() (ЕТ), (15.4-15) 

где ^ есть соответствующим образом определенное число, называемое собст- 
венным значением (характеристическим числом) оператора Ё, связанным 
с собственной функцией 1 (х). 

(5) Более общие задачи о собственных значениях' приводят к нахождению 
собственных функний 1 (х) ==0 и собственных значений A, удовлетворяющих 
линейному дифференциальному уравнению 

15) =^8 (05) (Е — (15.4-16) 
й заданным линейным однородным краевым условиям; В (х) есть действитель- 
ная и положительная функция в У. 

(с) Если Ф(х) есть собственная функция, принадлежащая собственному 
значению /, то это же самое можно сказать о и (х) =Е 0. Если ф (х), фь (х), ... 
...» 1Р; (Хх) суть собственные функции, принадлежащие собственному значению ^, 
то то же самое имеет место для любой функции 

Oy Py (x) Math (x) +... MIs (x) FEO. 
Эта теорема приложима также к равномерно сходящимся рядам по соб- 

ственным функциям. 
Собственные функции, принадлежащие различным собственным значениям, 

линейно независимы (пп. 1.9-3, 9.3-2). Если собственному значению А, принад- 
лежат. т’>>1 линейно независимых собственных функций, то число п’ назы- 
влется рангом собственного значения 

  

1) В одпомерном случае 4У совпадает с ах.
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(4) Спектр линейной задачи особственных значениях. Неп- 
рерыввный спектр и обобщенные собственные функции (см. также 
пп. 14.8-3, 4 и 15,4-12). Для заданных однородных‘ линейных краевых условий и В (х) > 0 
спектр лниейной задачи о собственных значениях (16) есть множество комплексных 
чисел А, таких, что дифференциальное уравнение 

Е Ф (x) —AB (x) D (x) =f (x) (x G V) (15.4-17) 

с заданной нормируемой «возмущающей» функцией Г (х) не имеет единственного нормн- 
руемого решения, удовлетворяющего заданным краевым условиям. Спектр может быть 
непрерывным ин остаточным, а также дискретным, который определен уравнением (16) 
с нормируемыми собственными функциями 1 (х). | 

В частном случае, когда В (х) =1, говорят о спектре дифференциального оператора L. 
Если Ё — эрмитов оператор и В (х) > 0, то дискретный и непрерывный спектр 

задачи (16) включается в предельный спектр (п. 14.8-3, 9). Часто можно получить пре- 
дельный спектр приближением задачи о собственных значениях последовательностью 
задач о собственных значениях, имеощих лишь дискретный спектр. В процессе таких 
предельных переходов собствсиные функции заменяются множеством функций, зависящих 
от непрерывно изменяющегося параметра А; такие функцви известны под названнем 
обоб'цеиных собственных функций; они удовлетворяют уравнению (15). 

Пример. Обыкновеивое дифференциальное уравнение 

d?® (x) 
me = —АФ(х) с У == (0, ®) 

при красвьых условиях 
© 

Ф (0) =0, | | Ф @) 14 < о 
0 

имест испрерызный спектр 0 < А < со. Этот сисктр аппроксимируется дискретиым спект- 
pom A = (2п/д)? ( =0, 12, ...) задач о собствепиых значениях 

4Фа (х) 

dx2 = —A Dg (x) c V= (0, a), Ф (0) =Ф (а} =0 

при д -+ оо. Собствениые фупкции sin xX (k=0, 1, 2, ...) последней задачи аппрокси- 

мируют обобщенные собственпые функции $ Vix при а -+ < (переход от рядов Фурье 
к ннтегралам Фурье). 

15.4-6. Собственные значения и собственные функции эрмитовой задачи 
о собственных значениях. Полные ортонормированные множества собственных 
функций (см. также пл. 14.8-4, 14.8-7, 15.2-4, 15.3-3, 15.4-3, Ъ). 

(а) Если оператор Ё. в уравнении (15) эрмитов, то 
1. Все значения ^ спектра действительны. 
2. Нормируемые собственные функции фь ф», соответствующие 

различным собственным значениям, взаимно ортогональны;: 

(фо фь)= | фир а =0 (i KA). 
V 

Если |1 —эрмитов оператор, имеющий чисто дискретный спектр, то имеет 
место следующая теорема разложения: 

3. Существует ортонормированная последовательность собствен- 
ных функций py (xX), фо (х), ..., доставляющая разложение в ряд 

g(x) = ta (X) + Gp We (x) Fees 
в средне 

(a,=\p,p dV, k=1, 2, ...) (15.4-18а) 

каждой квадратично интегрируемой функции ф (х), удовлетворяющей 
краевым условиям задачи и такой, что Е ф(х) существует почти 
всюду в Т. a 

(5) Эти же теоремы распространяются на «обобщенную» задачу о собст- 
венных значениях (16), где 1. —эрмитов оператор и В (х) > 0 в предположении,
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что ортогональность и пормированность переопределены посредством скаляр- 
ного произведения 1) 

(и, о)в =\ цоВ ау. 
у 

Таким образом, разложение (18 а) заменяется более общим разложением 

P(X) = Ay Pr (x) -F Ae Po (x) ors (a, = фиФВ аУ, Е=1, 2, ...). (15.4-18 6) 
у 

Ортонормировапность собственных функций \ф, (х) определена как 

— 0, если #22 А, [ьвау а { \ I, ecnn 1=k i, RAT, 2, an) (15.4-19 а) 

Эти соотношения содержат как частный случай соотношения, полученные для 
задачи (15). 

(<) Для эрмитовой задачи с (пеобходимо действительным) непрерывным спектром, 
обладающим обобщенпыми собственными функциями (см. п. 15.4-5, 4), существует мно- 
жество обобщенных собственных функций VD, (x, A), для которых 

[0G MVE MBO dVE)=6A—d). (15.4-19 5) 
у 

°15.4-7. Эрмитова задача о собственных значениях как вариациониая задача 
(см. также пп. 11.7-1 — 1.7-3, 14.8-8, 15.3-6, Б, 15.4-10). 

(а) Задача о собственных значениях (16) для эрмитова дифференциального 
оператора |. с дискретными собственными значениями \1, №, ›.ь эквивалентна 
каждой из следующих вариационных задач 1), 

1. Найти функцию 41 (х)=5=0 в И, удовлетворяющую данным 
краевым условиям и обращающую вариацию (пп. 11.5-} и 11.5-2) 

  

фупкциопала _ 
Гфыфрау 

С С — г Е (частное Релея) (15.4-20) 
. - 1 2 

у 

в пуль. 
2. Найти функцию \(х), удовлетворяющую  данпым краевым 

условиям и обращаюшую вариацию функционала 

(ф, р) = \ ply av (15.4-21) 
у 

в пуль при условии, что 

(р, Ву) = 1 ф В ау =1, (15.4-22) 
у 

В каждом из этих случаев Функция ф==4р, (х) доставляет функционалу ста- 
ционарное значение Аи. 

Таким образом, возможно использовать прямые методы вариациониого 
исчисления, в частпости, метод Релея — Ритца (п. 11.7-2), при решении задачи 
о собственных значениях для обыкновенных дифференциальных уравнений 
и уравнений с частными производными. 

(5) Пусть дан эрмитов оператор Ё с дискретным спектром, содержащим 
не более конечпого числа отрицательных собственных значений (пп. 15.4-8, 
15.4-9), и пусть собственные значения расположены в порядке их возрастапия, 

  pam 

4) B одномерном случае dY = dx,
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причем собственные значения ранга т повторены т раз: №1 = № =... Наа* 
менышее собственное значение м равно минимуму частного Релея (20) для 
произвольных «допустимых» функций ф\х), т, е. для произвольных норми- 
руемых 4 (х), которые удовлетворяют данным краевым условиям и таких, что 
частное Релея существует. 

Аналогично г-е собственное значение А, указанной выше последовательности 
не превосходит частного Релея длл всех «допустимых» функций ф (х) таких, что 

| ФА BdV=0 = (15,4-23) 

для каждой собственной функции pp, соответствующей Эл, №5, ... , Ал (Прин- 
цип минимакса Куранта). 

15.4-8. Одномерная задача Штурма — Лиувилля о собственных значениях. 
(а) Рассмотрим одномерную действительную переменную х и пусть Й — 

ограниченный интервал (а, 6). Тогда наиболее общий действительный эрмитов 
дифференциальный оператор. второго порядка Ё имеет вид (9). Действительное 
дифференциальное уравнение (однородное дифференциальное уравнение Штур- 
ма — Лиувилля) 

И 

ве [ро чае") 9 +9 $|=^Вф — (15.4-24a) 
определяет самосопряженную задачу ‘о собственных значениях, если это ура- 

впение дополнить однородными линейными краевыми условиями 

В. ф=0 1$’ (2) НВ ф(2)=0, Bap = agp! (6)+- Be ф (2) —=0, (15.4-246) 
или условиями периодичности 

В. ф=1 (2)—1(5)=0, В.ф ==’ (а)—$' (6) =0. (15.4-24c) 

Здесь предполагается, что р (х), 9(х) и В(х) дифференцируемы в [а, 6}, р (х) 
и В(х) положительны в [а, 6] н не существует собственных функций, отве- 
чающих числу ^=0. Эти предположения обеспечивают дискретность спектра. 

Хх При условии (24%) все собственные значения. имеют ранг |. При усло- 
виях периодичности (246) ранг может равняться двум. Например, уравнение 

р’ -- Ар=0 с условиями (246) при а=0 и ф==2л имеет собственные числа 
А, = 12 и собственные функции с0$ лх и sin nx. 

Больше двух ранг быть не может. 
‘Если в задаче (24 а, 6) р (х) >0, В(х)>0, 9(х) =0, @1В, = 0, ©5В» =0, 

а? -|- В? > 0, - В: > 0, то все собственные значения положительны, за иск- 

лючением случая, когда 4 (х) =0, В, =вВ. ==0, в котором №==0. x 
Если собственные значения расположить в порядке возрастания № = 

=А.=,..., то Аи асимптотически пропорционально п? при п — со (п. .4.4-3). 

  

В пп. 9.3-4—9.3-10, а также в пп. 21.7-1—21.8-12 изучены различные упрощающие 
преобразования и методы решения одпородных дифференциальных уравнений типа (24). 
Задачи Штурма — Лиувилля возникают, в ‘частности, при разделении переменных в крае- 
вых задачах для линейных дифференциальных уравнений с частными производными 
(см. пп. 10.4-3—10.4-9) и имеют важное значение в квантовой механике. Заметим, что 
каждое дифференциальное уравнение вида - 

dp; ap . а. 
age TF a1 &) ae К Qe (x) P=AA (x) 1p (15.4-25) 

можно привести к виду (24а) посредством умножения обеих частей его на 

ay (X) — ap (x) exp \ ae) dx 

  

Qo (x) 

(см. также п. 9.3-8,.а). Отсюда следует, что примеры пп. 10.4-3—10,4-9 могут рассматри- 
ваться как задачи Штурма — Лиувилля.
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(6) Если в формуле (9) положить G(x) 294 (xX) — 4, (x), TO 

b b b 
J ири`аЕ = Г [((ри?2 + 29 ии’ Е 921?) 45 — (рин’ | 91и?)] , 

а a (15.4-26) 
b b b 
J uo dt = f[ [pu’v’ + 9, (u’v + uv’) + gauv] d& —[(pv’ — a2) uj 
a a - 

Иятегралам (26} во многих приложениях (см. также п. 15.4-7) можно придать физический 
смысл. 

(с) Обобщения и родственные з адачи. Многие общине задачи связаны 
С рассмотреннем неограниченного интервала \ == (0, oc) или У == (— 0, ©) с краевыми 
условнямн, в которых указывается асимптотическое поведение 1]: (х) иа бесконечности или 
другие ограничения. Далее, могут допускаться особенности в точке х=а или х==3 
у фуикций р (х). 9 (х) HoH B(x). В случае, когда функции р (х), 9(х) или В(х) имеют 
особенности на концах ограниченного интервала (а, 5). спектр может оставиться чисто 
искретным. 

Неодноробная красвая задача, включающая оператор Штурма— Лпувилля -. может 
быть решепа метсдами пп. 9.3-3, 93-4, 15.4- 12. 15.5-1. 

15.4-9. Задача Штурма — Лиувилля для уравнений с частными производ- 
ными второго порядка (см. также п. 15.4-3, с). 

(а) Пусть х == (1, х®, ..., хп). Определим скалярное произведение фор- 
мулой (2) с АИ = = dxtdx2...dx", Toraa действительное уравнение с частными 
производпыми (многомерное одноробное уравнение Штурма — Лиувилля) 

п 

=-| 22 
® = 

  

д) ф=АВф (15.4-27) 
т 

с функциями р=р (1, х?, ... , хп) > 0, B (xl, x2, 2.0, x”) > 0, gq (x1, x2, ..., x7), 
лнфференцируемыми na V an S, ompexenseT camoconpsxKenHylo 3ana4uy 0 COE- 

(А . 
ственных значениях при однородных красвых условиях вида a OV. + Bip =0. 

Если заданная область ограничена, то спектр собственных значений указанной 
задачи бигкостен и содержит не более чем конечное число отрицательных соб- 
ственных значений. Если расположить собственные значения в порядке их 
возрастания М=^№= ..., ло м —+ со при п оо. 

(6) В трехмерном случае последияя теорема приложима к задаче о собственных 
значепнях для дифференциального уравнения 

— Ур — 9 (х1, 2, хз) POA B (x1, x2, x3) p 

с краевыми условиями вида а SY. + py =o, B>0 8 @, о днфференцируемыми в Уи на 5. 

Из обобщенной формулы Cpune 112) следует 

J uLudV = J ((yu)? — gu2] dV ~ J (u yu) - dA. (15.4-28) 

У у _ $ 

Интегралу 126) во мпогих приложениях (см. ‘гакже п. 15.4-7 и табл. 5.6-1) можно придать 
д:нзический смысл. 

15.4-10. Теоремы сравиения (см. также п. 5.6-1,Ь, 14.8-9, си 15.4-7). 
Нижеследующие теоремы сравнения имеют место для дифференциальных ура- 
внений Штурма —Лиувилля как обыкновенных, так и с частными производ- 
ными, определенных в пи. 15,4-8—15.4-9. 

Пусть дано некоторое дифференциальное уравнение (244} или (27) и интер- 
вал или область У с краевыми условиями (246) или (24с) (В/х > 0); тогда: 

. Возрастание р. и 9 и/или убывание В влечет возрастание соб. 
omeenitere значений \„; аналогично убывание р и 4 и/или возрастание 
В влечет убывание собственных значений. .
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2. Расширение интервала или области У влечет убывание соб- 
ственных значений А», порождаемых условиями 

ф (а) == (6) =0 или (м, хо, ...; Хп) =0 на 8, (15.4-29а) 

и убывание собственных значений Ак, порождаемых условиями 

$" (а) =’ (6) =0 или SY =0 на S. (15.4-298) 

3. Каждое собственное значение \,, порождаемое краевыми усло- 
9 виями 9’ (а) ВФ (а) = $’ (В) Вт (6) =0 или a 5%. -ф-=0 на 

5 с В/а 0, есть неубывающая функция от В/а. В частности, усло- 
Bun Неймана (295} не увеличивают собственных значений сравни- 
тельно с условиями Дирихле (29а). | | 

4. Модификации задачи о собственных значениях, усиливающие 
ограничения (присоединение условий) на \ф, влекут неубывание соб- 
ственных значений. 

Теоремы сравнения имеют важное значение для теории колебаний (эффект масс, 
жесткость, геометрия натуральных частот). 

Примеры (см. также п. 10.4-9): }’’=— А, (x) (колебания струны} и 51 (х, у, 2} == 
=: — А (х, И, 2) (колебания мембраны). 

15.4-11. Решение дискретнык задач о собственных значениях методами возмущений, 
Даны собственные значения A, и ортонормированные собственные функции $, эрмитовой 

задачи 
Lt = Ap. (15.4-30) 

Требуется аппроксимировать собственные значения А}, и собственные функции tp, «BO3- 
мущенной» эрмитовой задачи . 

Lab eb th = Ad (15.4-31) 

при неизменных краевых условиях: 21.” — малый возмущающий член (8 < ]). 
(а) Ранг А; равен 1. Для каждого собственного значения А, невозмущенной 

задачи имеем 

она \ а | 
А, +26 - а ome | 

ey 
т > .@=1, 2...) (15.4-32) 

не Ум | Z i A; hy Rk чо 

Е 1 J 
где , _ 

Lip = J O;L’, dV (1, В =1,2, ...). (15.4-33) 
у 

(5) Ранг А; равен 1172. Для каждого собственного значения А, ранга т с собствен- 

ными функциями ф,, ф., eee, Vn существуют т различных собственных значений воз- 

мущенного оператора. Соответствующие значения АХ = (A —^ )/2 аппроксимируются 
корнями векового уравнения т-й степени 

Loe — АХ Е @ee Lim 

Lay L,,— AN... Lom == 0, (15, 4-34) 

которые могут быть и совпадающими. Собственная функция или собственные функции, 

соответствующие каждому значению А = А yr А». аппроксимируются выражением ̀
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где а получены из уравнений 

тп 

У, a, (Lie — 8;p 44) = 0, рт. (15.4-35) 
kal 

Заметим, что не существует других т собственных функций, кроме указанных 

лыте, доставляющих аппроксимации /, и ф для случая ранга, большего чем единица; 

полученные аппроксимации для \ф имеют «нулевой порядок» и не пропорциональны е. 
Относительно приближений высшего порядка см. [5.2]. 

(с) Изучение непрерывного спектра см. [10.6]. 

15.4-12; Решение краевых задач посредством разложений в ряды по соб- 
ственным функциям (см. также пп. 10.4-2, с, 14.8-10, 15.4-4, 15.5-2; примеры 
см. п. 10.4-9). 

(а) Очень важный класс физических краевых задач (например, упругие 
колебания, электромагнитная теория} относится к действительным линейным 
дифференциальным уравнениям — обыкновенным или с частными производными 

LD (x) —A B(x) D (x) =f (x) (xe V), (15. 4-36) 

|. — эрмитов оператор (см. п. 15.4-3, Ъ), В (х) > О в И при заданных однородных 
краевых условиях. Если } (х) ==0 в У (нет приложенных сил, токов ит. п.), 
TO уравнение (36) сводится к дополнительному уравнению 

L w (x) ==A B (x) tp (x) (ЕЙ), (15.4-37) 

которое удовлетворяется только собственными или обобщенными собственными 
фупкциями 1 (х) со спектральными значениями Л. В неоднородном случае (36) 
(например, вынужденные колебания) \ является заданным параметром. 

Рассмотрим сначала задачу (36), при условии, что задача о собственных 
значениях (37) имеет чисто дискретный спектр (не обязательно различных) 
собственных значений A,, А», ... с соответствующими ортонормированными 
функциями 4р, (х), ть (х), ... (п. 15.4-6, 5). Предполагая, что «вынуждающая 
функция» может быть разложена в ряд 

f(x)==B (x) D>) fe Pr (x) (ie= | wal av, k=l, 2, +) (15.4-38) 
k=1 . Vv 

для почти. всех хе И, можно ожидать, что решение уравнения (36) имеет 
инд «разложения по главным колебаниям» 

  

со 

oi = Yt ye, (15.4-39) 
в среднем 4 ЛЕ” 

К] 

Ряд (39) определяет решение Ф (х) однозначно в каждой точке непрерывности, 
если только параметр А не равен некоторому собственному значению А» 
(резопанс!). В последнем случае решение существует, лишь когда }(х) орто- 
гопально ко всем собственным функциям, принадлежащим А», так что № =0. 
Тогда существует бесконечное количество решений, состоящих из ряда (39) 
плюс линейная комбинация собственных функций, принадлежащих Ль. 

(5) Если краевая задача (37) обладает числю непрерывным спектром О A 

с обобщенными собственными функциями. %p(x, A), имеющими свойство орто- 
гональности (195) (например, оператор Штурма — Лиувилля имеет особенности 
п ИУ. или же У неограничена), то возможно представить решение Ф (х) как 
«обобщенный интеграл Фурье» по (пеобходимо действительному) спектру р).
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Имеем тогда почти для всех x GV 

Ф()= { Н(А)ф(х, А)аА, НА (ФЕ, МАУ -  (15.4-40) 
РА у | 

  

(см. также п. 10.5-1, методы интегральных преобразований). 
Если задача о собственных значениях (37) имеет как дискретный, так и 

непрерывный спектр, то решение будет содержать члены вида (39) и интег- 
рал (40); оба типа членов могут быть объединены в интеграл Стилтьеса по 
спектру. | 

(с) Методы решений пп. 15.4-12, а и 15.4-12, Б могут быть применены 
и тогда, когда данный оператор Ё не эрмитов, если только доказано суще- 
ствование соответствующих ортонормированных разложений по собственным 
функциям. 

15.5. ФУНКЦИИ ГРИНА. СВЯЗЬ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ И ЗАДАЧ 
О СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЯХ С ИНТЕГРАЛЬНЫМИ УРАВНЕНИЯМИ 

15.5-1. Функции Грина для краевой задачи с однородными краевыми усло- 
виями (см. также пп. 9.3-3, 9,4-3, 15.4-4; примеры см. в табл. 9.3-1, пп. 15.6-6, 
15.6-9). | 

(а) Линейная краевая задача 

LOD (x)=f(x) (xe V), . (15.5-1a) 

В: Ф (х)=0  @(=Ь2,..., М; хе 5) (15.5-16) 

представляет данную функцию {(х) как результат линейной операции над 
неизвестной функцией Ф (х), удовлетворяющей заданным краевым условиям. 
Если возможно записать соответствующую обратную операцию в форме линей- 
ного интегрального преобразования (n. 15.3-1) 4) 

Do) = | ба, ЭЛ Ee (15.5-2) 

для каждой возможной фупкции [(х), то ядро С@(х, ЕЁ) называют функцией 
Грина для данной краевой задачи (1). 

С (х, Е} должна удовлетворять однородным краевым условиям (16) вместе 
с условиями 

L G(x, Е) =0 (x, ESV; x6), 

(L G(x, Ба ®=1 (x & V) (15.5-3a) 
V 

ИЛИ 
ЫС(х, Е) =6 (х, Е) (x, EE V), (15.5-35) 

где 4 (х, Е) есть дельта-функция в системе координат, в которой поставлена 

краевая задача (п. 21.9-7). 

Формула (2) представляет решение Ф (х) краевой задачи (1) как суперпозицию эле- 
ментарных решений С (х, ® # (Е), имеющих особенность при х==ёЁ. Эта элементарные 
решения могут быть интерпретированы как эффект импульсных сил, точечных зарядов 
н т. д., оба. Е) в точке х=Е (см. лип. 9.4-3, 15.5-4, 15.6-6, 15.6-9). Функция Грина 
часто может быть найдена непосредственно интегрированием «символического диффе- 
ренциального уравнения» (36) с данными краевыми условиями методами, указанными 
в по. 9.4-5, 10.5-1. 15.4-12. См. табл. 9.3-3, ца. 15.6-6 и 15.6-9, где даны примеры функций 
Грина. 

  

1) В одномерном случае 4У = ах.
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) Модифицировазиная функция Грина (см. также п. '15.4-4). Краевая 
задача (1) не имеет функции Грина, удовлетворяющей уравнению (3), еслн эрмитово 
сопряжеиная краевая задача 

Ь*Х (х)=0 ХЕ) Вх =0. ие) (15.5-4) 
имеет решение Х (х). отличное от Х (х) == 0 (см. п. 15.4-4). В.этом случае тем пе менее 
возможно построить модифицированную функцию Грина С (х, Е), доставляющую предсга- 
вление (2) для всех} (х). ортогональных к Х (х). С (х, ЕЁ должна удовлетворять уравнению 

, со 

LGix, = 6 (x, — SY Хок © же © - (15.5-5) 

и краевым условиям (15). Здесь Хо (x) есть полная ортонормированная последователь- 

ность решений задачи (4). В рассматриваемом случае результирующее решение (2) не 
может быть единственным, однако существует единственная модифицированная функция 
Грика, которая удовлетворяет дополнительиым условиям ортогональности 

Гхок © ба, Б4У® =0 (k=1,2,...). (15.5-6)" Я = 

Если & — эрмитов оператор, то Хок СУТЬ Просто его собственные функцки для ^, == 0. 

(с) Функции Грина для эрмитово сопряженных краевых задач (п. 15.4-3, a) 
являются эрмитово сопряженными ядрами (п. 15.3-1, 5). Для каждой функции 
Г рина G(x, ЕЁ), принадлежащей эрмитову оператору L (n. 15.4-3), G(E, x)= 
z= G(x, §). . 

15.5-2. Связь краевых задач и задач о собственных значениях с интеграль- 
ными уравнениями. Резольвента Грина. 

(а) Если существует функция Грина С\(х, &) краевой задачи (1), то из 
формулы (2) следует, что общая краевая задача 

L ® (x)—A/ B (x) © (x) =f (x) (xe V), } 
B; ® (x)=0 ((=1, 2,..., N; x eS) 

эквивалентна линейному интегральному уравнению 

D(A LK E) @ (&) dE =F (x), 

К (х, = (х, ВУ, (15.5-8} 
Е (х) = ) С (х,: Е) (Е) а (&). | 

(15.5-7) 

Заметим, что интегральное уравнение включает в себя заданные краевые 
условия. В одномерном случае 4 (Е) = 4Ё и |8 (Е) | =Е|. 

Полученное интегральное уравнение распространяет теорию пп. 15.3-1 — 
15.3-9 и численные методы п. 20.9-10 на линейные краевые задачи и задачи 
о собственных значениях. В частности, можно использовать ряды Неймана 
(15.3-23) и аналитическое продолжение для введения резольвентного ядра 
(и. 15.3-7, с) Г(х, Е; А) так, что решение принимает форму 

Ф(х) = Р-НА | F (x, & ADF (8) a. (15.5-9) 
; V 

Г (х; Е; А) называют резольвентой Грина; она является ядром линейного пре- 
образования, представляющего резольвентный оператор (1. —/) 1 (п. 14.8-3, 4). 
Г (х, Е А) часто можно построить методами я. 1[5.3-8; следует отметить, что 
ядро К (х, Е) не необходимо должно быть нормируемым. Множество особых 
почек Х функции Г (х, Е; №) совпадает со спектром оператора \. (п. 15.4-5, 4), 
который может включать и непрерывный спектр. В частности,  полюсы Г (х, Е; А) 
соответствуют дискретным собственным значениям |, тогда как точки раз- 
оетвления гказывают на наличие непрерывного спектра (см. 15.2). 

16 Г, Корк и Т, Корн
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(5) Задачи для эрмитовых операторов. Разложение 
ункции Грина по собственным функциям {см, также п, 15.3-3, 

15.3-4, 15.4-6, 15.4-12). 
В важном частном елузае, когда № —эрмитюз оператор в В (х) действи- 

тельна и положительна в У, можно ввести новую неизвестную функцию 

6 (xy O (x) VB (View) (15.5-10) 

и заменить уравнение (8) линейным ‘интегральным уравнением с эрмитовым 
адром 

B(x)—A J К(х, 9 ФЕ dt =x F (x), 

  

K(x, De G(x, DV Bi) B(E)V ig (we ©. (15.5-11) 

F (n= V B(x) Vig)! J G(x, E) F(R) AV 

Эрмитова задача о собственных вначениях 

ЫФ (4) =Л В (14) $ <) —(ЕУ), 5 

В, $ (<) =0 = 2p tee М; хе$5$) } п ‚=-12а) 

и интегральное уравнение ~ a ~ 

$ (<) =^ [Ка £) tb (8) a ‚  415.5-126) 
| у 

имеют идентичный спектр; соответствующие собственные функции ‘th (x) x $ (x) связаны 

соотношением \р(х) == (х) Ув (УЕ)! * Если спектр собственных значений чисто 
дискретный, то существует полная последовательность собственвых функций $; (х) и 

Yj (x) Tak, что 

} вфщь ат = } Я eV = Op, (15,6613) 

В этом случае К (х, Е) есть нормируемее ядро и 

oo 

Gi = У >— фи © Фи, ЕЕУ. (15.54) 
в среднем „—} й 

Последнее выражекие ве содержит явно В (х) илв & (х), В случае задачи Штурма — Лну- 
вилля с чисто дискретным спектром (пп. 15.4-8, аи 1[5.4-9) ряды (14) сходятся абсолютно 
в равномерно в \У (см. также теорему Мерсера п. 15.3-4). 

(<) Если данная краевая задача (7) выражается в терминах дифференциальвых инва- 

риантов (п. 16.10-7), то С (х, &), K (x, &йикК (х, Е) являются функциями точки, инвари- 
антными относительно преобразований используемой системы координат, 

15.5-3. Приложение метода функций Грина к задаче с начальными условиями; 06б06- 
шенное урапиение диффузии (см. также пп. 10.4-7, 10.5-3, 10.5-4). Гребуется найти реще- 
ние Ф —= Ф (х, ® задачи 

  

o® 
2 — 12 - — 6 = { 

Ф (х. 0) = Фо (x) 

с заданными константами а?, 6 и однородными краевыми условиями Ф =0 nnn 0M/da=0 
на границе даиной п-мерной области У, п =1,2 или 3, Имеем 

{ . 

@D (x, 1) = f JG, & & DL, t=) at dV (&) = a? J Gu, Е, 0) Do (§) aV (8) (¢ > 0), 

OV V 
(15.5-16)



18. 5-4. 15.5. ФУНКЦИИ ГРИНА 483 

де С (х, &; Е, 1) — функция Грина, удовлетворяющая заданным краевым условиям, и 

0G 
3G mq? —— — 0G = 86 (x, £&) 5 (t — 7), 

у ot (%, 5) 8 ( (EV). (15.517) 
С =0 (<3 

Всли ф, (x) и Ap — соответственно собственные функции и собственные значения про- 
странственногео волневего уравнения 

VF (x) + Ap (x) = 0 (x€ V) (15.5- 18) 

При заданных краевых условиях (пп, 16.4-4 и [0.4-5, 6). то 

( — ——— ©) — 
бивьте-ыУе # ем (>95. — 95549 

& 

Ecau V copmajlaeT c® sceM MpocTpancTBoM, TO 

Gi, 68 0 . 
2 п/2 2 го b 

=— [=е-=| =: exp |- = те —2(@-— »| (( >t; a=1, 2, 3), (15.5 -20) 

где |г-0| — расстояние между точками (х) = (г) и (&) = (0). | 
Результирующее рещение (16) известно как интегральное решение Пуассона задачи 

о диффузии. 

15.5-4. Метод функций Грина для неоднородных краевых условий (см. 
также п. 15.4-2). 

(а) Решение Ф (х` трехмерной линейной краевой задачи 

L@(x)=0 KEV), BO(x)=b(x) (x eS) (15.5-21) 

часто может быть записано в форме поверхностного интеграла 

Ф (х) = | Go (x, &) 6 (E) GA (8). | (15.5-22) 

для каждой заданной функции 6 (х), интегрируемой на 5. Сс(х, Е) должна 

удовлетворять данному дифференциальному уравнению при хе=уУ, Ё = и 

BGo(x, &)=0 (x, GS; x #6), 

\в Gy (x, В 4А®=1. (25 

($ (х, Е) называют либо функцией Грина ‘второго рода, либо просто функцией 

Грина (см. также п. 15.6-6). Аналогичные соотношения имеют место H 8 Osy- 
мерном случае (см. также п. 15.6-9). Линейные краевые задачи для неодно- 
родных дифференциальных уравнений, так же как и при неоднородных кра- 
евых условиях, могут быть часто решены суперпозицией объемного (2) и по- 
берхностного (22) интегралов. 

(5) Как указано в п. 15.4-2, каждая краевая задача (21) может рас- 
сматриваться как краевая задача типа’ (1). Отсюда следует, ато Go (x, Е) 

может быть выражена через обычную функцию Грина С(х, &), определенную 
способом п. 15.5-1 для задачи с «дополнительными» однородными краезыми усло- 
вилми. В частности, рассмотрим двумерную и трехмерную краевую задачу 
‚дли действительного самосопряженного дифференциального уравнения вида 

L® (x) =—[V2-+- g] D(x)=0 (хе), (15.5-24) 

Где 9==9(х) — действительная дифференцируемая функция. Если С(х, Е) — 
функция Грина, удовлетворяющая уравнению 

— 2-91 С (х, &) =5(x, В (15.525) 
16*
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при заданных однородных краевых условиях (п. 15.5-1), то формула Грина 
(15.4-12) дает , 

Ф OG (x, &)] | Фо) = | [6 9 F-o@SE? laa . we), — (15.5-26) 

  

где символ 0/0д%у обозначает производную по нормали. Отсюда для к раевых 
условий вида 

BO(x)=O(x)=b(x) (x eS) (15.5-27) 
(т. е. для условий Дирихле} решение (22) приводит к соотношению 

, G (x, § 
Gs (x, = SG 8) с 5 (Е = $}, (15.5-28) 

где G(x, Е) удовлетворяет в И’ уравнению (25) и обращается в нуль на $. 
Для краевых условий (задача Неймана) 

B® (x) == =6 (х) (x & S) (15.5-29) ~~ On 

решение (22) дифференциального уравнения (24) сводится к использованию 
«функции Неймана» | 

| | Go (x, §)= G(x, Е) (Ee S), (15.5-30) 

где С (х, ® удовлетворяет уравнению (25) в У и О0С(х, Е)/дп ==0 на $. 

В пп. 15.6-6 и 15.6-9 указапы приложения этих соотношений при решении краевых 
Зидач для эллиптических дифференциальных уравнений. В п. 10-3-6 показан сходный ме- 
тод при решении задач с начальными значениями OAR уравнений гипербодического типа 
\сМм. Также п. 10.3-5). 

15.6. ТЕОРИЯ ПОТЕНЦИАЛА 

15.6-1. Введение. Дифференциальные уравнения Лапласа н Пуассона (см. 
также п. 5.7-3, 10.4-3 и 10.4-5). Многие важные приложения связаны с ре- 
шением Ф (г) линейных уравнений с частными производными; 

уравнения Лапласа 
УЗ Ф (г) =0, (15.6-1) 

У? Ф (г) =-— 4л0 (г), (15.6-2) 

где Ф (г) и О (г) — функции точки в трехмерном точечном евклидовом Npo- 
странстве (г) == (х, ы, 2) == (11,'х?. x3) или двумерном точечном евклидовом 
простраистве (г) == (х, y) = (х1, х?), Ф (г) часто иитерпретируется как поштен- 
циал безвихревого векторного поля 

Е (г) =УФ (г), 

порождаемого распределением зарядов или масс, так что У.Е {г} =4л О (г) 
(пп. 5.7-2, 5.7-3, 15.6-5). Изучение таких потенциалов и, в частности, реше- 
ний дифференциального уравнения Лапласа (1) известно как теория‘ потен- 
циала. 

15.6-2. Трехмерная: теория потенциала. Классические краевые условня задачи. 
(а) Задача Дирихле. Ограпичевная область У, допускающая реше- 

пие краевой задачи (Дирихле) 

У2 Ф (г)=0 (гЕУ), DO(r)=—d(r) (re S) (15.6-3) 

для всякой заданной непрерывной функции В (г), называется областью Ди- 
рихле. Если решение существует, то оно необходимо единственно. Если У — 
несграниченная область, то должно быть указаво асимптотизческое поведение 

уравнения Пуассона
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решения на. бесконечности, скажем, Ф (г) =0 (1/г) (при г-—+ 091 последнее 
условие влечет единственность решения в случае его существования. В п. 15.6-6, 4 
обсуждаются вопросы существования решения. 

Решение Ф (г) задачи Дирихле (3) доставляет стационарное значение интегралу Дн- 

рихле f (vam)? ау, где Ф (г) предполагается дважды непрерывно дифференцируемой в У 

у 
и на $ и удовлетворяющей данным краевым условиям (см. также п. 15.4-7, а). Задача 
Дирихле имеет особую важность для электростатики (см. п. 10.4-5). 

(6) Задача Неймана. Для второй классической краевой задачи 
(Неймана) 

VO(r)=0 (rev), Wor) (eS), (15.6-4) 

где 6 (г) —данная непрерывная фупкция; существование решения требует 

выполнения условия 6 (г) 4А=0 (см. также теорему Гаусса, табл. 5.6-1). 
$ 

Если У — неограниченная область, то для существования решения необходимо 
Ф (г) =О0 (1/г) и ОФ/дп =0 (1/г*) при г-+ со. Решение задачи Неймана в огра- 
ниченной области У единственно с точностью до аддитивной постоянной- 

Задача Неймана возникает, в частвости, при изучении течения несжимаемой жидко- 
сти (см. п. 10.4-5). _ 

15.6-3. Теорема Кельвина об инверсии. Если Ф (г) есть решение дифференциального 

уравнения „Лапласа в некоторой области У, лежащей внутри сферы [г —а] = А, шо 
фиучкция 

к вю Ф (г) = ЧЕ-аГ Ф [же (г — а) a| (15.6.5) 

всть решение уравнения Лапласа в соответствующей области, лежащей вне сферы, ц 
обратно. . 

В сферических: координатах г, 0, ф это означает, что если Ф (и, 0, 4) есть решение 
. 3 

при г < К. то — Ф —, 6,`ф } ееть решение при г> В, и обратно. 

Отсюда следует, что так называемая внешиля краевая задача 

УФ (г) =0. | (г вые V), 

дФ 
wot tm = 6 а `; + B® (г) (г=5), (15.6-6) 

Ф®=о (7) при го 

для ограмиченной области У может быть преобразована в соответствующую краевую 
задачу для внутренней области У, полученной из У посредством преобразования ни- 
версии 

~ R2 - 
г —а = тар (¢ — а). (15.6-7) 

15.6-4. Свойства гармонических функций. 
(а) Теоремы о среднем значении и максимуме мо- 

дуля. Решения Ф (г) уравнения Лапласа (1} называют гармоннческими 
функциями. Каждая функция Ф (г), гармоническая в открытой области У, 
аналитична (п. 4.10-5, 5) и имеет в У гармонические производные любого 
порядка. Каждое значение Ф (г!) равно среднеарифметическому (п. 4.6-3) зна- 
чений` Ф (г) на` поверхности (а-отсюда и по объему) сферы с центром в точке 
Тэг, в предположении, что сфера содержится внутри области У (теорема 
о среднем значении). Обратно, непрерывная функция Ф (г) является гармони- 
ческой в каждой открытой области, в которой выполняется’ свойство среднего 
ьначения. | 

Функция Ф (г), гармоническая внутри ограниченной области У и на ее 
иранице 5, не может иметь максимума или минимума внутри У (теорема
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0 максимуме модуля, см. также п. 7.3-5). Если Ф (г) — гармоническая в У, 
пепрерывна в У ина $ и равна нулю на $, то Ф (г) =0 вУ. Если Ф (г) — 
гармоническая в У, непрерывно дифференцируема в У и на`$ и 0M/dn==0 
на 5, то Ф (г) постояниа в И. Теорема об инверсии п. 15.6-3 доставляет ана- 
логичные теоремы для неограниченной области И’ вне $. 

(Ъ) Теоремы Гарнака. Следующие ниже теоремы иитересны в связи с.аппро* 
симацией гармонических функций. 

Если последовательность 5% (г), $1 (Г), $» (г), ... Функций, гармонических в У и 
непрерывных на границе $ области У, равномерно сходится на $, то эта последователь- 
ность сходится равномерно в У к некоторой функции $ (г), гармонической в У в такой, 
что $ (г) = lim s п (г) на $. Последовательность частных производных от функций 5 (г) 

1 00 

сходится равномерно к соответствующей частной производной $ (г) в каждой замкнутой 
подобласти У (первая теорема Гарнака). 

Пусть дана последовательность функций 5% (г), $, (г), $3 (г), ..., гармонических в У 
ци таких, что 5% (г) > 51 (г) > $. (г) 2 .., для всех гв У. Из сходимости этой последова- 
тельности в некоторой точке У следует сходимость последовательности всюду в Уи 
равномерная сходимость в каждой замкнутой побобласти У; предел данной последова- 
тельности есть функция, гармоническая в У (вторая теорема Гарнака). 

15.6-5. Решения уравнений Лапласа и Пуассона как потенциалы. 
(а) Потенциалы точечного заряда, диполя и мульти- 

лоля. Следующие ниже частные решения уравпения Лапласа имеют осо- 
бенно простую физическую интерпретацию: 

потенциал единииного точечного заряда в точке (6) = (Е, \, 0: 

1 
== =. у 15.6-8 

У (х— &2- (у — yn)? + (2—0? (rp) ( ) 

потенциал единичного диполя, направленного вдоль единичного вектора Uy 
в точке (р): 

    
I 

фа (Г— 0) =— (Ш1 У) Ф (гр) — (ГэЕр). (15.6-9) 
Более общо, потенциал мультиполя порядка | в точке о =0: 

Ф; (г) = (—1)/ (py: V) (фу .7)... (ри - У) Фо (г) = 
. У 

= SOS QP, See (гро), = (15.6-10) ава 
Пг 9% 09 08 

где так пазываемые компоненты момента мультиполя о суть копстанты, 

определяемые посредством } векторов ру, р», ..., р» образующих мультиполь. 
В сферических коордипатах г, 0, ф имеем 

1 1 = Фу) == O(F)=sr Vi 8) © #0), (15.6-11) 

где У,;(ф, 6) — сферическая функция ]-го порядка (п. 21.8-12). Мультиполи 
второго и третьего порядков известны под назвацием соответственно квадри- 
поля и октиполя. 

(5) Потенциалы распределений зарядов. Соотношения 
для разрывов. Другие частные решения уравнения Лапласа получаются 
линейной суперпозицией (или интегрированием) простых потенциалов и потен- 
циалов диполей. В частности, представляют иптерес объемные потенциалы 
распределений зарядов и диполей 

9 (р) go (r—p) dV (oe) =| A av (p), (15.6-12) 
V V 

‚— (р) У] Ф (г — В) dV (eo) =— [fp ()-V] a7 AV (@) (15.6-13) 
V V
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и потенциалы поверхностных распределений зарядов и диполей (потенциалы 
проетого и двойного слогв) 

{5 (0) g (r—p) dA (p) = } aA (0), (15.6-14) 
$ S 

— 1p (p) {dA (0) + ¥] go (9) =— J p (0) SE dA (p) = 
$ 

-- 5 

~ № (9) Sa (ios о 7) dA (0). (15.6-15) 

Потенциалы одномерных распределений зарядов (линейные интегралы) представляют 
иптерес главным образом в двумерной теории потенциала (п. 15.6-7). 

Если плотность зарядов @ (г) ограничена и интегрируема в У, то простой объемный 
потенциал (12) и все его производные существуют и равномерно непрерывны при всех г; 
производные могут быть получены дифференцированием под знаком интеграла. Потен- 
цкал удовлетворяет уравнению Пуассона (2}, если @ (г) ограничена и непрерывно диф- 
ференцируема. Если функцин поверхностной плотности С (г) и р(г) дважды диффереин- 
цируемы на $, то: 

1. Потенциал простого слоя (14) непрерывен в каждой регулярной точке Го поверх» 
ности $. То же самое имеет место для производной дФ/0Ё в некотором направлений 
касательном к $ в точке го. однако производная ОФ/да вдоль нормали к $ в точке # 
претерпевает разрыв, причем 

ao] am rl, _ in|. = —-400 (го). (15.6-16) 

Здесь индексы -- и — указывают соответствующие односторонние пределы, когда г -+ Гб 
по положительной или отрицательной сторопе нормали к 5. 

2. Разрывы потенциала двойного слоя (15) и его касательных производных удовлет- 
воряют соотношениям 

Dy (ro) — Ф (Го) = Ф (Го) — Ф- (го) = 27р (го) (15.6-17) 

ог | | a7 | | Op 
—— | = -— es == | =2д--- (15.6-[3 Обь бью 9 at 

в каждой регулярной точке го, принадлежащей $, в которой нормальная производная` 
дФ/дп непрерывна. 

Замечание. В частном случае, когда р (г) = р. потенциал двойного слоя (15) 
равен умноженному на р телесному угли с вершниой в точке (г); этот угол принимается 
положительным, если точка (г) расположена на положительной стороне нормали к 5. 
Для замкнутой поверхности $ потенциал разен —4лр, если (г) внутри $. и равен нулю, 
если (г) находится вне $. 

(с) Разложение по мультиполям и теорема Гаусса. Рассмоте 
рим потенциал Ф (г), порождаемый некоторой комбинацией распределений ‘зарядов, за- 
ключенных в ограниченной сфере |г| = 2; пусть От — конечный общий заряд. Ф (г) 

янляется линейной комбинацией потенциалов типа (12)—(15); для |г|> К можно разло- 
жить Ф (г) в ряд Тейлора (5.5-4) с членами (10) или в ряд по сферическим функциям (11). 
Дли достаточно. больших г потенциал таким образом последовательно аппроксимируется 
потенциалом точечного заряда От, расположенного в начале, потенциалом точечного 

впряда пл!0с потенциал диполя ит. д. (разложение по мультиполям). Для каждой регу- 
лярной поверхности, заключающей внутри себя распределепие зарядов, теорема Гаусса: 
(1ибл. 5.6-1) приннмает специальный вид 

\ dA-y@ = \ о аА = -— 4л0т. (15.6-19) 
$ 5 | 

(4) Общие решения уравнений Лапласа и Пуассона 
как потенциалы. Пусть У — односвязная, ограниченная или неограни- 
ченная трехмерная область с регулярной граничной поверхностью 5, и пусть 
Ф (г) дважды непрерывно дифференцируема в У и непрерывно дифференци“
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руема на 5; © (r) =O (1/r) при г — со. Тогда теорема Грина (табл. 8.6-] нли 
п. 15.4-3, с) позволяет представить Ф ый в- форме 

ФИ = { fee (Fp) Vp © (0)]- dA (0) — az x \{0(0) Yp Go(r—e)) -dA (0) — 
$ 

1 (gate) 0 (9) AV (0 (геУ), = (15.6-20a) )® 
фо (г = sp _  (5.6-206) 

где Vo означает дифференцирование по компоненте р; заметим, что У оФе(г- ©) == 
— УФ, (Г — 0). ФОрмиула (20) выражает любое решение Ф (г) 1! уравнения Пуас- 
сона (2) как потенциал, порожденный тремя распределениями: 

1. Распределения простого слоя (14) с плотностью. 

1 УФо.4А _ 1 OD 
An ад 4x dn’ 

3. Объемного распределения (12) с плотностью 

— 7. VO =Q (1). 

Последний потенциал равен нулю, если Ф (г) удовлетворяет в У уравне- 
нию Лапласа (1). 

Замечание. Выражение (204) обращается в нуль, если точка г находится вне У, 
и равно Ф (г)/2 для точек г, принадлежащих поверхности $. 

15.6-6. Решение трехмерных краевых ‘задач посредством функций Грина. 
Метод функций Грина пп. 15.5-[ и 15.5-4 позволяет выразить решение Ф (г) 
задачи Дирихле (3) и задачи Неймана (4) для подходящих областей У в форме 
поверхностных интегралов 

Ф )=| 5 (г, 0) b (p) dA (0). - (15.6-21) 

В п. 15.5-4,6 указана связь между «поверхностной» функцией Ох (г, 6) 

Грина и обычной функцией Грина С (г, ©), доставляющей решение 

Ф(г) = tn | Gr р Q(e) AV (p) | (15.6-22) 

уравнения Пуассона (2) при «дополнительных» однородных условиях Дирихле 
или Неймана. Суперпозиция решений (21) и (22) доставляет решение уравне- 
ния Пуассона с заданными граничными значениями Ь(0) функции Ф или 
дФ/дп (п. 15.4-2). Заметим, что С (0, г) =С (г, 0) (п. 15.5-1), Функции Грнна 
легко найти в следующих частных случаях (заметим, что ‘положительное 
направление нормали идет вне замкнутой поверхности). | 

(а) Функция Грина для всего пространства. Если И 
есть все трехмерное пространство, то формула (20) доставляет единственное 
решение (22) уравнения Пуассона при «краевом условии» Ф (г) == =0 (1/г) при 
г — со, Соответствующая функция Грина есть 

| С (г, в) = т = jn Fo (F — 8) (15.6-23) 
(см, также п. 5.7-3).
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(5) Нолупространство с условиями Дирихле. Если У — 
полупространство z> 0, то функции Грина для условий Дирихле имеют вид 

  

  

1 1 1 _1 у — _* . G0 =a (Ta Teer) = (-р-Ф(@-8), (5.6-24) 
8 a) __ z 8 6. Go (r, p)= ду д: | ли gape’ (15.6 25) 

гле точка (о) == (&, 9, ——6) есть зеркальное отражение точки (6) == (Е, \, 5) 
в граничной плоскости. Решение (22) может быть интерпретировано как 
объемный потенциал, порождаемый данным зарядом и индуцированным им 
зарядом в точке (0); решение (21) выражает влияние неоднородных условий 
Дирихле в виде потенциала двойного слоя, расположенного на границе. 

(с) Сфера с условиями Дирикле. Интеграл Пуаесона. 
Если У есть внутренность сферы |г|=Ю, то функции Грина при условиях 
Дирихле имеют вид 

__ 1 1 R 1 \ 
G(r, =a (aT |) 

— Г 

  

  

re ‘ 

1 R К? = ая [Ф (г) 25 Ф (гв) |, (15.6-26) 
— 94—96]. 1 r? — Ка .97 Gy (r, 0) = ду xl = An R (72+ R? — Юг cos де» › (15.6 27) 

где \) — угол между г ир, или | 

с0$ у = с0$ 0 соз 6" -|- $1 0 зп 9" соз (ф— $’), (15.6-28) 

если сферические координаты точек (г) и (0) обозначены соответственно 
через ‘г, 6, фир„, 0’, $’. Второй член в формуле (26) можно рассматривать 
как эффект индуцированного заряда, симметричного данному относительно 
сферы в соответствии с теоремой Кельвина об инверсии (п. 15.6-3). Решение 
(21) задачи Дирихле 

У2Ф (г, 6, ф)=0 (r<R), DI, p=b (6, g) 
имеет вид 

Mir, 6, p= . 

b (8’, g’) sin 6 d8" (интегральная формула 
(В: + г? — 2Ак с0з 1) Пуассона) 

R(R® 2) 2л л 
—s r г ° 

0 0 

  (15.6-29) 

н может быть интерпретировано как потенциал двойного слоя. 
Выражение (27) может быть разложено по сферическим гармоникам в соот- 

ueTcTBHH с (21.8-68) (разложение по мультиполям, п. 15.6-5, с, см. также 
и. 10 4-9). Формулы (26) —(29) доставляют решения для внутренности сферы 
(’ < М). Если У —внаиность сферы (г>^А), С(г, 0) также дается формулой 
(26), однако теперь. | 

06 (г, 0) _ ОС (г, 0) 
Со (г, с) =— ov — др | 

TUK что знаки правых частей формул (21) и (29) должны быть изменены на 
обритные. 

  

(4) Георема существования. Функция Грина С (г, 0) уравнения Пуассона 
# исловилми Дирихле и, следовательно, резиение задачи Дирихле с разумными краевыми 
уелопилми существует для каждой области, ограниченной конечным числом кусков регу- 
иярных поверхностей, каждая точка которих может быть вершиной тетраэдра, распо- 
AUMENNUCY 6HE Ve
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15.6-7. Двумерная теория потенциала. Логарифмический потенциал. 
(а) Во многих трехмерных задачах теории потенциала функция ФЛ (х, у, 2) 

не зависит от координаты г и У есть прямой цилиндр, граничная поверх- 
ность © которого пересекает плоскость Оху по. некоторой линии С (например, 
потенциал и течение вблизи бесконечного цилиндра, плоские границы). Эти 
вадачи составляют содержание двумерной теории потенциала. 

Теорема о дивергенции и теорема Гаусса принимают вид (4.6-33); исполь- 
зуя прямоугольные декартовы координаты х, у или плоские полярные коор- 
динаты г, ф, можно записать уравнение Лапласа в виде 

OD 1 O/, db), 1 oo 
WO == oa ae at aa ay? + ar (r ar) 7: 0" =0, (15.6-30) 

уравкение Пуассона — 

em, 0D 1 df ID 1 ae@ Роя ту (r а" )-+ A agi = 290, (15.6-31) 

гле Ф-=Ф (г), 9=0(г), г=(х, у) =(о, 9). 
На двумерные гармонические функции полностью переносятся теоремы 

п, 15.6-4; следует только в теоремах о среднем значении заменить сферы на 
окружности. Формула Кельвина (5) имеет место для каждой окружности 
r—a |=; таким образом, если Ф (и, ф) есть решение ana r<R, To 

= 5Ф( = ‚Ф) есть решение для г > Л, и обратно. 

(b)  Двумерное уравнение Лапласа (30) имеет элементарное решение, назы- 
ваемое логарифмическим потенциалом точечного источника в Гг==0, 

| 1 
Po (r— p) = In те In УБЕ ’ ” (15.6-32) 

которое описывает потенциал равномерно заряженной прямой линии в направ- 
ленин оси г. Функция (32} играет роль функции (8) в двумерной теории так, 
что потенциалы (12), (14) и (15) из п. 15.6-5 заменчотся соответствующими 
погарифмическими `потенциалами 

\ @ (р) hy (r—p) 4A (0) ={ 2 (9) In dA (0) (15.6-33) 
L 

  

  

Ww 

\ с (©) фо (г— 0) 4 (©) = "3 
-3 

и roe] 4s (0), (15.6-34) 

—{ p (0) G2 ds (9) = р (6) £ In iro о ———_ 4$ (0). (15.6-35) 
С 

Уравнение (20) заменяется на 

O()= a | Yor —p) Fy 4s (9) — 

—t {© (9) as(o)— 4. \ {фо (г— р) УзФ (р) 4А (6). — (15.6-36) 
$ 

Заметим, что 

oF С, GD ds (p ) = TE) an — of ot) т) dt. (15.6-37) 

`15.6-8. Двумерная теория потенциала; сопряженные гармонические функции 
(см. также пп. 7.3-2 и 7.3-3). 

(а) Плоскость Оху может рассматриваться как комплексная числовая 
плоскость с точками г2==х--й. Пара (необходимо гармонических) функций
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M(x, y) u Y (x, у) называются гармонически сопряженными в области О пло- 
скости Оху тогда и только тогда, когда функция 

—=Ф(х, у (х, у) 
ссть аналитическая функция от г=х--1у в области О. 

Сопряженные гармонические функции связаны уравнениями Коши —РИи- 
мана 

> ov OD ov 
dn Oy’ Oy Oe (15.6-38) 

и определяют одна другую всюду в ВР с точностью до аддитивной постоянной. 
Если дана функция Ф(х, у), гармоническая B D, To WV (x, у) выражается 
криволинейным интегралом 

| (x, y) 
ОФ Om V(x, y= f (— ag + Se dy)s (15.6-39a) 

(Xo, Yo) 

где хо и и›— произвольные постоянные, а.путь интегрирования расположен 
впутри О. Если дана % (х, и), то имеем 

(х, у) 
D(x, y= | 

(Xo, Yo) 

ow (5 ia = dx — SE iz dy). (15.6-395) 

Jlunuu O(x, y)=const u W(x, y)=const образуют взаимно ортогональные 
семейства. Эти линии имеют важную физическую нитерпретацию (эквипотен- 
циальные линии и линии градиента в электростатике, ‘линии уровня потен- 
циала скоростей и линии тока для несжимаемых течений). 

& часто называют комплексным потенциалом. 
(5) Каждое преобразование 

2=2(2) (z=x+iy, z=x+ty), (15.6-40) 

аналитическое в V и такое, что 42/42 э2 0 в У (конформные отображения, 
‚ 7.9-1), преобразует сопряженные гармонические функции M(x, y), VY (x, и 

в и попряженные гармонические финкции Ф (х, и), $ (х, у) с взаимно оргтпог 
нальными линиями уровней. 'Эта теорема позволяет упрощать граничные 
линии и линии уровия’ посредством конформных отображений (см. также 
п. 15.6-9 . 

(с) Пусть Ч (х, и) есть решение задачи Неймана 

Ow 
у: -=0 (BD), -.-=6 (x, y) =8 (s) (на С) (15.6-41) 

зин, что Ч (х, и и ее производные непрерывны на С и, следовательно, в О. Тогда функ- 
ция (396), комплексно сопряжениая функции Ч (x, и), "есть рещение задачи Дирихле 

УФ =0 (в2) Фа, у =В(х у =В (5 (ua C), (15.6-42) 
ГАО . ° 

ОФ ov NY we : . 
3s "On (на С) или В ($) =-— \ 6 (s) ds + const. (15. 6-43) 

решение Ф (х, и) задачи Дирихле ({42) аналогичным образом доставляет решение (33а) 
мидачи Неймана (41), если только 

— $} 6 (s} ds = 95 -- ds = (, | (15,0-44) 

тук, что георема Гаусса выполняется (см, также табл, 5.6-1 ип, 15.6-5, с),
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15.6-9. Решение двумерных краевых задач. Функции Грина и конформные 
отображения (см. также пп. 15.5-1, 15.5-4, 15.6-6). Методы функций Гривна 
пи. 15.5-[ и 15.5-3 позволяют выразить решение Ф (г} уравнения Пуассона (31) 
с однородными линейными краевыми условиями в виде 

Ф (г) = | G(r, p)Q() 44 (p) (15.6-45) 
D 

и решение Ф (г) уравнения Лапласа (30) с данными краевыми значениями 
Ь (г) функции Ф или ОФ/дп в: виде 

® (r) = { бу (г, p) 6 (9) ds (0). (15.6-46) 
G 

Решение уравнения Пуассона при неоднородных линейных краевых условиях 
может быть получено суперпозицией интегралов вида (45) и (46). Заметим, 
что С (г. ©) =С (6, г). 

Функции Грина легко находятся в нижеследующих специальных случаях. 
(а) Функция Грина для всей плоскости. Если D—sca 

плоскость, то формула (36) доставляет единственное решение (45) ‘уравнения 
Пуассона при «краевом условии». Ф (г) >0 при г- оо. Соответствующая 
функция Грина есть 

1 
С (г, 6)= In jr—ol 

(5) Полуплоскость с условиями Дирихле. Если О — полу- 
плоскость х > 0, то функции Грина для условий Дирихле имеют вид 

С (г, => {in 

(15.6-47) 

1 | 
и = 

jr —Q| aT] 
1 

+ 2 — nH)? . 

— ва [№ (г — р) —% (гв) я оли (15.6-48) 
0G — 96 1 х 

Ч 5 (г, ) = — 5; lp -o= ity”? (15.6-49) 

где точка (0) = = (—&, 11) есть зеркальное отражение точки (р) == (&, 1) B rpa- 
НИЧНОЙ Линии. 

(с) Окружность с условиями Дирихле. Интегральная 
формула Пуассона. Если О есть круг г< К, то функции Грина для 
условий Дирихле имеют вид | 

  

             

  

  

  

24] 2 , 

a $ (Ф— ©’) 
G (г, 9) = ал In r2 + 02 — orp COs (Ф _ ф”) ’ (15.6-50) 

| дс дб | | 
65, —)=— A= Selb = R~InR R2 + 72 —2Rr cos (9 — g’) ° (15.6-51) 

где о’, ф’— полярные ‘координаты точки (0). 
Решение (45) задачи Дирихле 

УФ {г, $) =0 (<^Ю) DO p=b(9), (15.6-52) 

принимает вид 
on 

_ it Ю?2 — г? ‚ ‚ (интегральная формула 
Or, Ф= Qn R2 +- 7? — 2Rr cos (p— 9’) 6 ($) ay Пуассона) (15.6-53) 

и может быть разложено в ряд Фурье по ф. 
Уравнения (50)—(53} доставляют решения для круга г< К. Если D есть 

область г> А, то д (г, 0) также выражается формулой (50); но в этом случае 
G 

Чо (г, в) =— 5; = — дор = Так, ЧТо зпак в правых частях формул (51) и 

(53) должен быть изменен на обратный.
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(4) Существование функций. Грина и конформные 
отображения. Из п. 15.6-9,с и теоремы Римана об отображениях 
и. 7.9-6) следует существование функции Грина (а отсюда и решения задачи 
lupuxate) для некоторой области 0), которая вместе со своей границей может 
пыть отображена конформно на единичный круг. Более точно, пусть ш = ш (2) — 
иналитическая функция, отображающая точки 2 =х-- 1 замкнутой области В 
в точки единичного кругаа так, что точка Е =ЕЁ--М области О) переходит 
в начало, или 

| ш (2) =1 (2 на С), w(t)=0. (15.6-54) 

Тогда задача Дирихле для области О имеет функцию Грина 

@(х, у; §& 1) =0((2, В) =Ш (15.6-56) 
i 

jw (z) |" 

15.6-10. Распространение теории на более общие дифференциальные урав- 
нения. Запаздывающие и опережающие потенциалы (см. также п. 10.4-4). 

Теория пп. 15.6-5, 15.6-7 uw 15.6-9 позволяет конструировать решення 
уравнения Лапласа и Пуассона посредством суперпозиции точечных и диполь- 
пых потенциалов. Эта теория легко обобщается на более общие дифферен- 
циальные уравнения 

У2Ф -|- 52Ф =0, | (15.6-56) 

У2Ф -|- &2Ф = — 44 (г), (15.6-57) 

которые включают пространственную форму волнового уравнения (/л — дейст- 
вительно, п. 10.4-4) и пространственную форму уравнений Клейна — Гордона, 
используемого в ядерной физике (=). Дифференциальное уравнение (57) 
принадлежит к типу, изученному в п. 15.5-4, 

(а) Трехмерный случай. Трехмерное уравнение (56) имеет элемен- 
Тарное частное решение | 

о (г—0) 

Для действительных # положительный знак соответствует уходящим волнам, 
огрицательный зиак — приходящим волнам: при мпимых # ={* представляер 
большой интерес только отрицательный показатель — | х |. 

1 
Подстановка выражения (58) вместо Dy = в формулы (8) — 

(15). (23), (24) доставляет решения дифференциальных увазчений (56) и (51) 
вместо соответствующих решений уравнений Лапласа и Пуассона. : 

Результирующие решения волнового уравнения (п. 19.4-8) суть частные слупаи 
виназдывающих потенцичлов (положительный знак в формуле (58)) и олережающих потен- 
циалов (отрицательный знак в формуле (58)). 

В частности. если Ф (г) — дважды непрерывво дифференцируемое решепие однород- 
ного дифференциального уравнения (96), формула (20) заменяется по теореме Гельм- 
вольца на .. 

Г \ ettikir—o} | ( ettkit—aQ! , 
es — ee . —— т] .4А (15.6-59) 

@ (r) я |г— 0! Vo®):4A (0) Ans Ур Ir —Q| 

(r & V). 

(6) Дву мерный случай. В случае двумерных дифференциальных 
уравнений вида (56) и (57) элементарные частные решения (32) заменяются на 

—> HWY (k| r—p |) (yxoOnujue eoane), 
Фо (г, 0) = ni | Г (15.6-60) 

| -5 Нр (& |г—0©}} (приходящие волны), 

rye HS (г) — функции Ганкеля (п. 21,8-1).



ГЛАВА 16 

ПРЕДСТАВЛЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ. ТЕНЗОРНАЯ 
АЛГЕБРА И ТЕНЗОРНЫЙ АНАЛИЗ 

16,1. ВВЕДЕНИЕ 

16.1-1. Вводные замечания. В тензорном исчислении рассматриваются спе- 
циальные математические объекты (см. п. 12.1-1), тензоры, задаваемые обычно 
В каждой точке пространства и меняющиеся от точки к точке. Эти объекты 

представляют собой, следовательно, функции точки; роль «точек» могут играть 
элементы различной природы, определяемые системами чисел — координат 

этих точек. Предполагается, что каждый тензор может быть аналитически 

охарактеризован упорядоченной системой функций от координат точки (ком- 
понент тензора); эти функции могут выбираться по-разному, но так, чтобы 
введенные с их помощью математические соотношения между тензорами не 

зависели от конкретного выбора аналитической характеристики. 

"Тензорная алгебра является. обобщением теории векторных пространств (пп. 12.4-1 
и 14.2-1—14.2-7), линейных алгебр (пп. 12.4-2 и 14.3-5) и их представлений 
(п. 14.1-2). Тензорный анализ занимается изучением тензоров как функций точки (тен- 
зорное поле) н применяется в основном для описания пространства с кривизной (гл. 17) 
и в теории поля в физике. Тензорные методы часто позволяют проследить на отно- 
сительно простой математической модели изменение сложных количествениых харак- 
теристик при переходе от одной системы отсчета к другой. 

16.1-2. Системы координат и допустимые преобразования. Рассмотрим мно- 
жество объектов, которые будем называть точками. Предположим, что каж- 
дой точке множества отнесена по определенному правилу: упорядоченная система 
п < осо действительных чисел 2, х?, ..., х" (ее координат), причем точки 
множества взаимно однозначно соответствуют точкам некоторой области п-мер- 
ного арифметического пространства переменных 1!) x1, x2, ..., x”. [Tpeodpas3o- 
вание координат («пассивная» Точка зрения на формулы преобразования, см. 
п. 14.1-3), допустимое в смысле последующего изложения, состоит в том, что 
каждой точке относятся п новых координат х1, Х?, ..., ХП, связанных следую- 
щими формулами преобразования с координатами относительно исходной си- 
стемы: 

ХЕ = RR (xl, x2, ..., Хх”). (= 2, ..., 7). (16.1-1) 

Уравнения (1) должны удовлетворять в рассматриваемой области следую- 
щим двум требованиям: 

1) функции х# (1, х?, ..., хп) непрерывно дифференцируемы, 
2) якобиан (п. 4.5-5) её [дх* / дх'] отличен от нуля. 

„М ножество допустимых преобразований образует группу (п. 12.2-1) относительно 
«умножения», 1. е. последовательного выполнения преобразований (см. также п. 12.2-3). 
Якобиан произведения двух преобразований разен произведенило якобианов этих преобразова- 
ний. Каждое допустимое преобразование (1} имеет единственное обратное преобразова- 
ние, якобиан которого равен обратной величине якобиана данного преобразозания. 

16.1-3. Компоненты объектов. Индексные обозначения. В тензорном анализе 
рассматриваются объекты, связанные с точками (х1, х2, ..., хп) пространства 
л измерений (п < оо, п. 14.1-2) и представляющие собой функции точек (п. 5.4-1), 
определенные в некоторой области пространства. Каждая такая функция, 
  

1) Здесь и дальше верхние индексы не являются степенями,



16.1-4. | 16.1. ВВЕДЕНИЕ 495 

обозначим ее О (м, л?, ..., х"), может быть, по предположению, определена 

(ксординатное представление объекта О) системой пк << скалярных функций 
О (11, farses 1 в; Х, 4, ..., &") ее компонент (координат) (см. также п. 14.1-2); 

индексы jy, jor ---> fj пробегают целые значения от 1 до п. В зависимости от 

типа объекта (пп. 16.2-1 и 16.2-2) некоторые из индексов записываются в каждой 
компоненте наверху, другие — внизу. Например, объект О, может определяться 

2..- 55 

значения от 1 до п. Эти обозначения позволяют сокращенно записать суммы 

вида 

` i + eee 

п’т5 компонентами 972 и xl, x?,..., x”), где все индексы принимают 
1 

. 

У АВ, =С' (=1,2,..., п) как АйВь С, 
k=! 

n п 

У, А, ‚В Cip=Djn (7, h=1, 2, cons n) Kak Ani BR Са = Din, 

=] Е =] | 

а также суммы, содержащие векторы: 

п 

>) cepa как a*e, =a. 
k=] 

Сокращенная запись суммы основана на следующих соглашениях: 
1. Соглашение о суммировании. Суммирование от 1 до п произ- 

водится по каждому немому индексу, встречаощемуся дважды, один 
раз внизу и один раз наверху. 

Обозначение любого немого нидекса может быть изменено, так как. немыв 
i 

индексы «взаимно уннчтожаются» при суммировании. (Пример: А В = 

== АМ В =АЙВ,.) При перемножении сумм следует использовать различ- 

вые индексы суммирования. . 

2. Соглашение о ранге. Все свободные индексы; встречающиеся 
только внизу или только наверху, пробегалот значения от | до л, так 
что уравнение с Ю свободными индексами является сокращенной ‘за- 

писью л^ уравпепий: 
Как верхние, так и нижние индексы из различных частей уравнения 

должны совпадать, 

3. В производных вида да/дхЁе индекс Ё считается нижним. 

В настоящей главе немые индексы в соответствии с соглашениями 1), 2) 
всегда используются для обозначения суммирования. Так, выражения вида 
АВ, следует рассматривать как суммы, если специально не оговорено про- 
тивпое, например АВ, (не суммировать). 

Во многих приложениях индексные обозпачения оказываются более совернтепными, 

чем мааричная запись, использованная в гл. 13 (см. табл. 14.7-1 для сравнения o603- 
начений). 

16.1-4. Системы отсчета и индуцироваиные преобразования. Геометрические 
объекты (см. также пп. 14.1-5 и 16.2-1). Рассмотрим класс объектов, являю- 
щихся функциями точки, (Говорят, что для этого класса или для множества 
классов задана система отсчета (координатная система), если каждому объекту 
по некоторому правилу соответствует (взаимно ‘однозначно) система действи- 
тельных чисел — комнонент (координат) объекта. 

Каждый объект должен определяться во всех системах отсчета одвим и тем же 
числом компонент. В физике значение каждой компонепты представляет собой обычно 
ризульгат физического измерения,
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Полезно считать, что с каждой системой KoopOunam x1, х?,...., Хх" свя- 
зана своя система Отсчета (система отсчета x). Тогда’ компоненты 

о 3 Ee, х2, ..., ХЛ) объекта QO (x1, х2, ..., хп) в системе отсчета х и ком- 
1 tg. 

kk 
поненты Ч и (1, Х?, ..., Х") того же объекта в ‘системе отсчета Х свя- 

1 о *.. $ 

заны индуцированным преобразованием 

1 №. _ 
Oe EO By oe BM 

heyhey. .. | | 

= 9 т и. [ое 2, ees Ay eee QUE RCA, да, x), (16. 1-2) 

которое порождается каждым допустимым преобразованием координат (1). 

Класс С объектов а (м, х, ...Х п), определяемых в системе отсчета х скалярными 
i! gc t 

Г tho ... 

трических  бъекте» гда называемых тензорами в наиболее широком смысле слова), 
если математические свойства объектов этого класса могут быть описаны в терминах 
операций, не зависящих от системы отсчета (см. также пп. 12.1-Г и 16.4-1). Это значит, 
что индуцированные преобразбвания (2) следующим образом связаны с операциями, 
заданными в С: 

1. Соответствие между допустимыми преобразованиями координат (1) 
и соответствующими индуцированными преобразованиями (2) есть гомомор- 
физм ne 12.1-6), сохраняющий произведение двух индуцированных преобра- 
зованн 

2. Каждое `индуцированное преобразование является изоморфизмом, 
сохраняющим операцин, определенные в С (см. также п. 16.4-1). Если опре- 
делены операции, связывающие элементы двух или более классов С', С., ... 
(например, скаляры и векторы), то они также сохраняются при преобразо- 
ваниях, индуцированных в С, С., ... 

Можно рассматривать также ̀ классы объектов, инвариаптных лишь относительно 
подгруппы множества допустимых преобразований (п. 12. 2-8). 

комаонентами О’; / (xt, х° ..., д”). называется классом инвариантных или геоме- 

| 16.2. АБСОЛЮТНЫЕ (ИСТИННЫЕ) ТЕНЗОРЫ 

И ОТНОСИТЕЛЬНЫЕ ТЕНЗОРЫ (ПСЕВДОТЕНЗОРЫ) 

16.2-1. Определение абсолютных и относительных тёнзороз, основанное 
на законе преобразования их компонент (см. также табл. 16.2-1 ип. 6.3-3). 
В настоящем справочнике, а также в большинстве приложений рассматрива- 
кипся действительные (абсолютные или относительные) тензоры, т. е. тензоры 
с действительными компонентами. В основу определения тензора можно 
положить соотпошения, связывающие компоненты тензора в различных коор- 
дипатных системах. При переходе от одной координатной системы к дру- 
гой компоненты тензора подвергаются линейному однородному преобразо- 
ванию (4) или (5), различному Оля абсолютных или относительных тензо2ов 
различного типа; тип тензора определяется законом преобразования его ком- 
понент. 

Если задано пространство точек (1, №, ..., хп) и группа допустимых 
преобразований координат (16.1-2), то | 

. Скаляром (абсолютным скаляром; тензором ранга 0) о называ- 
ется объект, который в координатной системе х определяется 
функцией а (а, х?, ..., ХП) и в координатной системе. х функнией 
@ (х1, х?, ..., 2”), связанной с а (х1, 47, .,., 7“) в каждой точке 
пространства соотношением 

а=о, (16.2-1)
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Таблица 16,2-1 

Определения тензорных величин наиболее распространенного типа, 
основанные на законе преобразования их компонент 

(п. 16.2-1; п. 16.1-3, система индексных .обозпачепий) 

  

  

  

  

  

  

Компоненты в системе Компоненты в сестеме 
Тип тензорной хоординат координат 

величины wr, XW x xt, x? 

1. Абсолютный скаляр —(-1 <2 - 
(тензор ранга 0) a (2, x... , x) a(x, x", 00, X) = 

(R=r=s =) = 0. (xt, x3 0... x”) 

2. Абсолютный контра- -в ^ де j 
варнантный вектор а a’ (xt, x? 4... д") а =——а 

(R=r= 1, sx (0) ox 

3. Абсолютный — кова- — axt 
риантный вектор а а. (хи. x, ..., x”) ap = =| a; 

(R==s= 1, r=0) 1 axe 

4. Абсолютный контра- _ -n 
вариантный тензор A ik 1 2 п) дл — 9х/ дх alk 
ранга 2 д Хх, м. ...,Х ая ахе 

(R =r= 2, s= 0) 

6. Абсолютный — кова- 1 k 
рнантный тензор’ А A. (et. 2 хп) Foe Ox Ox A 

ранга 2 ih MA Я, jhe OG og ik 
(R = 5s = 2, r ==) 

6. Абсолютный сме- —. 9% де a 
шанный тензор А ранга 2 А (xt, x2, 02.) x”) д = xi Ox i 

(R=2;r—s=)) ax! дхй k           

2. Контравариантным вектором {абсолютным контравариант- 
ным вектором; абсолютным контразариантным тензором ранга 1) 
называется объект, который в координатной системе х определяет- 
ся п упорядоченными числами или функциями (компонентами) *) 
а' (1, хз, ..., хп) и в системе Хх определяется п упорядоченными ком- 
понентами @'(x!, %Х?, ..., xX”), связанными с а' (х1, №, ..., хп) в 
каждой точке пространства преобразованием 

ax® ht —_ д" == 
axt 

а. - (16.2-2) 

3. Ковариантным` вектором (абсолютным ковариантным вектором; 
абсолютным ковариантным тензором ранга 1) пазывается объект, 
который в координатной системе х определяется и упорядоченными 
компонентами a; (x), x*, ..., x”) H B eucteme X определяется п упо- 
рядоченными компонентами 4G; (X1, 5? ..., xX"), связанными с 
а; (х1, х?, ..., хп) в каждой точке пространства преобразованием 

axl . 

Op = Qj. (16. 2-3) 

  

*) В векторной. алгебре (гл. 5) компоненты вектора назывались координатами 
вукгора. Отметим, что термины компоненты тензора и координаты тензора применя- 
WICH взаимозаменяемо.
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4. Тензором А, Г раз контравариантным и $ раз ковариантным 
(истивным тензором, абсолютным тензором, г. раз контравариантным 
н $ раз ковариантным), называезся объект, который в координатных 
системах х и Х определяется соответственно 175. компонентами 

{ i ...й —k R eee № 

Aji? дол, x7, 06.5 п) и пГ15 компонентами А * he Le (X1, X?, 0.6, ЯП"), 
1 2 $ ; ; . ky g eee 5 

fh cee I wo 

связанными Сс Al?” F (xl, x2, ..,, 7) в каждой точке преобразо- 
| i129 eoe FS 

ванием 

gv 7 | — о 
ан, ОЖ д Ох’ дк! dx? | ax'S уе, 

      

а 0 „9, ater, (16.2-4) 
Rjkg Bs Ox*s 9х2 ax'r ax*: д/з azts Но... 23 

Общее число индексов г--5 называется рангом (валентностью) тен- 
зора А. 

5. Относительным тензором (псевдотензором) А веса %, г раз контрава- 
риавтным и $ раз ковариантным, называется объект, определяемый в каждой 

координатной системе л’-$ упорядоченными компонентами, которые при 
переходе к новой системе координат преобразуются по закону 

р 

— 1... _ дхЁа дхЁа ax’r acti ax’s   

    

x's aitiare д (х1, x, ..., хп) WV 6.26 

eee he Но... 9 (x! x see хП) 9 (16.2- ) 

ex's 2 
| 

где % — целое число. При = -|- 1 относительный тензор называется тензор- 
ной плотностью, при Й = — 1 — тензорной емкостью. 

Уравнение (5) включает (1), (2), (3) и (4) как частные случаи, соответствующие 
М = 0. 

1... 1, 
ИЯ г: пазывается смешанным тензором, если ни г, ни 3 

не равны нулю. Преобразование (5), характеризующее любую тензорную величину, 
является линейным и однородным относительно компонепт тензора. Преобразование, 
обратное преобразованию (5). имеет вид 

Тевзор с компонентами АД 

  

    

115 --- 1.  Oxte dete  дхт ди ax*s ax®S _kyky..k, [2 (71, 12... =) 
15...15 axks axke ark, alt ох axis kjk ks La(xd, a8... x”) 

(16.2-6) 

Sameuanne. Yan mozo umobot ne вводить новых символов; компоненты тензоров 

иногда различают относительным положением верхних и нижних индексов. Так, А*р и 
Ар! обозначают различные сисгемы компонент (см. пп. 16.7-2 и 16.9-1). 

16.2-2. Инфинитезимальное перемещение. Градиент скалярного поля (см. также 
; t 

пп. 5.2-2, 5.7-1, 6.2-3, 16.10-7). Дифференциалы координат 4х’ определяют контравариант- 
ный вектор, который называется вектором инфинитезимального перемещения 4г. Если 

т 
скаляр а задан дифференцируемой фупкцией от координат х, то да/дх ‚служат компо- 
нентами ковариантного вектора — граднента уа скаляра (1. Ковариантный вектор, задан- 
ный компонентами а» является градиентом скаляра в том и только в том случае, если 

—; — — =0 для всех {1 #; при этом предполагается, что все частвые производные 
A . 

непрерывны.
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16.3. ТЕНЗОРНАЯ АЛГЕБРА: ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОСНОВНЫХ ОПЕРАЦИЙ 

16.3-1. Равенство тензоров. Два тензора А и В одного и того же типа, 
ранга и веса называются равными (А-В) в точке (х1, х2, ..., хп), если в 
этой точке равны соответствующие компоненты тепзоров относительно неко- 
торой координатной системы | 

ity vt, : Ligeed, 
А; fe (xt, x8, oan, KMS Bee (XT, XA, one x") | (равенство тензоров). 

$ fae ig 10. 

(16.3-1) 

Отсюда следует, что соотзетствующие компоненты тензоров А и В равны в 
каждой координатной системе (см. также п. 16.4-1). Равенство тензоров 
обладает свойствами симметрии, рефлексивности и транзитивности (п. 12.1-3). 

Замечанне. В тензорпой алгебре не определяются кикакие соотношения между 
значениями тензоров в различных точках пространства. Некоторые из этнх соотноще- 
ний для частного случая тензоров в римановых пространствах рассматриваются в 
п. 16.10-9. 

16.3-2. Нуль-тензор. Нуль-тензором О любого заданного типа, ранга и 
веса называется тензор, обладающий тем свойством, что все его компоненты 
в некоторой координатной системе равны нулю. Условие того, что А =0 в 
точке (х!, х?, ..., x”), HMeeT вид 

Uta eb 1 2 п 

Aver ig Obs Pr von 2") =0 (нуль-тензор). (16.3-2) 

Все компоненты нуль-тензора А равны нулю в любой координатной системе. 
16.3-3. Сложение тензоров. Если задан класс тензоров одного и того же 

типа, ранга и веса, то суммой С =А--В двух тензоров А и В называется 
тензор, компоненты которого в некоторой координатной системе (и, следова- 
тельно, в каждой координатной системе) равны суммам соответствующих 

компонент тензоров А и В: 

1 iit i fit 
Cit Fu Ale 74 В 12° 74 (croncenue men3opoe). . 
НА с быв] | ров). (16.3-3) 

Сумма тепзоров А -- В является тензором того же ранга. типа и веса, что н каждов 
из слагаемых. Сложение тензоров коммутативно и ассоциативно. 

16.3-4. Умножение тензора на абсолютный скаляр. Произведением В =сА 
тензора А на скаляр © называется тензор, компоненты которого в каждой 
координатной системе равны произведениям компонент тензора А на скаляр а: 

ti | it i 
1 2 tee г 1 9 ete Г р" gAr re 4 YMHOHCENUE HA CKAARP). 3. 
ily .., ts 1322 .., ts | (и р) (16 3 4) 

аА является тензором того же раига, типа и веса, что и А. Умножение на скаляр 
коммутативно, ассоциативно и дистрибутивно относительно сложения как тензоров, так 
и скаляров. АВ частности, (—1)A=2—A есть тензор, противоположный теизору А, 
Te. A-+(— = 0. 

16.3-5. Свертывание смешанного тензора. Свертывание — операция, кото- 
рая может быть применена к смешанному тензору. Рассмотрим смешанный 

рт 
110... 5 ° 

индекс и какой-нибудь нижний индекс и просуммировать все компоненты 
с совпадающими значениями этих индексов, то полученные п”’+5-? суммы 
будут компонентами нового тензора того же веса, что и А, г—1 раз контра- 
вариантного и 5—1 раз ковариантного. Смешанный тензор может быть, 

t 

тензор А с компонентами А, Если выбрать ‘какой-нибудь верхний
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вообще говоря, свернут различными способами; кроме того, свертывание 
может быть повторено несколько раз. 

Пример. Свертывание абсолютного или относительпого смещаяного тензора А 

раига 2 с компонентами А, порождает абсолютный или относительный скаляр А! =A} + 

-- Аа + wet Af (след А). 

16.3-6. Произведение (внешнее) двух тензоров (см. также п. 12.7-3). 
Произведением С = АВ (внешним) двух тензоров А и В веса И и W’ coor- 

г. 

ветственно, определяемых компонентами А} ere i и Bt? -.. ie называется 
15 ...1 122 ... №9 

теязор с компонентами 
tig ER RS OR ity tke. Bp 
Te Be PAT TB SS 2} (внешнее умножение). (16.3- 5) 
7113 ... 15182... Ч 15...15 Ryka... Rg 

Произведение АВ является тензором веса У -- &*, г--р раз. контравариавтиым и 
$-+4 раз ковариаитным. Умножение тензоров ассоциативно и дистрибутивно относи- 
тельно сложения. Однако оно, вообще говоря, не коммутативно, так как порядок 

следования индексов в формулах (5) является существенным. 

Примеры. alb® .. atk, a’b,, = р ab, =A;, Произведение (4) является част- 

ным случаем внешнего произведения тензоров. 

16.3-7. Внутреннее произведение. Если ‘произведение двух тензоров А 
и В, определяемое формулами (5), можно свернуть (п. 16.3-5) таким образом, 
что, В каждом из слагаемых один или несколько верхних индексов компоненты 

А Yo Е ‚‚ будут совпадать с одним или несколькими нижними индексами 
1 .., 
13. в 

компоненты В,, и mv ‚ то полученные суммы будут служить компонентами 
172... №9 

нового тензора, который называется внутренним произведением тензоров. А и В. 
В общем случае можно образовать несколько таких внутренних произведений. 

Каждое внутреннее пронзведение теизоров А и В является тензором того же веса, 
что и АВ. Ранг внутреннего произведения равен разности между рангом АВ и числом 
попарпо взятых индексев, по которым производилось суммирование. Виутреннее умно- 
жение дистрибутивно отпосительно сложения тензоров. Иногда виутреннее умножеипе 
тензоров называют свертыванием этих тензоров. 

in _. ЕЕ ip, __ ik, _ 5k | Npumepu, ab, =y, A,at=c', A,b;=Dy,, B b.=F, C pa" = hy. 

16.3-8. Признак тензора. Пусть в координатной системе х заданы пВ 
компопент Ч (Л, | +++ ipi xt, Xe, ..., x”) объекта ДО и пусть Х — тензор, 

описываемый компонентами хи. “ я (о, х?, ..., п). Как и в п. 16.3-6, 
rig... 

внешнее приведение ОХ будет’ определяться п“! +$ компонентами 
ite t 

9 (1, fgrveer J в) Х И. г. Внутреннее произведение О. и Х определяется сумма- 

ми, образованными таким свертыванием (п. 16.3-5) объекта’ ОХ, при’ кото- 
ром один или несколько индексов каждой компоненты Q (fy, fgr +--+ fp) 

совпадает с одним или несколькими индексами (верхними или нижними) 
ЕЕ l 

компоненты Х 12 "1 ‚ входящей в то же слагаемое. Для того чтобы объект Q 
1112... 15 

был тензором, необходимо и достаточно, чтобы для каждого тензора Х 
некоторого определенного (фиксированного) ранга,. типа и веса внешнее произ- 
ведение ОХ или какое-нибудь внутреннее произведение объекта О и тензора Х 
было тензором \ определенного (фиксированного) ранга, типа и веса.
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Можно получить аналогичную теорему, заменив Х внешним произедением Ю различ- 
ных произвольных векторов определгнных фиксированных типов и. весов. Ранг и тип Q Mo- 
гут быть в каждом случае определены на основании подсчета верхних и нижних индек- 
сов, Вес равен разности весов \У и Х 

‘Примеры. Г) Ц является абсолютным тензором, г раз контравариантным и 5 раз 
коварнантным, если для каждого абсолютного ‘вектора а с компонентами а 

у @ (Л, / j yal res B’1’2... 4p 
j _ |? B® ec , r+s fray r+2 cee Е Ы 

r+s ; 

где правые части служат компонентами абсолютного тензора, зависящего от а. 
} О является абсолютным тензором, г раз контраварнантным | н $ раз ковариантным, 

если для каждого абсолютного тензора А с компонентами А12.- “ $ 
‘ 1112 eee ir 

п в a AP J 
x . o “8 _ 

ve № (1 Tras) А s42 tras 
halh=l Tass 

где а — абсолютный скаляр, зависящий от А. 
ХЗамечанне. Объект А, определяемый п* компонентами Ч;ь, является абсолют- 

ным ковариантным тензором ранга 2 в том и только в том случае, если 

ha ha i,k 

DM Oi," = 
f=el R=! 

для каждых двух абсолютных коитраварнантных векторов с компонентами а и 6, 
Объект (Ц; ik является тензором, если 

п 

У У ааа" —4 

ix=l nol 

есть абсолютный скаляр для каждого абсолютного контравариантного вектора а с ком- 
понентами а", и О,, = 0,;.Х 

16.4. ТЕНЗОРНАЯ АЛГЕБРА. ИНВАРИАНТНОСТЬ 

ТЕНЗОРНЫХ УРАВНЕНИЙ 

16.4-1. Инварнантность тензорных уравнений. При любом допустимом 
преобразовании координат (16.1-1) компоненты тензоров преобразуются по 
законам, сохраняющим результаты сложения, свертывания и внешнего `(следо- 
вательно, и внутреннего) умножения, а также равенство тензоров. Каждое 
соотношение между тензорами, которое можно. выразить через эти операции 
(и операцию предельного перехода), инвариантно относительно гриппы допу- 
стимых преобразований координат. Если соотношение, записанное в виде 
уравнений между компонентами, имеет место в одной координатной системе, 
то оно справедливо во всех координатных системах (см. также пп. 12.1-6 
H 16.1-4). 

Пример. Из 
i,t 1 ti i tt { geee eee 1 eve 

A т ., +В, Г = с .? 2 у 

\ ны... $ 5... bs Ep lg costs 

следует _ ; , . a ` 

_® t veel __?t t со. й — ...й 

ии 
#8... 65 и... ts 14... 

и обратно; это соотаошение может быть символически записано в` виде A+B=C. 

Следовательно, о тензорах и тензорных операциях можно, говорить безот- 
носительно к координатным системам (системам отсчета), Каждую подобранную
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подходящим образом систему тензорных величин можно рассматривать как 
иласе инвариантных объектов с определенными в этом классе и вполне опре- 
деляющими его (с точностью до изоморфизма, п. 12.1-6) абстрактными опе- 
рациями, не связанными с координатным представлением объектов. 

Так. классы абсолютных тензоров ранга 0, |1 и 2 представляют собой соответ- 
ственно скалярные поля (п. 12.3-1, с), векторные пространства (п. 12.4-1), линейные 
алгебры (п. 12.4.2; см. также п. у или кольца линейных операторов (пп. 14.5-2, 
14.6-2, 16.3-8). Классы тензоров раьга 2, 3, ..- можно рассматривать как прямые 
произведения векторных пространств {п. 12.7-3; см. также п. 16.6-1, c). 

16.5. СИММЕТРИЧНЫЕ И АНТИСИММЕТРИЧНЫЕ ТЕНЗОРЫ 

15.5-1. Симметричные и антисимметричные объекты. Объект а с п“ ком- 
попентами Ч (11, Jar sees Тв), каждая из которых снабжена упорядоченной 
системой из А индексов j,, fy,..., [ю, называется 

1. Симметричным по какой-нибудь паре индексов, например 
д и р, если 

Q (i= be b= Ry  --., О (ле и ды +. №). 
2. Антисимметричным (кососимметричным) по какой-нибудь nape 

индексов, например |1 и ]», если 

Q (= =, Igs coy Ip) =—-Q (=A, Ь=Ь Igo ves Tp) 

Qasy Bcex 3naueHny i, &, jg, ---, jp OT 1 Jo n. 

Объект О называется симметричным (абсолютно симметричным) или анти- 
симметричным (абсолютно антисимметричным) относительно всех индексов, 
если он соответственно симметричен или антисимметричен по любой паре 
индексов. 

Симметричность (антисимметричность) тензора или псевдотензора отно- 
сительно некоторой пары верхних или нижних индексов является свойством, 
инвариантным относительно группы допустимых преобразований координат. 

16.5-2. Символы Кронекера. Обобщенным символом Кронекера ранга 2" 
(6- “объектом раига 2г) пазывается абсолютный тензор, п?’ компонент которого 

‘112. И b Гопределяются следующим образом: 
Иа... г 

Lig... fo. . 
1) бт „^==--1 или — 1, если все верхние индексы ty, fy, ws JR, 

..., й; различны и система нижних нндексов Ау, Ао, ..., А- получена 
соответственно четным или нечетным числом транспозиций из системы 
верхних индексов. 

о... “ 2) Sits... в. =0 для всех других комбинаций верхних и ниж- 

них индексов. 
‚ Особенно важную роль играют д-символы Кронекера ранга 2, определяе- 

мые следующими условиями: 
1 =] 0 (i a Rk), = (и (16.5-1) 

Свертывание любого смешанного тензора А по верхнему индексу {и нижнему 

впдексу { (п. 16.3-5) равносильно внутреннему умножению (п. 16.3.7) А на 6. Каж- 

дый символ Кронекера абсолютно антисимметричен (п. 16.5-1} как по верхним, тав 
и по нижним индексам. Все символы Кронекера ранга 2г > :п равны нулю.
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on ... gE 

Если А; ig i. CHMMeTpugeH m0 любой паре верхних индексов, TO 
1 ее 25 

ЕЁ k оф & т i eoee t . . 

bi is eee ГА и р и = 0. (16.5-2) 

1 .%о 2$ 

И. Ей . 
Если А Г и симметричен по любой паре нижних индексов, то 

1 э Фо $ . 

er o 

п... к t,t, ...¢ 
511 Sal2 7 =0, ((16.5-3) 

Ко... Ry by 42-6 ® ts . 

а... rl 

Если А ‘абсолютно антисимметричен, то р 

12 Ат" в oy alfa: г. (18.5-4) 1% eee г 
, 

Следует также отметить, что 

15... (a —s)! п. ут ts giles at (16.5-5) 
® о... А) (п — г) | RyRy oe Е, ит... 65, 111... +), (п—г)1? 

ax" i Eo Ope | (16.5-6) 

16.5-3. Х е-объекты (символы Левн-Чивита) (см. также п. 16.7-2). е-сим- 
волы , 

ett! 
t id t 12 п 

2—1’ ие ‚ =0;:°°”, 16.5-7) 
12...10 1..1 1 ( 

определяют абсолютно антисимметричные относительные тензоры (е-объекты) 
ранга п и веса {-| и — | соответственно. Из (16.5-7) следует: 

tits... f гг : le 12 ney igs i, 9 если среди индексов 11, 12, ..., by 

имеется хотя бы два одинаковых. © 
111 wee be 

2. ета п =е, ; ‚; =1, если упорядоченная система ин- 
12° 'n _ , . 

дексов &1, &,..., ш отличается четным числом транспозиций от 
системы 1, 2,..., П, 

ii,...é | 
3.е12 пе, ; ‚ =— 1, если упорядоченная система 

12° бп 
индексов #1, #,..., ш отличается от 1, 2,..., п нечетным числом 
транспозиций, 

Следует также отметить, что 

1 1 e'1 g° ee rirgrese! 

ne . Pk Ry ee Ree 
11 pieces ing =n 16.5- e City cect, Ms (16.9-9) 

(пб 5. 
reicce'n (п r) Ryka +. &,? (16.5-8) 

ei! АЕ 42 n i,t, i 1! 
a MA, A, A, =e, ;..., AA? At =det[Aj], (16.5-10 

ts is. ee ln ны eee t l 9 eee п . k ( ) 

16.5-4. Альтернированное произведение двух. векторов (см. также пп. 16.3-4 
и 16.10-6). Альтернированным произведеннем двух контравариантных или двух. кова- 
риантных векторов (иногда бивектором) называют антисимметричный тензор ранга 2 
с компонентами . i . 

ИМ = = или У =a,b,—a;b;, (16.5-11) 

Вес альтернированного произведения равен сумме весов его сомножителей,
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16.6. ЛОКАЛЬНАЯ СИСТЕМА БАЗИСНЫХ ВЕКТОРОВ 
(ЛОКАЛЬНЫЙ БАЗИС) 

16.6-1. Выражение векторов и тензоров через векторы локального базиса. 
(а) Если задана координатная система х, то каждый (абсолютный или 

относительный) контравариантный вектор с компонентами а’ (%1, х?,..., хп) 
может быть представлен в виде инвариантной формы 

a=ai (x1, x2, ..., xe; (xt, №2, ..., д”). (16.6-1) 

Эта форма линейна относительно п абсолютных контравариантных векторов 
ег (х1, х2, ..., хп), eo (xl, х?,..., х"),..., ев (0, 42, ..., хп); последние назы- 
ваются контраварнантными локальными базисными векторами координатной 
системы х (о значении немых индексов см. „п. 16.1-3). Компоненты 1-го базис- 

ного вектора е; равны 5! ‚ 8, wey OF (CM. Также п. 14.2- -3). 
(5) Аналогично каждый (абсолютный или относительный) ковариант- 

ный вектор bc компонентами 0; (x!, х?,..., хп) может быть следующим 
образом выражен через п абсолютных ковариантных локальных базисных 
векторов 

el (x3, x3, ..., x"), eF (x1, х2,..., хп),..., е? (9, №, ..., хп) 

координатной системы. х: | 

b= 6; (x1, Х2, 9%. у x") e! (№, x7, ее у хп). (16.6-2) 

Компоненты 1-го базисного вектора е равны 51, 8, wees 6. Следует отметить, 
что векторы (1) и (2} принадлежат, вообще говоря, различным векторным 
пространствам. 

(с) Каждый абсолютвый или относительный тензор А е компонентами 
Но... 

A}? и может быть представлен в виде инвариантной формы 
t {0 eee , 1 $ . 

i . .’ .# e 

i te pee "pp tl, ts 1 

A=Aji i | rez ez oe; © Me ne 5 (16.6-3) 
12. ts 1 “2 r 

Эта форма однородна относительно локальных базисных векторов е; и е!. 
16.6-2. Преобразование локального базиса при преобразовании координат. 

2п локальных базисных векторов е; (хА, х?, ..., хп) ие (2, д?, ..., хп), свя- 
занных с системой коордипат !х1, х?,..., хп, позволяют получить аналитиче- 
ское представление любого тензора в виде системы его компонент (п. 16.1-4). 

Новые локальные базисные векторы ер (Х1, хХ2, ..., ХП) и е^ (X1, х?, ..., Хх"), 
связанные с системой координат 21, ..., Х", имеют в этой системе компоненты, 

равные соответственно бу и 6%. 
`Векторы локального базиса системы Х выражаются через векторы ло- 

кального базиса системы х следующим образом; 

ep (x', x?, еее у xn) =, е; (x1, x? yp See, x"), 

> (16.6-4) 
е^ (х!, х2, ..., хе (x1, х?, ..., x7). 

ox! 

Необходимо помнить, что е; (2, xs x) a ес (2, х2,..., Хх) являются, вооб- 

ще говоря, различными векторами (одного и того же векторного пространства), а не 
OAAHM и тем же вектором, заданным различными способами. Векторы е; преобразуются 
формально так же, как компоненты абсолютного ковариантного вектора (когредиентно
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этнм компонентам); закон преобразования е’ совпадает с законом преобразования KOM- 
понент контравариантного вектора. Компоненты а’ абсолютных контравариантных век- 
торов н компоненты 6; абсолютных ковариантных векторов (и, как следствие, контра- 

вариантные и ковариантные базисные векторы е; ие t) преобразуются контрагредиентно, 

т. е. таким образом, что внутреннее произведение ab, является инвариантом (см. 

также п. 16.4-1). 

16.7. ТЕНЗОРЫ В РИМАНОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ. 
АССОЦИИРОВАННЫЕ ТЕНЗОРЫ 

16.7-1. Риманово пространство и фундаментальные тензоры. В каждом 
римановом пространстве может быть определено скалярное произведение, 
а вместе с ним длины и углы (п. 16.8-1; см. также п. 14.2-7); эти определе- 
ния прьводят в свою очередь к Полезным обобщениям евклидовой геометрии 
(см. также пп. 17.4-1—17.4-7). 

Пространство конечного числа измерений, точки которого определяются 
упорядоченными системами п действительных 1) ‘чисел (координат) л1, х?, ... 

‚хп, называется римановым пространством, если в нем задан абсолютный 
ковариантпый тензор ранга 2 (п. 16.2-1) с компонентами ах» (х1, х?, ..., х"), 
удовлетворяющими в рассматриваемой области пространства следующим трем 
требованиям: 

1) Каждая компопента а;„ (х1, х?,..., хп) является действитель- 
ной функцией координат и имеет непрерывные частные производные; 

2) Bin (xt, x7, ..., X*) = вы: (м, ха, ..., дп); 

3) g=det [giz (x1, %?, ,.., х)] 
Квадратичная форма, соответствующая матрице [e;, (x?, 2 (1 хП)|, пасто пред- 

полагается положительно определенной (п. 13.5-2), хотя это не является необходимым; 
случай неопределенной формы представляет интерес для теорин относительности 
(cM. также пи. 16.8- и 17.4-6). 

Все перечисленные свойства тензора р;» инвариантвы относительно допус- 
тимых (п. 16.1-2} преобразований координат. Тепзор (см. также п. 17.4-2) 
с компонентамн дур (№1, х*, ..., хп) (метрический тензор). и абсолютный сим- 
метрический тензор. ранга 2, компоненты которого Я (х1, х2,..., хп) опреде- 
ляются соотиошениями ip 

g hg = 6 win gi® = (16.7-1) 

где 01 = С? есть алгебраическое дополнение (п. 1.5-2) б;» в определителе 
Че [2:2] (ассоциированный метрический тензор}, называются фувдаменталь- 
ными тензорами риманова пространства. 

х Компоненты каждого из фундаментальных тензоров определяют дифференциал 
длины дуги аз (или линейный элемент 45) и,. следовательно, всю внитренниио геомет- 
рию риманова простраиства (п, 17.4-1-—17.4- -7). “Так как при любом преобразовании коор- 
дниат & = а [8;p] преобразуется по формуле 

| 
д (хи, x", aan) xt) 2 BGA Maal, a. at) (Sh 
  

то естественно принять, что 
т — “AY | __ —. xl xe xt д (м1, x’, boas x) 

V eA, 8) = VEC ’ P 20 op я ay 

    

  

  

') Teopna, изложенная в пп, 16.7-1—16.10-11, применима к векторам и тензорам 
с действительными компонентами, определенными в действительных римаповых про- 
странствах (последнее озпачает, что координаты точек действительны), а ‘также в ри- 
мвновых пространствах теорин относительности, где ‘мнимые координаты используются, 
в сущности, лишь как форма записи. .
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При этом допущении выбор знака перед V | g(x}, x’, cae y x") | в одной системе коор- 
динат однозначно определяет соответствующий знак для любой системы: Система коор- 

5 

динат х|, х. ..., Х* пазывается правой, если в этой системе координат скалярная плот-   
ность УЕ (хт, Хх, ..., x") | положительна, и левой, если она отрицательна (см. также 
пп. 6.2-3, Би 6.4-3, с). Х 

16.7-2. Ассоциированные тензоры 1). Поднятие и опускание индексов. 
Контравариантный (абсолютный или относительный) вектор с компонентами ай 
и ковариантный вектор с компонентами а;, заданные в римановом пространстве, 
называются ассоциированными, если их компоненты связаны в каждой точке 
следующими соотношениями: 

ай =а:0!* и, следовательно, а; == взьа*. (16.7-2) 

Аналогично, для того чтобы получить тензор, ассоциированный данному тензору 
На... | 

с компонентами А Eke : ke! следует, по определению, поднять нндекс Rk пос- 

редством внутреннего умножения на о" или опустить индекс { посредством 
внутреннего умножения на @; можно также совершить несколько операций 
этого рода. Тензор, ранг которого больше единицы, имеет несколько различных 
ассоцинрованных тензоров. Поскольку компоненты всех тензоров, ассоцииро- 
ванных данному тензору А, целесообразно обозначать одной и той же буквой А, 
необходимо принимать во виимание порядок, в котором верхние индексы рас- 
положены по отношению к нижним (см. также п. 16.2-1). Так, результат 

Tot, ewe ll . 

поднятия индекса К в А в р ‚ записывается следующим образом: 
192 ..* "5 

Но... ] Ро „о +. 
Al? r ===p 2A)? г. 16.7-3 в ES ORR, we by ( ) 

Поднятие ранее опущенных или опускание ранее поднятых индексов возвра- 

щает к компонентам первоначального тензора. 

Замечание. Контравариантные и ковариантные е-символы (п. 16.5-3) связапы 
соотношениями 

е, : - —=—6. Е. ое 8. еК1Ко **, Ап LR “ik i_k , Place ty 8 lg y Te" n 
k о Ааа а в оба те, 

5 1..1 

и пе являются ассоцпироваипыми относительными тензорами. 

st
 

(16.7-4) 

<,
 

16.7-3. Эквивалентность ассоциированных тензоров. Соответствие между 
ассоциироваиными тензорами в римановом простраистве устанавливает между 
пими отношение эквивалентности, разбивающее множество всех тензоров 
на классы эквизалентных тензоров, не имеющие общих элементов (п. 12.1-3, Ъ). 
Поэтому в римановом пространстве компоненты всех тензоров, ассоциированных 
тензору А, рассматриваются как различные аналитические представления тен- 
зора А (см. также п. 16.9-1). 

В частности, компоненты ай и а;, связанные соотношениями (2), можно 
интерпретировать как контравариантные и ковариантные составляющие одного 
и того же вектора а относительно локального базиса, связанного с данной 
системой координат. В обозначениях п. 16.6-1 

a=ake, =azjel, | (16.7-5) 

Следовательно, базисные векторы е1, е›, ..., и @, е?, ..., ей в случае рима- 
нова пространства можно рассматривать как два различных базиса одного 
  

_1) См. также сноску в п. 13.3-1,
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и того же векторного пространства; их называют взаимными базисами (см. 
также п. 16.8-2). Зависимость между векторами взаимных базисов совпадает 
по форме с зависимостью между компонентами ассоциированных векторов: 

ей —= пе, еде”. (16.7-6) 

Подставовка выражений (6) для некоторых из еЁ и е; в (16.6-3) соответствует подня- 

тию или опусканию нндексов тензора А (см. также п. 16.9-1). 
16.7-4. Операции над тензорами в римановых пространствах. В римановом прост“ 

ранстве} 
1). Любые два теизора одного ранга н веса можно сложить, согласио 

определению, приведенному в п. 16.3-3, для чего в случае пеобходимости нужно 
предварительно поднять или опустить индексы таким образом, чтобы компо- 
ненты слагаемых приобрели одннаковую структуру, т. в. одинаковое располо- 
жение верхних и иижних индексов. 

2). Тензор может быть свернут по любой паре индексов согласно правилу 
‚п. 16.3-5, для чего в случае необходимости один из этих индексов должен быть 
предварительно поднят пли опущен. Свертывавние по двум верхним индек- 
сам {, А соответствует внутреннему умножению на &, ik’ свертывание по двум 

нижним индексам i, Х соответствует внутреннему умножению на g 
Внутреннее произведение двух тензоров А и В определяется как свер- 

тка их внешнего произведения АВ по некоторому индексу (или индексам) А 
и соответствующему индексу (или индексам) В согласно правилу (2). 

16.8. СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ И СВЯЗАННЫЕ 

С НИМ ПОНЯТИЯ 

16.8-1. Скалярное (внутреннее) произведение двух векторов в римановом 
пространстве. В соответствии с содержанием п. 16.7-4 в римановом простран- 
стве можно определить скалярное (внутреннее) произведение (см. также пп. 
5.2-6, 6.4-2,a, 14.2-6) a-b для любых абсолютных или относительных век- 
торов а и Ь с действительными компонептами ай или ар и b! nau by: 

a- b=g;, (x), x, weeny XY) at (xt, x2, 000, x) BR (xl, x2, 000, x)= 

= apb® = alb; = gi*ajb,=b ‘a. (16.8-1) 

Длиной (модулем) |а| абсолютного пли относительного вектора а с ком- 
понентами (действительными) @ или а, называется соответственно абсолютный 
или относительный скалярный инвариаит 

|а|=-5 Иа, а2=а-а= дла" == а: = ааа. (16.8-2) 

Если квадратичная форма 5:» ай а* является положительно определенной, 
то длину вектора а можно рассматривать как норму |а|| (см. п. 14.2-5). 

Единичным вектором называется абсолютный вектор, длина которого 
равна 1. Kocunycom угла у (определение угла) между двумя абсолютными или 
относительными векторами пазывается абсолютный скалярный ипвариант 

a-} (16.8-3) COS Y= TAT DI" 

Формулы (2) и (3) обобщают элемептарное определение скалярного произве- 
дения. 

Замечание. Если квадратичная форма Виа" не является определенной (неоп- 
9 

ределенная метрика, см. также п. 17. 4-4) B точке (1, Хх", ... x”), то скалярный квад- 
Пат а+а абсолютного или относительного вектора а ’в этой очко может быть’ положи- 

тельпым, отрицательным или равпым нулю в зависимости от знака выражения Bi pd tk з: 

причем из равенства | а | =0 не следует, вообще говоря, что а =0. 

16.8-2. Скалярные произведения локальных базисных вехторов. Ортого- 

пальная система координат (см. также пп. 6.3-3, 6.4-1, 17.4-7, а). Дяины локаль- 

ных базисных векторов €;, eg, ..-, Cy; ©, е,...е? и углы между ними
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в каждой точке (1, `л?, ...,. х”) (п. 15.6-1) определяются соотношениями 

Cr+ Oy = Giz (x4, 2, ..., ХМ), : 
e! ° EF = gih (ЖА, x, @oey x"), (16.8-4) 

ей. ер = 0. 

Векторы е; ваправлены по касательным к соответствующим координатным линиям, 

с” имеют направления нормалей к координатиым гиперповерхностям. Каждый е® перпен- 
дикулярен ко всем е,, кроме е,.. Система координат xi, x? coe x? называется ортогональ- 

ной, если &;» (x1, eo es x") =s 0 для 1-22; в этом случае е, (а также e*) попарно орто- 
гональны, Не каждоз риманово пространство допускает введение ортогональной системы 

коордннат. ` 
i 

Две системы базисных векторов е; ие, связанные соотношениями ей. ep = Oi, Ha- 

зываются взаимными базисами рассматриваемого риманова пространства (см. также 
п. 14.7-6). 

16.8-3. Физические компоненты теизора (см. также п. 6.3-4) Локальные единичные 
векторы и;, каждый из которых имеет направление координатной динии, соответствующей 

индексу вектора, следующим обрёзом выражаются через е; и ef”, 

1 1 - — — k TTT: Ё ik Oe = ee E С e,=V1g8j;l u e* == gre in gp l У| а t Vj By, 1 ik™? i п if 1 (16.8-5) 

A 

Физическими компонентами Atle ... тензора А (в частности, физическими компонец- IR 
A 

тами a, вектора а) пазываются величины, определяемые уравнекиями 

. nN . 

а = ра аш, аз УЕ | а, (16.8-6) 

н п ne . 

А = У У _@ae У Аль cee IR "i, "Yo eee Tipe (16.8-7) 

для определения А, von y достаточно. внестн в {16.8-7) вместо А его выражение {16.6-3} 

и замепить и, по формулам (16.8-5). Физическая компонента вектора а в направлении 
вектора Ь определяется как а - Б/|Ь |. 

16.8-4. Векторное произведение и смешанное произведение (см. также 
пп. 5.2-7, 5.2-8, 6.3-3, 6.4-2). Векторным произведеннем а ЖЬ двух абсолютных 
или относительных векторов а и b трехмерного риманова пространства (п=3) 
называется вектор с компонентами (см. также п. 16.5-3) 

1 1 1 | te ea iby = > Te elk (ajbj— abi) 

VII Cijy Ob! = + VTE ici (a'b! — abi), 

Отсюда следует, что 

е, е› eg ег ез e3 
1 —— 

ax b= Ay A, agj=Yjgilat a? ai=—bxXa.  (16.8-9) 

6b, 6b, 63; . bl 63 63 

Полезно отметить, что 

{e,e2¢5] ° [е1е›ез] [е:е›е;] ' (16 8-10) 

_exe __ e x et __ ев Х е* . 
ei ~ [etetes] , a= [etetea] ” 3 = feletery
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тне смешанное произведение [ас] определяется, каки вп. 5.0-8, следующим 

обоазом: 

a, be; a ob a 
| —_ 

[абс] ==а+ (6 Х с) = у @ #92 Со =V\ ge а? 6 c2j— 

fag ba eg] at 63 oS 
— 
= 

  

Tea Cihaibion = Via] eipatbicks — (16.8-11) 
\ 

в частности, 
— 1 

[елезез] = УТЕ|, [eter] = (16.8-12) 

Формулы табл. 5.2-2 и п. 5.2-9 остаются в снле, 

Замечание. Определение векторного произвеления (8) охватывает элементарное 
соотношение (5.2-6} и определяет векторное произведение двух абсолютных векторов как 
абсолютный вектор. Некоторые авторы опускают множитель УТЕ] в определении {8), 
вследствие Чего векторное произведение двух абсолютных векторов становится «аксиаль- 
ным» вектором (в отличие от «полярного» илн абсолютного вектора), который можно рас- 
сматривать либо как относительный контраварнантный вектор веса -}- |1, либо как OTHOCH- 
тельный ковариантный вектор веса — 1 

16.9. ТЕНЗОРЫ РАНГА 2 В РИМАНОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

16.9-1. Диадные произведения. Абсолютны?з (истинные) или отпосительные тепзоры 
ранга 2 А, В, ..., риманова пространства. определенные, папример, своими смешаивыми 

| 1 
компонентами Ai, В, ‚.. (см. также п. 16.7-2, замечание о порядке индексов), представляют 

интерес для многих приложений. С ними иногда связывают особую систему обозначений, 
краткое описание которой дано в следующих пунктах. 

Каждый тензор А (ранга 2) может быть прелставлен в виде суммы п диадных произ- 
ведений (диад), т. е. тензорных (внешпих) произведений двух векторов: 

Аля = (pi e;) ) (afe*), Al aol gl. (16, 9-1) 

Либо левые мвожители p/, либо правые множители 47 могут быть выбраны произвольно, 
если только они являются линейно независимыми (п. 14.4-3). В частности, 

А = Ape; e” =Arp е*е® = А“ ее, = A;*ele,, (16.9-2) 

A=e,Ab = A,e*, Al = Age®, A,= Aye. (169-3) 
~ 

Используя физические компоневты A ip (п. 16.8-3), можно. представить тензор А в виде 

n n 
оч т 

A= S =i A ip Mp, 

, ik wr 16.9-4 
А, = = _ Biba i= pe | (пе суммировать 1), ( 

aie At 

= А; 

В случае ортогональных координат (п, 16.8-2) 

ipa Op 2, не суммировать!). . (16.9-5) 

"ХХ Замечание. Иногда диадой называют зроизвольную сумму диадных произоедений, 
т, с. призвольный тензор ранга 4. Ж'
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16.9-2. Умножение тензоров ранга 2 и векторов и связанная с ним система обозна- 

чений. Для обозвачения внутреннего произведения, образованного из (действнтельных} 
тензоров ранга 2 и векторов риманова пространства (см. также п. 16.8-1), используются 
следующие обозначения: 

А.а = p ,(a/ ‚ а) — вектор с компоментами Ala®, (16, 9-6) 

arc A= (a . P;) q? — вектор с компонентами Alay, {16.9-7) 

А.В =P; (а/ . P,) qi? — тензор с компонентами А, Bl, (16, 9-8) 

, 47 i В 
где В =рдма == Врее . 

Благодаря принятым обозначениям алгебра тензоров ранга 2 в точности совпадает 
с алгеброй линейных операторов (аффиноров), изложенной в пп. 14.3-| — 14:3-6, так как 
тензор ранга 2 связывает с каждой точкой (x?, x, eee x”) некоторое линейное преобра- 
зование. В табл. 14.7-1. осуществляется сравнение тензорных обозначений, «классических» 
обозначений гл. 14 и матричных обозначений тензоров и векторов. `. 

Определения симметричного и антисимметричного тензора ранга 2 аналогичны соот- 
ветствующним определениям из п. 16.5-1. Именно, тензор А называется симметричным, 

еслн А”! = АЙ, или A ip == A pie HJTH Ай == А # Но отсюда не следует с необходимостью, 
№ i 

что А; =Ay4, так же как это соотношение не означает, что А симметричен (см. также 
п. 14.7.5). 

След матрицы [4]. т, е. Тг (А) =D, . 97, называется первым скаляром тензора (1). 

3 3 . 

Скаляр А -+. В = У, У, (р; . р, (9 . q‘*) называется двойным скалярным произве- 
1 =1 =| к , 

дением. При л =3 можно определить векторное произведение 

ах А = (ах р;) а/, АХа= р, (q/ x a), AXB=p, (a x р, q’*. (16,9-9) 

BexTop Va =p, x а’ называется вектором тензора (1). Уд = О в том и только в том 
случае, если А симметричен. Если А антисимметризчен, то Для любого вектора а 

1 

а А= Уд 

т.е. векторног умножение эквивалентно внутреннему умножению на антисимметричный 
тензор ранга 2, 

16.9-3. Собственные векторы и собственные значения (см. также п. 14.8-3). Собст- 
венные значения ин собственные векторы тензоров ранга 2 определяются в каждой точке 

нь, хп) так же, ‘как в п. 14.8-3. Коэффициенты характеристического уравнения 
(п. 14.8-5), соответствующего тензору, являются абсолютными или относительными ска- 
лярами. 

Симметричный тензор ранга 2 А в трехмерном евклидовом пространстве может быть 
геомегрически интерпретирован при помощи семейства поверхностей второго поряд- 
ка (3.5-1) с коэффициентами а;, = Asp (i, k= 1, 2, 3) (cm. также п. 3.5-1). 

x a=—A-a, (16,9-10) 

1 

16.10. АБСОЛЮТНОЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ, 

КОВАРИАНТНОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ 

16.10-1. Абсолютные дифференциалы. 
(а) Ни для определения бесконечно малого прирашения тензорной вели- 

чнны, ни для определения ее дифференциала не может быть использовано поня- 
тие разности между «значениями» тензора в точках (х1-- 4х1, ..., хп--ах”") 
и (1, х2..., x”), Tak Kak тензорная алгебра в римановом пространстве 
(пл. 16.3-1 — 16.3-7) не определяет соотношений между «значениями» тензора 
в различных точках пространства. Вместо этого в тензорном анализе форму- 
лируются следующие требования (постулаты), определяющие абсолютные диф- 
ференциалы da, 4а, 95, ДА, АВ, ... скаляров, векторов и тензоров *) (компо- 
  

“} Если не оговорено противное, имеютси в риду абсолютные скаляры, векторы 
и течзоры,



18.10-1. 16.10. АБСОЛЮТНОЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 511 

непты скаляров, векторов и тензоров риманова пространства предполагаются 
дифференцируемыми): 

. Абсолютные дифференциалы 4%, 4а и АА являются тензорами 
гого же ранга и типа, что ©, аи А 

2. Абсолютный дифференциал 40 скаляра & определяется в соот- 
‘’ветствующей координатной системе выражением 

_ da ,f__ . 
Das a7 ax = a,, ax, (16.10-1) 

3. Имеют место следующие правила дифференцирования: 

d(a-b)=a-db--b.- da, 

d(A-++-B)=dA--aB, . 

d(AB)=AdB-+B dA, (16.10-2) 

а(аА)=А аа -- а ДА. 

а (а +b) == da- db, d(aa)=ada-+a da} 

отсюда следует, что 

да =4 (ае}) == е, dat -- at de; = al j (x1, x7, 00g ПТ) ХЕ, = 

== d (a,e') =e! da, +a, de’ =, (xl, x2, 200, X,) axe, (16. 10-3) 

В частности, 

т. е. компоненты вектора аа равны 

1 aw t 3 — J Да! == а. ; ах’ или Da, == а, у ах/. 

Постулаты, перечисленные выше, определяют инвариантные операции 
(пп. 16.4-{ и 16.10-7) и приводят к независимому обобщению векторного ана- 
лиза, изложенного в ГЛ. 8 постулаты удовлетворяются, если положить 

t да; 
a7, = ай, a, == a — I! a,= 6,0" (16. 10-4) 

n 
Функции re (х1, х?,... хо) представляют собой трехиндексные символы Крис- 

лоффеля 2-го рода, определенные в п. 16.10-3. 

Замечание. Формулы (3) и (4) определяют каждую компоненту абсолютиого 

дифференциала 4а как сумму «относительных дифференциалов» da’ nau da; и членов, 

вызванных изменением базисных векторов при переходе от точки к точке (и, следова- 
тельно, изменением метрики при этом переходе). 

Пооцзводные Ga/dx/ вектора а можво определить соотношением 

да = ~ axl. (16, 10-5) 
х; 

Ири этом 

Ui д да! де; _ ee 
t РТ 1 i 

we Se а с: = е. - а —- = 57 a:e — е 

0х axd (1<;) дх7 1 r ad afi “= (a ie) + 

de! i 
-- a; 9 = a; г ? (16. 16-6) 

де. de; det 
at = | 4 as Е = wee SS ee xt Rk 1 -7 

oh Пе т ~*~ oe? Bel Гру (16.10-7) 

(Гу/: ь — симвелы Кристоффеля первого рода (см. п. 16.10-3) . 

(6) Из постулатов п. 16.10-|, а следует, что абсолютный дифференциал 
июбого тензора А, заданного в римановом пространстве дифференцируемыми
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ТЕ ...й 

компонентами Ale [.‚ Является тензором того же ранга и типа, причем 
172 ... $ , ° .. , 

if, wf 
его компоненты DA}? i определяются следующим уравнением: 

1 о oan $ ; 

i { eee { .” to f . 

ДА =4 (4 oe и ее eee ee le 2 ade “)= . | 

12° 5 
pas eee #. 

ty ty ty | 

= eet ... ке ее ee е ‚.. @ ’ > (16. 10-8) 

. 12 
Utes l а +. й 

DA}? ° 7=A}3 i dx, 
W's ose by 119 see 5,1   

где (символы Кристоффеля Г определены в п. 16.10-3) 
а ооо a — _В_ 46 eee t. 

11 ... ts 1 axt #10... #5 ll
 

9 ый ily asf fhe sel 
= =— 1 2 1 — ГЕ. A 12 a о ооо ГА А J 3 Г -}- 

icf 1110 oes by ; 1 klo eos ts lof 112 aoe 1—1 

1, 5.1, i, Ыб + ой | 
HD Are wwe by =... Г, Aris wee Ue (16. 10-9) 

х Иногда для обозначения абсолютного дифференциала вместо 4а, ЧА 
пишут Да, ДА. Х 

16.10-2. Абсолютный дифференциал относительного теизора. Абсолютный дифферен- 
циал относительного тензора (п. 16.2-1) определяется по аналогии с абсолютным диффе- 
ренциалом тензора (п. 16.0-1). В частности, абсолютный дифференциал @© относительного 
скаляра а веса \ определяется в соответствующей координатной системе выражением 

Da ay ах', где a= axl WT 720. (16.10-10) 

При № ==0 формула (19) переходит в (1). Абсолютный дифференциал dA л!обого 
относительного тензора веса \ (с дифференцируемыми компонентами) определяется вы- 
ражением (8) с дополнительным слагаемым вида 

Ее" в — WP ip Анг. ... г. (16.10-11} 

в правой части формулы (9). так что 

В Ale “ ty = ГЕ -5.. | А mae (16. 10-12) 
eR Axi [Vig iV 11...65} 

dA является относительным тензором, ранг, тип и вес которого совпадают с рангом, 
типом и весом 

16.10-3. Симзолы Кристоффсля.. 
(а) Если риманозо пространство отнесено к координатам д\, х?,..., хп, то 

его символами Кристоффеля первого рода [ej В = Ги; pt, 22, 6, x") 

символами Кристоффеля второго рода {{“7} =. ijt, x?,...,x") (трехиндексными} 

называются следующие функции координат х1, х2, ..., хй: 

Г/0 к | 98 si 
5 

Гун ь == [11,8] = -—| ДЕ [ej }: 5 \ = 0 axk 

в. R ... РАМ Al 
где д;ь и г — компоненты фундаментального тензора ‘риманова пространства, 

    

(16.10-13)
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Символы Кристоффеля” ‘) не являются, вообще говоря, тензорами и при пере- 
ходе к новой системе коордннат преобразуются по закону: 

wz axt dx Ox 21 ох 
Upp: =] т “ye —— 
Вт дхй дхА д’ Vig sb Ox Axk ax” Bis (16 10-14) 

=, ax! axl ax” ns 92 х$ Ox? " 

he xh Oxk axs ти axhaxk dxs 

функции Tb, = Typ, Ot, ek) oT, = Dae (x1, x,7.,.,% ) CYTb CHMBOJIEI 
—п 

Кристоффеля, связанные с системой координат х’, Hy cer Xe 

(6) Символы  Кристоффеля удовлетворяют следующим соотношениям; 

Г. в = Гл, ht Pi Vy (16.10-15) 

Disa ene ig, КИТ Ку (16, 10-19) 

Bip ph 0-17 
Oxk Г Геи = Bay i et Sikh ik (16.10-17) 

oan Ap | gaye =~ —=— a=. { = ea Buk & Гр» 5) Г, (16.10-18) 

_98_ ln VIET = rt Я == det [g; (16, 10-19) ИТУ ата во 
де де де ‘ де Ё l ] i i 

Oe, == —. -e# = — -e# = ——__ ce Г: ь == — + ep 16.10-20) 
и ax! ox? ax! ' tsk Ox! и ( 

(с) В важном случае ортогональных координат д, 2, .. хп (пп. 6.4- и 16.8-2), 

который характеризуется условием &,„, = 2 Dp предыдущие соотношения принимают вид 

k , “2 pe STi 0 Ux ixR#-D, 
тд 

гой (Зв) 
itr k о дхк ~ ’ 

Г; 

Г. _ | 9 
дх! ? } (16.10-21) 

k t . 
== — — (Fk 

Pe cope a 1 Bee _ 1 OM San   
16.10-4. Ковариантное дифференцирование. Вследствие аналогии между 

выражейнями (4), (9) и обычными частными производными операцию образо- 
ty! _В ii i. 

вания функций Aaa =-2 41?” по компонентам лензора A232” 7 
12 eile 7 Oxi big. ig о. 

пазывают ковариантным `дифференцированнем по метрике, определяемой тен- 

  

*) B математической литературе символы Кристоффеля предпочтительно обознача- 

ются Гу. ь. Гг;. Однако во многих руководствах для них сохраняется обозначение скоб- 

ками [1]; #]|, 1:7 it. 

17 Г. Корн и Т. Кори
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{ i cow 

Если Ais i являются компонентами абсолютного тензора А, то ком- 
Фое $ 

ty ooo te 

to ooo 15, 

isi, seed ии 7 
VA =A? ; каб быте" ... е’зе/, (16.10-22) 

eee $, 

i 
поненты A; также определяют абсолютный тензор 

г раз контравариантный и $--| раз ковариантный. Тензор УА (а иногда 
также каждую отдельную его компоненту) называют ковариантной производ- 
ной тензора А; для компонент тензора А используют также обозначение 

Iybg ve 1, 
bby wed Ир. К ile sed 1412 г 2:12 $ 12° Ту 

VjA fe See, = А.” i. ° 
ty 2 eee ts ox! 1]12 coe $, 7 

` д 2115 eee i, , 

Следует иметь в виду, что ни частные производные 57 А; yty AU “ome 
x 172 +** 75 

ii, vse l 
носительные» ' дифференциалы ЧА}? и не являются, вообще говоря, компо- 

112 se: 5 
нентами тензора. 

16.10-5. Правила ковариантного дифференцирования (см. также п. 16.10-7). 
Применение хензорного анализа часто упрощается благодаря тому, что обыч- 
ные правила дифференцирования суммы и произведения (табл. 4.2-5) остаются 
справедливыми для ковариантного дифференцирования: 

  

р [196 ра В) дбн 4 pit’ soa ty 
Ox! plo eve ts #110 ote ts tyt9 eee 5, ] йо eee ts 7 , 

2,( ily ed, Ryley vek,\ 
oxi 1122 eee ts 212 eae Rs / ~ \ 

— Al? eee ‘r А eee Ry ва coe ^, 1 fares t. $ (16.10-23) 

Ц ... ds #112... №5, } Ry Rg... Rs Ry Ro we hs 7? 
D bf, coe R eon i, 15 ... @ eee i. 

Ai? vm Ait - (правило для свертки). 
Ox! 1120 ... Ё coe bo tyto ... @ ооо is; 6 р р ) J 

Последние два правила применяются также для ковариантного дифференци- 
рования внутреннего произведения (пп. 16.3-7 и 16.8-1). 

Важное значенне имеют соотношения 

Sin jae’ ,;=0 (теорема Риччи), \ 

6, ;==0. 

Уравнения (24) показывают, что фундаментальные тензоры ведут себя отно- 
сительно ковариантного дифференцирования как константы. 

Ковариантная производная тензора, ассоциированного тензору А, является 
тензором, ассоциированным УА (см. также пп. 16.7-2 и 16.7-3). 

Ковариантные производные б-символов Кронекера и е-объекта (пп. 16.5-2 
и 16.5-3) равны нулю. 

16.10-6. Коварнантные производные высших порядков. Если компоненты 
данного тензора и компоненты метрического тензора &;, имеют производные 
достаточно высокого порядка, то можно рассматривать ковариантные произ- 

‘122 cee 'r 

212... ts Ty LQ ve Im 

при этом тензоры, вообще говоря, не симметричны по нижним индексам jf} 
ковариантная производная не зависит от последовательности дифференциро- 
вания в том и только в том случае, если риманово пространство является 

(16.10-24) 

водные высшего порядка с компонентами АД . Полученные
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плоским (локально евклидовым) (п. 17.4-6, с). Для любого вектора с компо- 
пептами а; 

— р! Е а (16. 10-25) qi jk kj 

Ri — 17.4-5 где А;‚„ — компоненты смешанного тензора кривизны (п. 17.4-5) риманова 
пространства. 

16.10-7. Дифференциальные операторы и дифференциальные инварианты 
(см. также пп, 5.5-2, и 5.5-5). 

(а) Если рассматривать выражение 

field быти ее. ей едем -.. ее е Ур... г ее... вре е-...е * = 
В д; ibe eee 

ox! Но oe ts 

‘Li eww b iy to 1. 

=А,1,7 "7 еде... ее 1е2...е 
1112... 15 J 

как результат «умножения» тензора 

i { i ad .7 4 
1 2 eee fy to 15 

И ... 15 едем .. ее ес... е 

на символ У; == то ковариантную производную (22) тензора А можно 
dx!’ 

записать в виде внешнего «произведения» (п. 16.3-6) тензора А и (инвариант- 
ного} «вектора» 

Ved — =e, (16, 10-26) 
ox! 

который называется дифференциальным оператором вабла; его «компоненты» 
D 
of I преобразуются, как коварнантные компонепты вектора (п. 16.2-1). 

Для любого преобразования координат в римавовом пространстве 

р dx! р = 

geo Gea Vem TE (16-10-27) 
(5) Соотношения между компонентами тензоров, полученные в результате 

ковариантного дифференцирования, а также сложения и умножения тензоров, 
инвариантны относительно группы допустимых преобразований координат 
(см. также пп. 16.4-1 и 16.10-1). Тензорные величины, образованные по- 
средством внешнего и внутреннего умножения других тензорных величин на 
инвариантиый оператор (26), называются дифференциальными инвариантами, 
В табл. 16.10-1 указаны важнейшие дифференциальные инварианты. 

16.10-8. Абсолютные (внутренние) производные и производные по ваправ- 
лению (см. также п. 5.5-3). Если в римановом пространстве задана регуляр- 
ная кривая , 

| ах (В (ИЕ, (16.10-28) 

то комповеиты 4х'/4Ё определяют контравгриантный вектор 4г/4, «направлен- 
ный» по касательной к данной кривой (п. 17.4-2). Абсолютной (внутренней) 
производной Я4А/4{ истинного или относительного тензора А (с дифференциру- 
емыми компонентами) по параметру Е вдоль данной кривой называется следу- 
Юющий тензор того же веса, ранга и типа, как А: 

ЧА dr . 

‘at =(F -v) A; 
компоненты тензора a равны 

2 AY р АР axl (16.10-29) По ... bs 1... 65 ,j ae " 

17*
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Таблица 16.10-1 

Дифференциальные инварнанты, определенные 
в римановых пространствах 

(v el s=clv,, CM. TakxKe mn, 16,2-2, 16.10-] — 16.107, табл. 6.4-1 вп) x , 

| 

  

  

(а) Градиент (абсолютного) скаляра &@ есть (абсолютный) вектор 

  

та е/. do. =e,2"" _9а_ 
dx! Ox! " 

(6) Коварнаитная производная Ya (абсолютного) вектора. а называется градиен- 
том или локальным аффинором вектора а. Дивергенция (абсолютного) вектора а 
является (абсолютным) скаляром ужа; она равна 

t i 4 Da да ЕЁ ] V0 = + 9 (Иго). 
i x 2 УТЕГ ax! 

Замечание. Соответствующие формулы табл. 5.5-1 могут применяться 
к градненту и дивергеиции в римановых пространствах (см. также п. 16.10-5). 

(с) Оператор Лапласа Y? =V-> у является инвариантным скалярным операто- 

В р 

    

ром @ ^— = р Vive В частвостн, лапласиан va (абсолютного) скаляра в 
Ox!  дхЁ 

имсет вид 

gik р. ва — giky, да == glk да — 7 да. — 

Ox! = Axk дхЁ Ax! Oxk wR gx! 

   

  

1 9 a 
= Г & |g | В . 

Vigl ox 
(d) Ecau {a6coatomnotui) eexmop a sadan KOMNOHEHNIAMU a;, MO aHmucUuMmempu4- 

ный (абсолютный) тензор с компонентами 

  

Ра; . Da; да] да} 
С.) = a ee ат 

if ax! дд Уз: — У дх! дж 

тождественно обращается в нуль в том и только в том случае, если а является 
градиеитом (абсолютного) скаляра. 

Замечание. При п ==3 можно определить ротор (абсолютного) вектора а 
как (абсолютный) вектор $ ха с компонентами 

  

    

I OD . 
—- ‘! eR = —__ У;аей® = 

У ТЕГ дм Vig} "Г! 
— 1 _ mot) oth 1 (— _ да; г). otik 

2Vigl ax! ax! 2УТЕГ \ д»: ax! 

(см. также п. 16.8-4). К (абсолютным) векторам трехмерного риманова пространства 
могут применяться формулы табл. 5.5-1] и уравнения (5.5-19).     
  

п Если компоненты тензора А зависят от / не только через координаты eet ay x 
но и явно, то 

  

  

aA _ _ oA 
| ~ OL + (2 У) А. 

pater 'r altar 's 19.6 Пе де" dx! (16.10-30) 
а = 0! а. ГГ 

Производной по направлению 4А/45 тензора А в направлении данной кри- 
вой (45 50, п. 17.4-2) называется абсолютная производная тензора А по 
длине дуги $ вдоль кривой.
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16.10 -9. Тензоры, постоянные вдоль кривой. Уравнения параллелизма 
Тензор А является по определению постоянным вдоль регулярной кривой (28) 
(г. е. его «значения» в соседних точках кривой «равны»), если его абсолют- 

пая производная (390) (x, следовательно, также его абсолютный дифференциал 

а w dA= ds вдоль кривой равны нулю. Суммы и произведения таких тензо- 

ров также постоянны вдоль рассматриваемой кривой, так что, например, мо- 
дули постоянных векторов и углы между ними постоянны. Каждый вектор а, 
компоненты которого a? (x1, x2, ..., x”), a(x}, x2, ..., х") удовлетворяют диф- 
ференциальным уравнениям 

Ра‘ =0 или Ба;=0 (уравнения параллелизма) (16.10-31) 

при условии, что дифференциалы координат x}, x2, ..., хп определяют сме- 
щение вдоль кривой (28), подвергается «параллельному переносу» вдоль 
кривой. 

Замечание. Вектор, полученный в результате «параллельного переноса» дан- 
ного вектора а вдоль замкнутой кривой, не совпадает, вообще говоря, с этим вектором 
по возвращении в исходную точку (см. также п. 17.4-6). 

16.10-10. Интегрирование тензорных величин. Элемент объема. Интегралы от тенц- 
ворных величин вдоль кривых в римановом пространстве могут быть определены при 
помощи скалярных интегралов по параметру так же, как это сделано для векторов 
в пп. 5,4-6 и 6.2-3, а. ‘ 

Элемент объема 4У определяется (см. также пп. 6.2-3, Би 6.4-3, с) следующим вы- 
ражением: 

аУ =УГаталх 4х... ах". (16.10-32) 

SEcau B Bbipanenwn gaa dV опустить множитель Vie |, то элемент объема оказы- 

вается псевдоскаляром веса —1, т. е. скалярной емкостью (п. 16.2-1); так как VI Z| — 
скалярная плотность, то’ (16.10-32) определяет (У как инвариапт.Ж 

нтегралы по объему от скалярпых ипвариантов являются скалярными инварнан- 
тами, но интегралы по объему от тензоров ранга № >60 ше являются, вообще гопоря, 
тензорами. Элемент объема может быть определен также для подпростраиства; оп яв- 
ляется аналогом элемента площади в трехмерном пространстве. Существуют обобщения 
интегральных теорем, приведенных в пп. 5.6-[ и 5.6-2 (см. п. 16.10-11). 

16.10-11. Дифференциальные инварианты тензоров ранга 2; интегральные теоремы 
(см. также п. 16.9-1). Дивергенцией тензора А ранга 2 (с дифференцируемыми компонен- 
тами), определенпого в римановом пространстве, называется векто])› ®-А; оператор V 
(п. 16.10-7) действует как ковариантный вектор. Следует отметить соотношения 

У.(@А) = av-A + A-yva. (16.10-33) 

v-(arA) =(Vva)e-A + (y-A)a, (Asa) = (va) A + (9°A)sa, (16. 10-34) 

~! ~ i 
тде тензор А получеп транспонированием А (A, = Ar). Teu3z0p Va чазывается грацди- 

ентом а (табл. 16.10-1). 
Для функций, кривых и поверхностей, удовлетворяющих известным условиям, 

име1от место интегральные теоргмы. аналогичные теоремам пп. 5.6-1 и 5.6-2: 

[9-А ЧУ = [4А-А, (16.10-35) 
у 5 

fvadv= [daa  [(9ХА) 4У = [ (4АХА), (16,10-36) 
у 5. у 5 

f ve(A-a) dV = fdA-(A-a), (16.10-37) 
у 5 
Гал (УХА) == [ 4г.А. | (16.10-38) 
5 С |



ГЛАВА 17 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

17.1. КРИВЫЕ НА ЕВКЛИДОВОЙ ПЛОСКОСТИ 

17.1-1. Касательная к плоской кривой. Пусть кривая С задана (п. 2.1- 9) 
уравнениями 

x=x(f), y=y(f) (17.1-1а) 
ИЛИ 
я g(x, y)=0, (17.1-16) 

I 

y= (x). (17.1-1с) 

Касательной к кривой Св ее точке Р; (х!, и) == Py (x (t1), и(1,)| называется 
прямая, являющаяся предельным положением секущей, проходящей через Ру и 
через отличную от нее точку Р» этой кривой при стремлении Р. к Ру. 

Кривая (1) имеет единственную касательную с уравнениями. 

(и), (вх, 9=(), (фи, (17.1-2a) 
ИЛИ 

(52). «—*)+ (5%), @—и)=0, (17.1-25) 
ИЛИ 

y—n=(F), (ex) (17.1-2c) 

в каждой регулярной точке (1, у1) кривой; регулярная точка характеризуется 
либо тем, что а} при некотором выборе параметра функции х (1), и(Ё) будут 
иметь в достаточной близости от ( пепрерывные производные первого по- 
рядка, ие равные одновременно нулю, либо тем, что b) для некоторого урав- 
пения ф(х, у)=0 кривой С фупкция (x, y) имеет в достаточно малой 
окрестности точки (х1, у1) ненрерывные частные производные первого порядка, 
из которых по мепьшей мере одна отлична от нуля Из Ь) всегда следует а); 
условия а) и Ь) эквивалеитны, если (ху, & у1) не является кратной точкой кри- 
вой С, что заведомо имеет место для той дуги кривой, на которой хотя бы 
одна из производных х’ (В, и’ (#) сохрапяет знак. 

Угловой коэффициент касательпой (2) равеп 

о). ant 
17.1-2. Нормаль к плоской ‘кривой. Нормалью к кривой (1) в регулярной 

Touke P,(x,, 1} называется прямая, проходящая через Р, и перпендикуляр- 
ная к касательной в точке Р:.: 

У = — мах: ®—®). (17.1-4) 

Ноложительное направление нормали может быть тем или иным способом 
согласовано с положительным направлением касательной; последнее совпадает 
с положительным направлением кривой. Положительное направление кривой 
определяется некоторым дополиительным условием (возрастание &, возраста- 
ние хит. д.; см. также п. 2.2-1).
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17.1-3. ХОсобые точки. Всякая точка кривой, че являющаяся регулярной, 
называется особой. Пусть кривая (16) обладает тем свойством, что все произ- 
водные от ф(х, и) до (п—1)-го порядка включительно равны нулю в точке 
Р. (ж, и:), в то время как производные п-го порядка непрерывны в некото- 
рой окрестности (х1, у1) и не равны одновременно нулю в этой точке. Тогда 
кривая имеет п касательных в Р;; некоторые из них могут совпадать или 
оказаться мнимыми (последних будет четное число). Так, если все производ- 
ные первого порядка от ф(х, и) равны нулю в точке Р, (х1, и!), а производ- 
ные второго порядка не все равны нулю, то угловые коэффициенты ау/ах 
двух касательных в точке Ру являются корнями квадратного уравнения 

0? д2Ф а д 

sot (zs Zw) +2 aay T+ x= 0 (Y=, Y=J}). (17.1-5) 

Корни уравнения (5) и, следовательно, две касательные, могут быть дейст- 
вительными п различными (двойная точка, узел), совпадающими (точка воз- 
врата либо точка самоприкосновения) или мнимыми (изолированная точка); 
во всех этих случаях точка (х:, у1) является особой. 

Свойства кривой в особой точке могут быть описаны также в терминах 
производных от х (В и и(0. 

17.1-4. Кривизна плоской кривой. Соприкасающейся окружностью (кругом 
кривизны) плоской кривой С в ее точке Р,; называется предельное положение 
окружности, проходящей через Р,; и две соседние точки кривой Ри Р+, при 
стремлении Р. и Рзк Р:. 

Центр этой окружности (центр кривизны кривой С, соответствующий 
точке P,) лежит на нормали к С, проведенной в точке Р;. Координаты центра 

ро 1 [429 ии) 
же, (3%), 1 + (3), аи), = — 

  

    

В , aa (17.1-6) 

moe [+ EYED) ne 
BCE MPOHSBOAHbIe BLIVHCAAIOTCA NpH x= x, (t=); TouKamMH обозначено диффе- 
ренцирование по ¢. Panuyce р» круга кривизны (радиус кривизны кривой С 
в точке P|) равен обратной величине кривизны А кривой С в точке Р;; крни- 
визну можно определить как предел отношения угла поворота касательной 
к длине соответствующей дуги А$ кривой С при стремлепии Д$ к нулю: 

pat at ote [И 1+ (2) |= == . (17.1-7) 

все производные подсчитываются при х=х, (Е=8) 1). Даниая кривая С яв- 
ляется соответственно вогнутой или выпуклой в положительном направлении 
оси Оу в зависимости от того, будет ли производная 4?и/4х? и, следовательно, 
кривизна # положительной или отрицательной. Многие авторы называют кри- 
визной, как это и сделано в п. 17.2-3, не А, а|Ё|. 

В полярных координатах о, ф (п. 2.1-8) дифференциал длины дуги 4$ и 
угол и между касательной к кривой р =р(ф) и полярным радиусом-вектором 
определяется формулами 

  

  

  

dst=dp?-+-p2do%, tg p=0/3, (17. 1-8) 
откуда следует, что 

ар \® а?р 

14 4$ au _ 2+2 (45) ПР ав: 
ds V 04 (2) 3° 

2 — 

° + (а) | 

') Правые части формул (5) и (7) можно выразить через частные производные от 
иевой части уравнения кривой Ф (х, и) =0 прив помощи формул (4.5-16). 
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17.1-5. Порядок касания плоских кривых. Говорят, что кривые и=}.(х) и 
у=и(х) имеют в точке Р; (х!, и:) касание п-го порядка, если 

(1) = 5 (1), ГЕ" (1), 56, К (д) = (x1), РТТ (1) ат (1); 

| (17.1-10) 

это определение предполагает, что }(х) и 8 (х) имеют в точке х; производные 
до (п-- 1-го порядка включительно. | 

При соблюдении условий (10) разность }(х Ах) — а (х-- Ах) является 
бесконечно малой (п--1)-го порядка относительно Ах.Ж 

В точке касания касательные к кривым совпадают. 
Одна из кривых лежит по разные стороны от другой в достаточной бли- 

вости от точки касания, т. е. кривые пересекаются в этой точке в том и 
только в том случае, если п четно. Точка, в которой кривая и касательная 
к ней имеют касание второго порядка (или любого четного порядка), назы- 
вается точкой перегиба. В точке перегиба кривая пересекает свою касатель- 
ную. Кривизна в точке перегиба равна нулю. 

‚ 17.1-6. Асимптоты, Прямую линию называют асимптотой данной кривой С, 
если. расстояние от точки Р(х, и) кривой до прямой стремится к нулю при 
х2-- у? — оо; говорят также, что кривая С асимптотически приближается к этой 
прямой. Предельное положение касательной к регулярной кривой есть асимп- 
тота; обратное утверждение неверно. 

Если кривая задапа уравпепием у = (х) и пределы 

Пт Г). 
х—0 * 

существуют, то прямая у = ах -|- 6 является асимптотой кривой. Ж 

=аи lim [f (x4)—ax] = 0 
x —>00 

17,1-7. Огибающая семейства плоских кривых. Огибающей однопараметри- 
ческого семейства кривых 

p(x, y, A)=0 (17.1-11) 

пазывается кривая, касающаяся в каждой своей точке одной из кривых се- 
мейства. Иногда к огибающей относят также точки, которые принадлежат 

одновременно всем кривым семейства. В дальнейшем имеется в виду именно 
это последиее определение. Уравнение огибающей можно получить, если 
исключить параметр /, из уравнений (11) и уравнения 

дф (х, и, №) — OCH A) Еф (х, у, №) =0; (17.1-12) 

такое исключение параметра возможно и заведомо приводит к огибающей, 
если в рассматриваемой области значений x, у и Л выполняются условия 

0 ( 4) 
9 и. 52 0, Ox 0. (17.1-13) 

В общем случае уравнения (11) и (12) определяют А-дискриминантную кри- 
вую, т. е. геометрическое место точек, в которых ‘пересекаются бесконечно 
близкие кривые семейства (предельное лоложение точек пересечения кривых 
M(x, у, А) =0 иф(х, и, А.) =0 при А, —*^,). Наряду с огибающей А-дискри- 
минантная кривая содержит и особые точки кривых, принадлежащих се: 
мейству. 

17.1-8. Изогональные траектории. Семейство кривых, пересекающих все 
кривые однопараметрического семейства ф(х, у, ^)=0 под данным углом 1, 
определяется дифференциальным уравнением 

94 ap. д (5 cosy — 57 sin y ) ах (5% sin y-+5> cosy) dy =0; (17.1-14) 

прн }=л/2 уравнение (14) определяет ортогональные траектории.



17.2-2. 172. КРИВЫЕ В ТРЕХМЕРНОМ ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 521 

17.2. КРИВЫЕ В ТРЕХМЕРНОМ ЕВКЛИДОВСМ ПРОСТРАНСТВЕ 

17.2-1.. Вводные замечания (см. также п. 3.1-13). В пп. 17:2-1—17.2-6 
рассматриваются геометрические свойства кривой С, определяемой урав- 
нениями r=r(t) 

или (А ==, (17.2-1) 
r=x(), y=y(), 2=2(0) 

(Пи Б могут равняться соответственно — со и -++ Co). Функции (1) имеют 
непрерывные производные по р, и dr/dts£0 для всех значений # из проме- 
жутка & ==, т. е. С — регулярная дуга. В случае необходимости будет 
предполагаться существование производных более высокого порядка. 

Удобно принять за новый параметр длину дуги | 

s= (ds = 5 V dro dr = \ Vat pdgt dai =| VL p+ a at 
С ; С 1 

(п. 5.5-4); знак 45 выбирается произвольно и определяет положительное на- 
правление на кривой и касательной (см. также пп. 17.2-2 и 17.2-3). Произ- 
водные по $ будут обозначаться штрихами, так что, например, 

’ ’ dx  dx,ds xo Ss = |-> 

Уравнения кривых в криволинейных координатах (гл. 6) кратко рассмотрены 
ви. 17.4-1. 

17.2-2. Подвижной трехгранник (см. также пп. 17.2-3 и 17.2-4). . 
(а) Касательная к кривой. Касательной к кривой С в точке Р. (г,) = 

= Р, (х1, И, 21) называется прямая, являющаяся предельным положением 
секущей, проходящей через Р, и отличную от нее точку Р. кривой при 
стремлении Р. к Р:. Кривая (1) имеет единственную касательную в каждой 
точке, в которой существует 41/4 == 0. Положительное направление касатель- 
ной соответствует положительному направлению на кривой. 

‚ (5) Соприкасающаяся плоскость и соприкасающаяся окружность. Главна 
нормаль. Соприкасающейся окружностью или кругом кривизны кривой С 
в точке Р; называется предельное поло- 

  

      

жение окружности, проходящей через a ‘y Главная 
Р: и две соседние точки Py, 4 Ps KpnBoi нирмаль 
при стремлении Р. и Р.к Р!.. Плоскость 
этой окружности называется сеприкасаю- Соприкасаншояся 
щейся плоскостью кривой С в точке Ру; $ плоскость 
опа содержит касательпую к С в точке У 
Р'. Направленная прямая, идущая из ere Ae | ee 
TouKH P, B eHTp CompuKacatoluelica oKpy- Sf ** о 
жности, называется главной нормалыьо —__ oo > 
кривой С в точке Р;; главная нормаль ft 1 Касотельная 
перпендикулярна к касательной. р 

(с) Бинормаль. Нормальная и спрям- roannaue 
ляющая плоскость. Бинормалью кривой С АЯ, 
в точке Р; называется направленная пря- 
мая, проходящая через точку Р, и обра- нормаль 
зующая вместе’ с положительной Kaca- 
тельной и главной нормалью ` правую Рис. 17.2-1. Подвижный трехгранник, 
систему декартовых прямоугольных осей связанный с пространственной кри- 
(п. 3.1-3). Плоскости, определяемые ося- вой С. 
ми этого «подвижного трехгранника», на- 
зываются: нормальной (плоскость, перлендикулярная к касательной), споям- 
ляющей (плоскость, перпендикулярная к главной нормали), соприкасающейся 
(плоскость; перпендикулярная к бинормали) (см. рис. 17.2-1). |
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(Ч) Единичные векторы & пи Ъ, направленные, соответственно вдоль 
положительной касательной, главной нормали и бинормали, следующим обра- 
зом выражаются через производные от функции г=г (5) по $; здесь и далее 
производные по $ обозначаются штрихами: | | 

t=r’ (единичный вектор касательной), 
r”’ ] . . й 

п= УЕ г’’ (единичный вектор главной нормали), (17.2-2) 

b=txn (единичный вектор бинормали). 

Вектор Ёп==г”’ называется вектором кривизны; через & обозначена кривизна, 
рассмотренная в п. 17.2-3. 

17.2-3. Формулы Френе — Серре. Кривизна и кручение пространственной 
кривой (см. также пп. 17.2-4 и 17.2-5). 

(а) Единичные векторы (2) удовлетворяют в каждой точке кривой соот- 
ношениям 

И — Ап, п’. АРТ, ПБ’ = — тп (формулы Френе — Серре), 
me 

1 г течь ги]. (17.2-3) 
Py, 

; 

1 
0, =k? 

При возрастании $ точка Р, движется по кривой С; при этом: 
1. Касательная вращается вокруг мгновенного положения би- 

нормали с положительной угловой скоростью Ё (кривизна кривой С 
в точке P;). 

2. Бинормаль вращается вокруг мгновенного положения каса- 
тельной с угловой скоростью т (кручение кривой С в точке Р\); 
т положительно, если вид кривой напоминает правую винтовую 
нарезку. 

3. Трехгранник вращается как твердое тело вокруг мгновенной 
оси, направление которой определяется вектором Дарбу Q =—tt--kb, 

с угловой скоростью (положительной), равной |© | =И 12-Е? (полная 
кривизна кривой С в точке Р)). 

Мехапический смысл производных от базисных векторов трехгранника Фреише стапо- 
BUTCH более очевидным, если переписать формулы Френе в внде 

= Ох += (46) Х+, no =Qxn, } (17,2-4) 
b’= 2 X b= (tt) x b; 

р, = 1/ есть радиус кривизны кривой С в точке Р, (радиус соприкасающейся окруж- 

ности); 9. = 1/5 называется радиусом кручения. 

(5) Скалярные функции А = ($) п %==т ($) определяют кривую с точностью до поло- 
жения в иространстве (естественные уразнения кривой). С является плоской кривой в том 
и только в том случае, если ее кручение тождественио равно нуло; аналогично С — пря- 
мая линия, если ее кривизна тождественно равна нулю, и только в эгом случае. 

(с) При произвольном выборе параметра # 

в ХЕ rer], 
Op lr |8 

1 | 
> = Se (17, 2-5) 

Pr |rxr|?   

точками обозначено дифференцирование no #. Полезно отметить, что 

pate Рае (ов) х (17.2-6) 
Pp 2, 

(разложение ускорения Овижущейся точки на танеенциальную и нормальную составляю- 
щие; см. также п. 5.3-2).
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17.2-4. Уравнения касатсльной, нормали и бинормали; уравнения соприкасающейся, 
пормальной н спрямляющей плоскостей. . 

(а) Касательная, главная нормаль и бинормаль кривой С в точке Р, (Г!) еэ 
ез Р, (Хи, 1/1» 24) ©пределяются соответственно следующими векторными уравнениями: 

cory t+ ut, r=r,+ un, Г = г: + ub, (17.2-7) 

где и — переменный параметр. . 
Векторные уравнения соприкасающейся, нормальной и спрямляющей плоскостей 

имеют соэтветственно следующий вид: 

(г —г:) . В =0, (г — ry) +t =0, (r—,)-n =0, (17 .2-3) 

(5) Координаты единичных векторов (2) относительно правой декартовой пряме- 
угольной системы координат равны: 

„== ‘, yay = 2¢ (направляющие косинусы касательной), (17.2-9a) 

п; = + x", ny = au, a= 2‘ (направляюшие косинусы главной нормали). (17,2-9b) 

i o a o zh (ие xy’) (17.2-9с) 

(направляющие косинусы бинормали). 

—1 fatt 4 Pay b ot Vell um BES 8 b Вр, иг”), у р (2'х 2*°х), 

Кривизна и кручение выражаются формулами , , , 
x y = 

R= 5- = Px? 4-172 “fp 277, t= = th 2 |. (17,2-10) 
р v 

    

2. xe yt’? zee 

Подстановка ваправляющих косинусов (9) в 

х -— — f) em Z 
= At Tt — = (17.2-11) 

С о > uy cos ty 2 

приводит к уравнениям касательной, нормали и бинормали в декартовых прямоурРоЛЬНых 
координатах: уравнение 

(x —x,) cos a, -- (и — 91) с°3 ‘у + (2 — 2.) с0$ ©, = 0 {17 ,*-12) 

определяет соприкасающуюся, нормальную, спрямляющую плоскости. 
17.2-5. Дополнительные замечания. 
(а) Центр кривизны кривой С, связанный с ес точкой Р,, определяется радиусом- 

вектором 
гр = Г, “+ P pit. (17.2-13) 

(65) Предельное положенне сферы, проходящей через четыре различные точки Р:, 
Р›,, Ри Р. кривой, при стремлении Р., Р, и Р. к Р. пазывается соприкасоющейся 
сферой кривой в гочке Р,. Ее центр лежит на прямой, проходящей через центр кривазны 
и имеющей направление бинормали. Радиус-вектор го цеитра сопрнкасающейся сферы 

в ее раднус р‹) таковы: 

ро= Ур: + (240%)*. го=г,ь + охорь =г, -- рап + отоьь. (17.2-14) 

‚ Кривая С лежит на сфере радиуса Ю, если 0g =R (необходимое и достаточноз 
условие). 

Полярными прямыми кривой С называются касательные к ее полярной кривой; 
последняя определяется как геометрическое место центров соприкасающихся сфер кри- 
вой С. Полярная поверхность кривой С есть линейчатая поверхность (п. 3.1-15), образо- 
ванная касательными к полярной кривой. 

(с) Эвольвенты нэволюты, Касательная.к кривой С описывает линейчатую 
поверхность, состоящую из двух полостей, касающихся вдоль данной кривой. Эвольвен- 
тами (развертками) кривой называются кривые, лежащие на этой поверхности и ортого- 
пальные ее образующим, т. е. касательным к кривой С. Если известно уравнение г = г ($) 
кривой С, то уравнения эвольвент имеют вид 

о =р ($) =г ($) + (4—$) Ё ($). (17.2-15) 

Каждой эвольвенте соответствует свое значение 4, представляющее собой постоянную 

1 сумму длины дуги $ и отрезка. касательной РСР)} от точки Ре кривой С до точки 

иволюты. Кривая С’ называется эволютой кривой С, если касательные к С’ являются 
пормалями к С, г. е. если С есть эвольвента крывой С*. эволюты кривой С лежат на ее 
полярной поверхности,
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< 

- {7.2-6. Порядок касания (см. также п. 17.1-2). Пусть кривые г = ($) и г==в ($) про- 
ходят через точку Р, (г!), где г: =1 ($1) =8{$1). Если расстояние между точками этих 
кривых |1(5: -- 4$) — с ($1 | А$) | является бесконечно малой (п -- 1)-го порядка относи- 
тельно Аз, то говорят, что кривые имеюг касание з-го порядка в точке Р., 

Необходимым и достаточным условием того, что регулярные кривые г=1(5) и 
Г=$ ($) имеют касание п-го порядка в точке Р, (жж, ц1, 21) == Р! (Г1), являются соотио- 
шения 

Е (51) ==8 ($1) == га, #45) == 87 ($1), .:., К (54) = gC) (5), КПИ (51) кат В (5), 
(17.216) 

которые должны выполняться при подходящем выборе начала отсчета и направления на 
каждой из кривых. 

Для кривой. заданной уравнениями 2 =2(х), у= и (х), условия касания a-ro порядка 
принимают вид. аналогичный (17.1-10). 

17.3. ПОВЕРХНОСТИ В ТРЕХМЕРНОМ ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

17.3-1. Вводные замечания (см. также п. 3.1-14, примеры см. в п. 3.5-10). 
В пп. 17.3-1— 17.3-14 рассматривается геометрия регулярного куска поверх- 
ности $, определясмого векторным уравнением 

f==r(u, v), (17.3-1a) 
или уравнениями 

ИЛИ 

ф(х, у, 2) =0, (17.3-1с) 

для некоторой области изменения параметров (криволинейных координат на 
поверхности) и, о (п. 3.1-14). Предполагается, что функцни (1) имеют непре- 
рывные. частные производные перзого порядка, и ранг матрицы 

az ay a | 
ди ди Ou | 
dx ду az. (17.3-2) 

‘uv. 00 9 

равен 2 (п. 13.2-7), т. е. три функциональных определителя д (х, и)/д (и, v) 
д (и, 2)/0 (и, 5), 9(2, х)/0 (и, 9) не обращаются в нуль одновременно, или 

9 па го 0 (мер, =). (17.3-3) 

В случае необходимости предполагается существование производных более 

высокого порядка. 

Условия, перечисленные выше, обеспечивают существование и липейную незавнси- 
мость векторов г, иг, направленных соответственно по касательным к координатным 

ЛИНИЯМ И =6015{ и 9==<с0п$(ё на поверхности, проходящим через точку (и, 9). Точки 
поверхности, в которых три определителя существуют, но обращаются в пуль при любом 
выборе параметров ц, 9, называются особыми точками; им соответствуют ребра, вершины 
й т. Д. 

17.3-2. Касательная плоскость и нормаль к поверхности. 
`(а) В каждой точке поверхности P, (ry) == Py (x 91, 21) = (uy, 91), удовлет- 

воряющей условиям п. 17.3-1 (регулярная точка поверхности), существует 
единственная касательная плоскость, которая определяется как предельное 
положение плоскости, проходящей через три различные точки ‘поверхности Py, 
Ро, Рз при стремлении Р.› и Р.к Р!:; при этом Р. и Рз перемещаются вдоль 
кривых, имеющих различные касательные в точке Р;. Эта плоскость содержит
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касательные ко всем регулярным кривым поверхности, проходящим через Ру. 
Касательная плоскость определяется уравнением 

&—м ужи 2-я 
дх 9 92 [T—ry, Ty, ty]=O0 или | 9. jg [=O = (17.3-4) 

dx 88 
Ou du dv 

rie. BCe MpousBomHble GepyTca NpH u=uy, v= Vj. 
(5) Нормалью к поверхности S B ее регулярной точке Ру называется пря- 

мая, проходящая через Р; и перпендикулярная к касательной плоскости в этой 
точке. Уравнение нормали имеет вид 

  
  

r—r,=IN, (17.3-5) 

где 

д (и, =) (2, х) д (х, 5) 

и д (и, 9) |+ д (и, 9) iv д (и, 5) к (17.3-6) 
{ry Xty| ~O(Y, 2) |? Гд (=, х) |? 9 (х, 9) ]? " 

у |5“ = | +52 =| + | i 

есть единичный вектор нормали к поверхности $ в точке P,; все производные 
берутся при и=и:, и=и;. Направление вектора М№ называется направлением 
положительной нормали в точке Py; положительное направление линии и 
(направление вектора г„), положительное направление линии о (направление 
вектора г.) и положительная нормаль образуют правую систёму осей (п. 3.1-3). 

17.3-3. Первая основная квадратичная форма поверхности. Дифференциал 
длины дугв и элемент площади. 

(а) Дифференциал радиуса-вектора г вдоль кривой 

r=rf[u(f), o(f)) или и=и(, 9=0(0, (17,3-7) 

лежащей на поверхности $, имеет вид 

dr=T, du-++ry dv " (17.3-8) 

и, следовательно, квадрат дифференциала длины дуги ds=|dr| Ha поверх- 
ности (1) в точке (и, 0) равен 

452 — | аг |2=Е (и, 9) du2+2F (u, v)dudu-- G(u, v) dv*) 

(первая основная квадратичная форма поверхности), 
где _ __{ Ox \2 Oy \2 Oz \2 

| В (м, р ти “ти (ди) + (Sr) + (ar) + | 
Ox Ox . Oy Oy , Oz O02 

——_ Fu, =u lu= 35 35 + Gu a0 + ди до, 
Ox \2 oy \2 Oz \2 

G(u, ого-го = (55) + (55) +(e) 

В каждой регулярной точке поверхности (1), отнесенной к (действительным) 
координатам и, о, квадратичная форма (9) является положительно определен- 
no (п. 13.5-2), т. е. 

-  (17.3-9) 

  

E>0, G>0, £G—F?>0. | (17.3-10) 

(b) Yroa y между двумя регулярнымн кривыми на поверхности; 

г=В, (0 или и=0, (1), =", (Ё) 

Y= К, (1) ИЛИ и=0. (4). я = Ve (t),
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проходящими через точку (и, и), определяется формулой 

cos y= ав... ав. _ E dU, dU,-+ F (dU, dV,+-dU,dV,)+G dV, dV _ 

УЕ dU? + 2F 40, ау. + ваузУ £ dU3+ 2F dUzdVo+Gav? }dR, || 4dRa| 

dU, dU, dU, dV» dU, dV, dV, ау, eA HF )+0 TE. ara 

    

== Е 

  

В частпости, угол \: между координатными линиями и == соп$& и 9 =с01п$, проходящими 
через точку (и, 9), определяется формулами 

F VEG—F? 
cos 7, = ——-; 3 siny,= ———-. (17.3-12) 

‘ VEG * VEG 
Условие ортогональности. координатных линий и, 9 имеет вид Р ==0 (см. также пп. 6.4-1 
и 16.8-2). 

(с) Векторный элемент площади ДА и элемент площади 4А в регулярной 
точке поверхности (и, 9) определяются выражениями 

dA=(ry X ly) dudv=N {dA}, 

dA= +|dA| =Va(u, v) dudy, 
rye 

O(y, 2) ]? д (2. х) 
o —_. | 2 — — 2— Se ee а(и, 5) = г, Хх г [=Е6—Е Ро | + es 9).   

2 д (х. + [SEB YP (17.3-13) 

Знак АА может быть выбран произвольно (см. также пп. 4.6-11, 5.2-7, 6.4-3, Ъ). 
17.3-4. Геодезическая и нормальная кривизна кривой на поверхности. 

Теорема Менье. 
(а) В каждой точке (и, и) регулярной кривой С 

г=Г[и (5), 9(5)] или и=и ($), 9==0 (5), (17.3-14) 

лежашей на поверхности 5. вектор кривизны г’’=Ёип (п. 17.2-2, 4) может 
быть единственным образом представлен в виде суммы двух векторов, один 
из которых (вектор геодезической или тангенциальной кривизны) лежит в каса- 
тельной плоскости, а другой (вектор нормальной кривизны) направлен вдоль 
вормали к поверхпости 5, т. е. 

Ао (МХ г) НЕМ; (17.3-15) 
№ — единичный вектор нормали к поверхности. В каждой точке [и ($), 9 ($)] 
величина 

Ко= г’ М] = [ет М] (геодезическая кривизна кривой С в точке (ни, V)) 

(17.3-16) 

является кривизной проекции кривой С на касательную плоскость (см. также 
п. 17.4-2, а) и 

=A(n-N)=r’'’-N=~—r’-N’ 

(HopMaavHat KpueusHa Kpusoil Ce mouxe (u, v))  (17.3-17) 

является кривизной нормального сечения (сечение поверхности плоскостью, 
содержащей нормаль к поверхности, плоскость которого проходит через каса- 
тельную к С; см. также п. 17.3-5). 

(5) Теорема Менье. Кривизна Е кривой, лежащей на поверхности, 
равна кривизне Е) нормального сечения, плоскость которого проходит через 

касательную к кривой в данной ее точке, деленной на косинус угла % между 
соприкасаиощейся плоскостью кривой в этой точке и плоскостью нормального 
сечения, т. е. 

cos a] 

      

(17.3-18)
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Уравнение (18) выражает кривизну Любого наклонного сечения через 
кривизну нормального сечения с той же касательной. 

17.3-5. Вторая основная квадратичная форма. Главные кривизны, гаус- 
сова. кривизна и средняя кривизна. 

(а) Для того чтобы записать выражения для ^), (формула (17)) в криво- 

линейных координатах и, 9, рассматриваем АМ == М, аи-- М, 40 и вводим 
обозначения 

—dr-dN=L (u, о) ди? --2 М (и, о) du du-+N (u, о) аз? \ 

(вторая основная квадратичная форма поверхности), 

  

где 

(и, = г, М, = [на тиГо] | 

| © 8 VEGF! (173-19) 
| 

[Рио Ги Го] 
1 — — . =— . — 

О 
М (и 0) =— г..М —_ [Го и о 

ae 0°" VEG =F 

Bce производные берутся в точке (м, о); подробные выражения для смешан- 
ных произведений можно написать по формуле (5.2-11). 

Кривизна нормального сечения в точке (и, и) поверхности $, плоскость 
которого проходит через бесконечно близкую точку этой поверхности (и-- аи, 
о-- 40), равна 

  - dN du\2 du dv dv\2 1. du*+2M dudu+ N dv? в 47: 4М (4) du dv (de. ам У 40 
№ ds? Lae) 2M Ga tN a E du? + 2F du du + @ dv? 

(17.3-20) 

% Us формулы (8), записанной в виде dr = du (1 + a ry) следует, что OTHOWe- 

пие 49/4и вполие определяет направление касательной к рассматриваемому нормаль- 
ному сечению. Хх 

(5) Точка поверхности, в которой Ry имеет одно и то же значение для всех 

нормальных сечений (2: М:М№М=Е:Р: 0), называется омбилической. В каж- 

дой неомбилической точке (и, о) существует два нормальных сечения (глав- 
ные нормальные сечения), которым соответствуют наибольшая величина #4 
и наименьшая величина №, кривизны Ал» (главные кривизны поверхности $ 

в точке (и, v)). Плоскости главных нормальных сечений взаимно перпендику- 
лярны; для любого нормального сечения в точке (и, и), плоскость которого 
образует угол 6 с плоскостью первого главного нормального сечения, 

Ry=R, cos?6-+-k, sin?@ (meopema Эйлера). - (17.3-21) 

Величины Ё и Ё› являются корнями характеристического уравнения *) 

L—kRE M—kF —0. 17.3-2 M—kF N—&G (17-35-22)   

  

*) Иначе говоря, Ё и Ё; есть собственные числа обобщенной задачи о собствен- 
чых значеннях матрицы А — АБВ, где 

LM (; F 
А = B= 

( vs F с) 
я матрица В положительно определена (п. 14,8-7).



528 ГЛ. И. ДИФФЕРЕНПИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ ' 17.3-6, 

Симметрические функции 

Н (и, 5) = = (kit ks) u K (ua, = 

называются соответственно средней и полной (гауссовой) кривизной поверхно- 
сти 5 в точке (и, и); они следующим образом выражаются через коэффициенты 
основных квадратичных (opm: 

  Н = 5 (hi ks) = < EN ЗЕМ + GF (средняя кривизна),  (17.3-23) ЕС — Е 

К == №1. =в к (гауссова кривизна) (17.3-24) 

(см. также пп. 17.3-8 и 17.3-13). Значения функций #4, &5, Ни К не зависят 
от выбора криволинейных координат. 

В зависимости от того, будет ли квадратичная форма (19) определенной, 
полуопределенной или неопределенной (п. 13.5-2) в точке (и, 9), эта послед- 
няя является: | 

эллиптической точкой, в которой К =. > 0 (нормальные сече- 
ния все выпуклы или все вогнуты; поверхность не пересекает каса- 
тельную плоскость; пример: любая точка эллипсоида); 

параболической точкой, в которой К =. =0 (например, 
любая точка цилиндра); 

гнперболической точкой (седловой точкой), в которой К =; <0 
(имеются как выпуклые, так и вогнутые нормальные сечения; поверх- 
ность пересекает `касательную плоскость; пример: любая точка 
однополостного гиперболоида). | 

Омбилическая точка (№.==А,, п. 17.3-5, Ъ) необходимо является либо 
эллиптической, либо параболической. 

17.3-6. Некоторые направления и кривые на поверхности. Минимальные поверх- 
ности. 

(а) Линией кривизны па поверхности называется кривая, в каждой точке которой 
касательная принадлежит плоскости главного. нормального сечения в этой точке, Через 
каждую пеомбилическую точку (и, 9) поверхности $ проходят две1линии кривизны 
и = (и), которые являются взаимно перпендикулярными; их дифференциальное уравне- 
иие нмеет вид 

45: — аи ау аи? 

Е Е. С |=0. (17.3-25) 

L M N 

(6) Асимптотической линией поверхности называется кривая, нормальная кривизна 
(20) которой в каждой точке равна нулю; асимптотические линии определяются диффе- 

ренциальиым уравнением 
Г. аи? -- 2М аи до -- М 45? = 0. (17.3-26) 

(Пример: любая прямая линия на поверхности.) Направления касательных к асими- 
тотическим линиям называются асимптотическими направлениями поверхности. 

Хх В эллиптической точке поверхности асимптотические направления являются 
МНИМЫМИ. 

В гиперболической точке имеются два различных асимптотических направления. 
Линии кривизны делят пополам угол между ними. 

В параболической точке имеется одно асимптотическое направление, которое совпа- 
дает с направлением касательной к главиому нормальному сечению, имеющему нулевую 
кривизну. Ж 

(с) Направления двух регулярных дуг поверхности 

a= Uy, (1. vu=V,@ 8 u=U;, (1) vez V, (2). 

называются сопряженными в точке вх пересечения (ц, 9), если касательная к одной ИЗ
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этих дуг в точке (и, 9) является предельным положением прямой, по которой касатель- 
пая плоскость поверхности в точке (и, и) пересекается с касательной плоскостью поверх- 
ности в некоторой точке второй дуги при стремлении этой точки к (и, и). Условие со- 
пряженпости имеет вид ‘ 

L dU, dUa+ M (dU, dV3+ dUs dV;) +N dVi dV_ =0, (17.3-27) 

(Пример: направления линий кривизны. ) 
Отношение сопряженности является взаимным. 
(4) Координатцые линии и = соп3{, о = сопз{ являются 
ортогональными, если ЕР == 0, 
сопряженными, если М ==0, 
линиями кривизны; если РЕ ==0, М =0, 
асимптотическими, если Ё ==0, М ==0. 

Все приведенные условия необходимы и достаточны. . 
(е) Х Минимальной поверхностью называется поверхность, у которой Н (и, v) == 0, 

т.е. №, =— №, (формула (23}). Это имет место в том ц только в том случае, когда 
асимптотические линии образуют ортогональную сеть. Х 

Пусть дана поверхность в виде односвязиой области, ограниченной замкнутым кон- 
туром. Если оставить неизменпым контур и менять натянутую на него поверхность как 
меняется упругая пленка), то поверхность, имеющая наименьшую площадь, будет обяза- 
тельно минимальной; отыскание минимальной поверхности по заданпому контуру назы- 
вается задачей Плато. ‘ 

Физическим аналогом мянимальной ловерхности может служить мыльная пленка, 
натянутая на изогнутый в пространстве проволочный контур. 

17.3-7. Поверхности как римановы пространства. Трсехипдексные символы | Крнстоф- 
феля и параметры Бельтрами. Регулярный кусок поверхности $ с первой осповной 
квадратичной формой (9) является двумерным римановым пространством, отпесепным 
к координатам и, и, метрический тензор которого имеет компоненты: &:1 = 6, Виз = 
= в: =, П.. = С (пп. 16.7-|1 и 17.4-1; см. также п. 17.3-12); а (и, ч) =Е@ — Е? есть оп- 

редилитель метрического тензора (п. 16.17-1). Если рассматривать поверхность как рима- 
ново пространство, то на пей можио определить векторы, тензоры, скалярпое произведе- 
ние и ковариантное дифференцирование (п. 16.2-1, 16.8-1 и 16.10-1). Т’рехиндексные сим- 
волы Кристоффеля второго рода (п. 16.10-3) нмеют для поверхиости 5 следующий Bug *): 

    9 

{ 1 } СЕ, —2ЕЕ „+ ЕЕ. { 2: — FE, + 2EF,,— EE, 

11$ — (50 — Е?) _ ' 1 11$ 2 (EG — F?) 

ная (hom bent | 
1 21$ l2 1$; = 2Q(EG—F)’ lt 2s \2 JS” 2(EG— F*) 

| “I __— FG, + 2GF, — GG, {7 __ 56, — FF y + PCy, 

2 235 2 (EG — F2) ) 2 21$ — 2 (ЕС — Е?) 
  

  

обозначение «5» использовано для того, чтобы отличить символы Кристоффеля поверх- 

ности от символов Кристоффеля tj объемлющего пространства, 

Для функций Ф (и, о). (и, 9. имеющих непрерывные частные производные инуж- 
ного порядка, могут быть составлены дифференциальные инвариаиты 

ЕФу Ya F (ФТ. + 0,4) + GO Vy 
EG — F?. 

(первый дифференциальный параметр Бельтрами), 

E G® — РФ, + 9 E®,, — FO 

VEG—F?}0u VEG—F? 00 VEGF? 
(второй дифференциальный параметр Beasmpamu), Г 

  Ус Ф, 9) = 

(17.3-29) 

    

2 —_ 

вполне аналогичные УФ. УФ и \У2Ф, определенным в табл. 16.10-1. Так как двумерное 
риманово пространство «погружено» в трехмерное евклидово пространство, ковариантное 
дифференцирование на поверхности можно интерпретировать при помощи действитель- 
ного сравнения векторов поверхности в соседних ее точках; однако при этом должно 
рассматриваться це приращение вектора, а его ортогональцая проекция на касательную 
плоскость. 
  

#) См. сноску па стр. 513.
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17.3-8. Уравнения с частными производными, связывающие коэффициенты основ» 
вых квадратичных форм. Theorema Egregium Гаусса, 

(а) Изменение линейно независимых векторов Газ Го, N («локальный базис») при 
смещении вдоль координатных линиий поверхности описывается следующими соотноще- 
НИЯМИ;: 

1 2 
гии = {1 its rat, ts ry TEN, 

1 2 
Cay = | ots ryt f ots Fy t MN, с (уравнения Гаусса), (17,8-80) 

2 
Pov | ots ги {0 ots ryt NN, 

' | 
Na BG FEM ИВМ Sale | (уравнений уз \ ‘ Вейнгартена) ° 

(5) Условия совместности системы дифференциальных уравнений (17.3-30) (условия 
иитегрируемости, п. 10.1-2, с), равносильные соотношениям T uy Tou Suey 

=F vu 
имеют вид 

1 2 1 2 
L +{ } M+{ } №М = М +f } L+f{ } М (уравнения Dv 9 

1 125 Pus “ЦИ 275 | 2)5 Майнарди —  (17.3-32) 

M+ [25 M+ {1 ots N=Ny +1 25 Lr {> ots м, } Кодацци”)) 

а обе к ЕР [ди {1 2]5$ до \1 1]$ 1 2]$ |1 2]5$ 1 os (2 ots|= hose =* 
(17.3-33) 

(с) Уравнения (33) выражают К только через Е, Р, С и их производные, откуда 
следует, что гауссова кривизна К(и, v) поверхности является иинвариантом изгибания, 
и. е. не меняется при таких деформациях поверхности, при которых сохраняется ее пер- 
вая квадратичная форма (Тпеогета Бётебит Гаусса). 

17.3-9. Определение поверхности коэффициентами ее основных квадратич- 
ных форм. Три функции Е (и, 9), С (и, и) и Е(и, и), удовлетворяющие усло- 
виям Е(и, 9) >0, С(и, и) >0, ЕЕ? >0, определяют метрику (внутрен- 
нюю геометрию) поверхности. Шесть функций Е, Г, С, [, М, М, удовлетво- 
ряющих указанным выше неравенствам и условиям совместности (32) и (33), 
однозначно определяют действительную поверхность г==г (и, и) с точностью до 
ее положения в пространстве (основная теорема теории поверхностей). 

17.3-10. Отображения. 
(а) Взаимно однозначное преобразование (отображение) 

ии о [ote 2 о] 17.3-34 и=и (и, 0), о=о(и, 0), Fan = (17.3-34) 

ставит в соответствие каждой точке (и, 9) данного регулярного куска поверх- 

ности г==г (и, 9) определенную точку (и, 9) регулярного куска другой поверх- 

ности г=г (и, 9). В дальнейшем символы с чертой сверху будут относиться 

ко второй поверхности. Функции и (и, 9), v(u, v) предполагаются дифферен- 
цируемыми достаточное число раз. Отображение называется 

изометрическим (сохраняет все метрические величины на поверхно» 
сти), если 

E(u, v) =E(u, 0), Fu, v) =F(u, v), Gu, v) =G(u, 0); 
  

*) В отечественной литературе уравнеиия (17.3-32), основываясь на хронологической 
последовательности, в которой они рассматривались, называют уравнениями Петерсона — 
Кодацци.
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конформным (сохраняет углы), если 

E (u, v):F (u, 0): G(u, v) = E(u, v): F(u, v): Glu, 5} 

эквиареальным (сохраняет площади), если 

д(и, 5) _1/ ЕС — Г 
d(u, v) EG — F?° 

(6) Для получения конформиого отображения (34) каждая из поверхностей конформно 
отображается на плоскость, а затем одна плоскость отображается на другую при помощи 
аналитической функции комплексного переменного (п. 7.9-1). о 

Для того чтобы отобразить конформно поверхность г ==г (и, 9) на плоскость с декар- 
товыми прямоугольными координатами & (и, и), П (и, 9), решается дифференциальное урав- 
нение 

Е (и, 5) аи? + 2Е (и, о) аи 4. --С (и, v) dv? =0 (17.3-35 а) 

или, что то же, 

dv 1 eV Sor ау _1 VR . IgG (CP t+iVEG—F*) и => (_ F—-iVEG—F?). (17 3-35 b) 

Иитегралы этих уравнений определяют мнимые кривые (изотропные или минималь- 
ные «кривые» на поверхности, которые характеризуются условием 4$? == 0) 

И (и, 0) = соп$+, V (u, v) =const. 

Тогда первая квадратичная форма поверхности в действительных ортогональных коорди- 
натах 

$ (м, о) =F (U+V), nu, = (U—V) (17.3-36) 

(изотропные или изотермические координаты) принимает вид 

452 = р (Е, п) (ЧЕ? -- 42) (17.3-37) 
и становится пропорциональной первой квадратичной форме 4? -|- 41? плоскости с декар- 
товыми прямоугольными координатами &, x. 

17.3-11. Огибающие (см. также пп. 10.2-3 и 17.1-7). Пусть уравиение 

y (x, y, 2, A) =O (17.3-38) 

определяет одпопараметрическое семейство поверхностей, для которого 

VOXVG, £0, 2, #0 (17.3-39) 

в некоторой области ИУ пространства. Тогда в области У существует поверхность (огибаю- 
тая данпого семейства), которая касается каждой из поверхностей (38) вдоль кривой 
(характеристики), определяемой уравнениями 

Ф (х, у, 2, А) =0 ФА (Х, И, 2, № =0, (17.3-40) 

т. е. имеет с поверхностью семейства общую касательную плоскость в каждой точке 
характеристики. 

Если, кроме того, в области У выполняется условне [ VOVOAVORA| 520, то огибаю- 
щая имеет ребро возврата, т. е. кривую, которая касается каждой характеристики (30); 

точка касания ребра возврата и характеристики называется фокусом. Координаты фокуса 
определяются уравнениямн 

Фф (х, у, 2, А) =0, фл, (х, и, =, А) ==0, DAA (x, ¥, 2, A) =0. (17.3-41) 

Исключение ^ из уравнений (41) приводит к уравнениям ребра возврата. 
Уравнения (40) определяют при фиксированном зпаченни А ==А, кривую, являющуюся 

предельным положением линии пересечения поверхностей 

ty (x, у, =, А1) =O u @ (x, у, г, Ao) —0 при Ke > As 

если А произвольно, то Ууравнеиия (40) определяют геометрическое место таких кривых. 
Это геометрическое место (^-дискриминантная поверхность) содержит, наряду с оги- 
бающей, все особые точки поверхностей семейства (ребра, узловые точки и т. д.). 

’Ребро возврата является, аналогично, геометрическим местом точек пересечения 
трех бесконечно близких поверхностей (38). 

17.3-12. Геодезические линии поверхности (см. также п. 17.4-3). Геодези- 
ческой линией регулярного куска поверхности 5 называется регулярная 
дуга, геодезическая кривизна которой (п. 17.3-4, а) тождсественио равна нулю;
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геодезическая Либо является прямой линией, либо ее главная нормаль совпа- 
дает с нормалью к поверхности в каждой точке. Для любой геодезической 

и=и (5), 9=0($) Или 9==0(и) 

соответствующие функции и (5), 9 (5) и 9(и) удовлетворяют дифференциальным 
уравнениям 

4?и | adu\2 1 du dv 1 du\2 __ 

wet its (3) +21. ots as ast 40 of (г) =0, 
4?о` 2 }: /ди\з 2 du dv 2 dvu\2 

ae) its (as) +24, ats He at (a) =° 
или 

a = 2. (аи) +|2 {rots—te ots | аи) + 

+, ~ tr ots | et its . 07.9429 
Эти соотношения определят единственную геодезическую, проходящую через 
каждую данную точку в каждом давном направлении. Геодезические линии 
кривой поверхности имеют много ‘свойств, аналогичных свойствам прямых 
линий на плоскости (см. также .п. 17.4-3). Если на поверхности существует 
кривая наибольшей или наименьшей длины, соединяющая две данные точки 
поверхности, то она является геодезической. Вопрос о существовании геодези- 
ческой, проходящей через две данные точки поверхности, требует специального 
исследования в каждом отдельном случае. 

| (17,3-42a) 

, jp 

17.3-13. Геодезические нормальные координаты. Геометрия на поверхности (см. 
также п. 17.4-7). ; 

(а) Х Система геодезических нормальных координат и, о (полугеодезические коор- 
Динаты) характеризуется тем, что координатные линии о =— сопз{ являются геодезическими 
линиями, а координатные линии и —=соп${ — их ортогональными траекториями. Х 

Всегда можно так выбрать систему полугеодезических координат, что вдоль каждой 
из геодезических координата и играет роль длины ‘дуги $ и длина отрезка геодезической 
между лнниями и=и,; и и=и, равна и. —и!. Тогда семейство линий и ==с0п$# назы- 
вается. геодезическими параллелями, так как заключенные между любыми двумя из таких 
линий отрезки ортогональных к ним геодезических нмеют равные длины. 

Первая осповная квадратичная форма поверхности, отнесенной к полугеодезическим 
координатам, принимает вид 

ds4=dut-+G (u, v) dv?. (173-43) 

В полугеодезических координатах полная (гауссова) кривизна 

  

а’ 2 _ 1 2 VG Gy — 26Gyy 

VG ди 4G3 | 

(6) В специальном случае геодезических полярных координат геодезические Y= const 
пересекаются в одной точке (полгосе), а и: есть угол (п. 17.3-3, Б) между геодезическими 
и—=0и ч=0.. Каждая линия и==со0п$ё есть «геодезическая окружность» радиуса ци, 
пересекающая все линии u==const под прямым углом. «Дуга окружности радиуса и», 
соответствующая центральному углу 49%, равна 

К= (17.3-44) 

VG(u, v) dus Ё —5 Kou? +0 (из) du, (17.3-45) 

где К. — гауссова кривизна в полюсе. Величина (45) меньше, равна или больше чем а 49, 
если соответственно Ко>>0, К, =0 или Ко 0. 

Длина окружности Сс (и) и площадь Ас; (и) геодезического круга малого радиуса и 

с центром в полюсе связаны с длиной окружности 2ли и площадью ли? круга того же 
радиуса на плоскости следующими соотношениями: 

3 2ли — Со (и) 12 Ди — АС (и) 
п мб Ко (173-46) 

UT yd us Tye . 4 
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(с) Для любого геодезического треугольника на поверхности постоянной гауссовой 
кривизны К разность л -- (А+ В -- С), где А, В, С — углы треугольника (дефект треуголь- 
ника), связана с его площадью $ т соотношением 

А--В+С—п=кК5Т. | | (17.3-47) 
Как следствие, геометрия на поверхности постоянной кривизны является евклидовой при 
К =0, гиперболической при К < 0 и эллиптической при К >0. Поверхности постоян- 
ной равной гауссовой кривизны изометричны (теорема Миндинга). 

имеры. Для сферы радиуса А гауссова кривизна К == 1/ЁВ?. Поверхность посто- 
яиной отрицательной кривизны К может быть получена вращением трактрисы 

1 ‘ t 
—— $1 п Ё, у—=—— | п tg ~+ Cos ‘ 

V—K FER 2 

вокруг ев асимптоты (псевдосфера). 

Хх == 

  

  

17.3-14. Теорема Гаусса —Бонне. /Лусть гауссова кривизна К (и, 0) непре- 
рывна в замкнутой односвязной олласти поверхности $, гваница. которой С 
состоит из п регулярных дуг с геодезической кризизной Ко (и, и). Тогда сумма @ 

всех п внешних углов границы связана с интегральной кривизной № КаА обласпши 
| $ 

5 следующей формулой: 

| Kg ds +h KdA=2n—@ (теорема Гаусса— Бонне). (17,3-48) 
С $ 

Первый из интегралов обращается в нуль, если область ограничена геодезическими; 
формула (47) является частным случаем теоремы Гаусса — Бонне. 

17.4. ПРОСТРАНСТВА. С КРИВИЗНОЙ 

17.4-1. Вводные замечания. Теория, изложенная в пп. 17.4-2— 17.4-7, 
посвящена изучению в криволинейных координатах таких геометрических 
понятий, как длина, угол, кривизна, и обобщению их на некоторый класс 
многомерных пространств, а именно римановых пространств, введенных в гл. 16. 

17.4-2. Кривые, длины и направления в римановом пространстве (см. также 
пп. 4.6-9, 5.4-4, 6.2-3) 4). 

(а) Метрические свойства, связанные с л-мерным точечным римановым 
пространством, отнесенным к координатам д, х?, ..., хп, задаются компонен- 
тами его метрического тензора взь (х\, х?, ..., хп) (п. 16.7-1), который опре- 
деляет скалярное произведение и, следовательно, модули и направления век- 
торов в каждой точке (п. 16.8-1). 

(Б) Регулярная дуга С определяется nm параметрическими уравнениями 

= (== (17.4-1) 

с непрерывными производными Ах’ /4, не обращающимися одновременно в нуль. 
Дифференциалы 4х == (41/4) @ служат компонентами вектора, который можно 
рассматривать как направляющий вектор а@г` касательной к кривой С в ее 
точке (х\, х?, ..., х"); элемент расстояния ds между двумя соседними точками 
кривой (5, х?, ..., хп) и (и-нам, х?--ах?, ..., хп--ах?) определяется сле- 
дующим образом: ° 

  
  - —— “ik , 

== giz, (xt, 2, ..., хп) ам a=W gy (xt, x2, ..., 2%) <r “>. dt. (17.4-2a} 

Знак 45 выбирается так, что 4$ > 0 для 4Ё > 0 (положительное направление на 
  

1) Уравнения (4) — (6) могут применяться непосредственно лишь в случае 4$ -20. 
Изотропные направления и линии нулевой длины (4г 5-0, 4$ =| 4г | =0) в римановых 
пространствах с неопределенной метрикой кратко рассмотрены вп, 17,4-4,
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кривой С в случае положительно определенной квадратичной формы в:» ахах”). 
В некоторых случаях 4$ определяется соотношением 

  

4$ ЕЕ У ! ол (1, х?, ‚.., хп) ах ах" |. (17.4-2Ь) 

Длина дуги в кривой С от точки кривой, соответствующей значению параметра 
(==, определяется интегралом 

t t — TTR 

s==| ds == | V vn @ dt. (17.4-3) 
to lo 

Величина интеграла (3) не зависит от выбо»а параметра # на кривой. 
(с) Под направлением кривой (1) в каждой ее точке (x!, х?, ..., x”) no- 

нимается направление вектора 4г; иными словами, угол ‘у между любым век- 
тором а, заданным в точке (1, х?, ..., х"), и кривой определяется формулой 

а. (г . 
COSY = Tae] (п. 16.8-1). В частвости, угол ‘у между двумя регулярными 

дугами м = Xi (и хе == А! (1) находится по формуле 

dX! axk 7 
COS Y = Zip Gs ds” (1 4-4) 

Общие точки (п —- 1) 43 п координатных гиперповерхностей м == СОЙЗЁ (1 —=1.2, ..., ль 

проходящих через дапную точку (x}, x7, „+. х"), лежат нз координатной линии, соотрет- 
ствующей л-й координате (см. также п. 6.2-2). Косинус угла между {1-й и В-й коордипат- 

НЫМИ ЛИН » (xt, x? п) вен V &..5 1 линиями в точке > X, ween X ) paBe 8:ь/ Rif pp. 

  

(d) Единичный вектор dr/ds (c KomMnoHeHTaMn 4х'/4$) является единичным 
вектором касательной к кривой С в точке (x1, ха, ..., хп). Первый вектор кри- 

р Г/ах 
визны 42г/4$% (с компонентами р ( a) перпендикулярен к кривой (направ- 

ление главной нормали, см. также п. 17.2-2, b); его абсолютная величина 

d’r ryt й\. | в [55 |=И вы. (4%) 2 (4 (17.4-5 
Je ds? Sika; ds} ds \ ds 

называется первой кривизной кривой С в точке (21, х?,..., хп) (см. также 

п. 17.3-7). 
17.4-3. Геодезические линии в римановом пространетве (см. также 

п. 17.3-12). 
(а) Геодезической линией риманова пространства называется регулярная 

дуга, геодезическая кривизна которой равна нулю в каждой точке кривой. 
или, что то же, единичный касательный вектор которой @г/4$ сохраняет по- 
стоянное значение (в смысле параллельного перенесения, п. 16.19-9) вдоль 
кривой: 

ат D fdx'\ _ ам Е \ dxf ax? 
Е WH (42 | = oe + |. a ds “ds = (17.4-6) 

  

Дифференциальные уравнения (6) (п уравнений второго порядка) определяют 
единственную  геодезичекую х=х (5), проходящую через данную точку 
[xf == x! (51) в любом данном направлении (соответствующем заданным значе- 

ниям 4х/4$ при 5==51). 

Геодезические линии могут определяться также уравнениями более общего вида, 
а именно, дифференциальные уравнения 

Zyl J ark + 
gtx” bY dx! dx® 4 yy de 17,4-7 
а: +) dt “di ( dt need
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(с заданными начальными значениями Хх? и ах а! определяют геодезическую x# = xt (f): 
вид функции 4 at 

= — Е 7.4-8 нож ca 
cpa3aH c BHOOpoM tapametTpa ¢ на геодезической, но не меняет кривую как таковую. 

(5} Геодезические линии обладают многими свойствами прямых евклидо- 
вой геометрии (см. также п. 17.4-6). Если существует кривая наименьшей 
или наибольшей длины (3), соединяющая две данные точки риманова прост- 
ранства, то она является геодезической. Дифференциальные уравнения геоде- 
зической (6) или (7) можно рассматривать как уравнения Эйлера (ип. 11.6-1 
и 11.6- -2), выражающие тот факт, что первая вариация длины дуги (3), соеди- 
няющей данные точки, равна нулю. Вопрос о существовании геодезической, 
соединяющей две данные точки риманова пространства, требует в каждом 
отдельном случае специального исследования. 

17.4-4. Римановы пространства с неопределенной метрикой. Изотропные на- 

правления и геодезические нулепой длины. Если фундаментальная форма 

Sip (xl, x2, 0005 хп) dxtdx® 

риманова пространства является неопределенной (п. 5-2) в точке (x!, Key vee хп), 

то квадрат | а |? == g;pa* а вектора а может быть положительным, отрицательиым или 

равным пулю, и из |а| =0 не следует, вообще говоря, что а = 0. В любой точке 

(х 9 XM, cosy хп) направление вектора а 52 0, удовлетворяющего условию | a | "= 8;,a'ak = 0, 

называется изотропным направлением. Для вектора элементарного перемещения dr -£0, 
имеющего изотропное направление. 4$ == | 4г | =0; прн этом точки (x!, Xe oesy хп) и 

(x! + 4х", ess xf +. dx), связанные таким изотропным перемещением, различны. Крн- 

вая xt oe xf (1), удовлетворяющая условию 

dx! dx® Sika “aT = (0), (17.4-9) 

имеет изотропиое направление в каждой своей точке (кривая нулевой длины, изотроп- 
ная кривая, см. также п. 17.3-10, Ь). 

Кривая xt = xt (7, удовлетворяющая одновременио уравнениям (7) м (9). называ- 
ется геодезической линией нулевой длины, Каэсдое изотропное направление определяет 
единственную гводезическую линию нулевой длины, проходящию через данную точку в этом 
направлении (одно из применений — траекторни светового луча в римановом пространстве 
теорин относительности). 

17.4-5. Тензор кривизны риманова пространства, 
(а) Тензором кривизны (тензором Римана — Кристоффеля) данного рима- 

нова пространства называется абсолютный тензор ранга 4 со следующими 
смешанными компонентами (ences г— немой индекс): 

Rien = se | в; ax mj “ah tees ti ‘af {yah | й. (17.4-10) 
или с ковариантными компонентами 

° = . Г = _9. tie : _9. for ff р Др { Г ГБ. — Reieh = Bir je = 5k Ui — Sa ies + | в [#; 1—1; nf (ik; r= 

    
— | | 92, __ 92 ь —_ Рети 

2 | дк/дхй дх1дхй  дхГохй = axtax® , 

+L gts е; в; 1-Я 8; Я. (17.4-11) 
% Иногда пользуются также обозначениями 

К в =), kh и Righ == К. вр = Rap, f.
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Компоненты тензора ann удовлетворяют следующим соотпошейиям; 

Rink =— Ring 2 В пал, Rian + Renj tRajg =O ©0749 
Riizh =Rpenit — ~Rijigh =—Rijghp, Киьк + Rignj tRinge =O 174-13) 

вторые соотношения в формулах (12) и (13) столбца называются тождествами Риччи. 
п? (п2 — 

12 
компочент, через которые выражаются остальные его компоненты. Абсолютпые произ- 
водные тензора кривизны удовлетворяют тождествам Бианки (Бианки — Падова) 

Тензор кривизны п-мерного риманова пространства имеет существенных 

RI +Ré +R! . = 0 
iRh,r fhr,k ТЕ, В *. (тождества Бианки). (17.4-14) 

Корь + Кивг, в Е Вить, в =0 

(5) Тевзором Риччи данного риманова пространства называется абсолют“ 
ный тензор ранга 2 с ковариантными компонентами 

92 ШУ! Е | д Rk h д ToT k й 
К: = Rij = Ri, = Oxtdxt — sa; it — |. И In Vlg т | i \ at 

или со смешанными компонентами А’, = g'*R,, Тензор Риччи в п-мерном рима- 
п (п I новом пространстве является симметричным и имеет ито существенных 

компонент. 
Собственные направления тензора Риччи (п. 14.8-3) называются глав- 

ными направлениями Риччи; они определены в каждой точке риманова прост- 
ранства, 

(с) Скалярным инвариантом или скалярной’ кривизной риманова прост- 
ранства называется екалярный (абсолютный) инварнант 

Re Ri = g*R,, = g" RI, (17.4-16) 

(9) Тензором Эйнштейна данного риманова пространства называется абсо- 
лютный тензор ранга 2 © компонентами 

i pi . __ —_ 1 . 

Дивергенция (п. 16.10-7) Gi ‚ тензора’ Эйниипейна тождественно равна нулю. 
9 

17.4-6. Геометрическое истолкование тензора кривизны. Плоские прост- 
ранства и евклидовы пространства. 

(а) Параллельное перенесение вектора вдоль замк- 
нутого контура. Параллельное перенесение вектора а (ра? =0, п.16.10-9) 
вдоль бесконечно малого замкнутого контура 

(xt, x7, 0... x) (xt-edxl, x?-+- dx?,..., x*4+ dx") 

—> (xl dxl 4--dE&t, x? + dx?+ d&2, ..., x?+ dx" -+ dE") > 

— (м --а1, x?-+ de2, ..., t+ dE) —> (xl, x2, ..., 47) 

вызывает изменение каждой компоненты а? вектора а на 

| bai = — Ri, aldx*agh (17.4-18) 

(см. также уравнение (16.10-25)). 
(b) My eo Hae CK ul параллельные линии. Пусть х = 

= х ($, ^)\)— уравнения однопараметрического семейства геодезических, где 
  
  

4) Принятое здесь обозначение хр xt ($, A) исключает геодезические нулевой длины.
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- длина дуги геодезической, А — параметр семейства, Ортогональные траек. 
рии семейства (геодезические параллельные) отсекают .на геодезических 

липиях дуги равной длины. Следовательно, этн ортогональные траектории 
можно при подходящем выборе начала отсчета па каждой из геодезических 
определить уравнением $ ==сол${. Вектор с компонентами 

i . 

он № 
будет иметь направление нормали к геодезической \, =‹с0п${, касаясь в то же 
премя двумерной поверхности риманова пространства лё ==л? (5, А) (5, А — пере- 
меиные параметры). Вектор 72 меняется при перемещении вдоль Любой из 
геодезических семейства таким образом, что 

  

22: 
С = — Ri, ntplp*, (17.4-19) 

где р/— координаты единичного вектора касательной к дапной геодезической 
ЛИНИИ. 

(с)Х Плоские пространства. Риманово пространство называется 
плоским, если в окрестности каждой его точки существует такая система коор- 
динат EL, Е2 ..., Е? (декартовы прямоугольные координаты), что в этой 
окрестности " ds? ey (EP by (EP ben EM, (174-20) 
где =; постоянны и равиы либо --1, либо —1. 

Риманово прострапство является плоским в том и только в том случае, 

если все компоненты его тензора кривизны Reh или RK, 54), равны пулю в каж- 

дой точке простраиства, так что в плоском простраистве смапаниые кова- 
рнантные производные не зависят от последовательности дифференцированяя, 
и параллельное перенесение тензора вдоль замкнутого контура оставляет все 
компоненты тензор& неизменными (лп: 16.10-9 и 17.4-6, а) 1. 

В любой декартовой коордипатной системе все символы Kpucrospend TOK NCCTECHIIO 
равны пулю; ковариантное дифференцирорание сводятся к обычному дифференцированию , я 

любая геодезическая определяется линейными параметрическими уравнениями &* ==.0{-|-6 bt 
Фундамен тальная форма (20) можег быть дополнительно упрощена посредством ве. 

i дения коордипат Е = Ye; Е; ‚ Г является мпимым, если 2; — — {1 (это последиее обстоя- 

тельство имеет место в теории относительности). 

* (d) Плоское риманово пространство © положительно определенной мет- 
рикой (все =; з (20) равны --1) называют локально свклидовым. Топология 
(п. 5-1) локально евклидова пространства может отличаться от «обычной» 
они евклидова пространства элементарной геометрия (гл. 2 и 3); иногда, 
впрочем, локально евклидово пространство также пазывают евклядовым неза- 
висимо от его топологии. С другой стороны, плоское пространство иногда вазы- 
вают локально евклидовым независимо от того, является ли его фундамен- 
тальная форма положительно определенной, а в случае положительно опреде- 
ленной формы (17.4-20) употребляют термин «собственно евклидово простран- 
ство»; если же - форма (20) не является положительно определенной, то 
пространство называют лсевдоевклидовым. * 

17.4-7. Специальные координатные системы. Благодаря инвариантности 
тензорных уравнений (п. 16.1-4, 16.4-1, 16.10-7, 5) часто удается упростить 
математические рассуждения путем использования одной из ‘специальных коор-- 
динатных систем. 
    

‘) При этом предполагается. что контур может служить границей поверхности, все 
Фочки которой принадлежат плоскому пространству.
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(а) Не каждое риманово пространство допускает ортогональные координаты 
(gin =O nna i 28, 1. 16.8-2), но всегда возможно выбрать одну из координат, 
пусть для определенности это будет хп, так, что ее координатные линии будут 
ортогональны ко всем остальным координатным линиям, вследствие чего фун- 
даментальная квадратичная форма принимает вид 

п—-11—1 

45 = ») > gip ax! dx® + ony (dx)? `(17.4-21) 
jie 

в каждой точке (х1, х?, ..., х"). При этом всегда можно выбрать систему коор- 
динат так, что будет выполняться одно из дополнительных условий &ип = 
или вп==— 1; ХИ является тогда длиной $ дуги каждой из координатных 
линий х’=6013{ (1=1, 2, ... п—1), представляющих собой геодезические, 
ортогональные ко всем гиперплоскостям х” ==с01пз{ (нормальные геодезические 
или полугеодезические координаты, см. также п. 17.3-13). 

(5) х Каждое риманово пространство допускает такую систему координат 
21, Е2, ..., Ей, что его фундаментальная квадратичная форма будет иметь 
вид (20) в одной наперед заданной точке пространства. Более того, система 
координат может быть выбрана таким образом, что в этой точке компоненты 
тензора Zip WU частные производные первого порядка да;»/дх/ будут совпадать 
соответственно с компонентами метрического тензора псевдоевклидова прост- 
ранства и их частными производными; опо называется соприкасающимся псевдо- 
евклидовым пространством риманова пространства в данной его точке. В окрест- 
ности каждой своей точки риманово пространство с точностью до бесконечно 
малых высшего порядка изометричпо соприкасающемуся псевдоевклидову 
(собственно евклидову, если метрика положительно определенная) пространству. 

(с) Римановыми (нормальными) координатами с началом О называются 
числа хё = $рё, где р' — компоненты единичного вектора касательной в точке О 
к геодезической линии, соединяющей О с точкой (л\, 2, ..., х"), а 5 — геоде- 
зическое расстояние между О и точкой (х!, х?, ..., х"). Каждое риманово про- 
странство допускает геодезические координаты с любым началом О; при этом 
символы Кристоффеля обращаются в точке О в нуль.
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ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ 

18.1. ВВЕДЕНИЕ 

18.1-1. Вводные замечания. Вероятностями называются значения некоторой 
действительной функции, определенной на классе идеализированных событий, 
которые представляют собой результаты испытания (опыта или наблюдения). 
Вероятности вводятся посредством определенных аксиом (п. 18.2-2; см. также 
п. 12.1-1), абстрагируемых из основных свойств статистических относительных 
частот (п. 19.2-1). Практически понятие вероятности проявляется в том, что 
обычно относительная частота случайного события в каждой последователь- 
ности независимых повторных испытаний приближается к соответствующей 
вероятности (п. 19.2-1) 1). | 

Теория вероятностей занимается определением и описанием моделей, свя- 
занных с понятием вероятности. В частности, здесь рассматриваются методы 
вычисления вероятности некоторого события по известным или задапным ве- 
роятностям других событий, которые с ним логически связаны. Многие прило- 
жения теорнн вероятностей относятся к области слуцайных процессов (пи. с 18.8-1 
no 18.11-5). 

18.2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И ПРЕДСТАВЛЕНИЕ*”ВЕРОЯТНОСТНЫХ МОДЕЛЕЙ. 

18.2-1. Алгебра событий, связанных с данным испытанием. Каждая вероят- 
‚ностная модель описывает иекоторый идеализироващный опыт (или паблю- 
дение), обладающий тем свойством, что дая класса $т его возможных исходов 
(событий) имеют смысл следующие определения. 

1. Объединение (логическая сумма) Е, )Е›|) ... (или Е -НЕ,-...) 
конечной или бесконечной последовательности событий Ё\, Е», ... 
есть событие, состоящее в осуществлении хотя бы одного из собы- 
тий В, Бо, ... 

2. Совмещение (логическое произведение) Е ПЕо (или Д.В.) двух 
событий ЕЁ: и Го есть событие, состоящее в осуществлении и Ey u Б.. 

3. Дополнение (логическое отрицание) Е события Е есть событие, 
состоящее в неосуществлении события ЕЁ (событие Е называют «про- 
тивоположным» событию ЕЁ). 

4. Достоверное событие / состоит в осуществлении хотя бы 
одного из событий класса &*. 

5. Невозможное событие О состоит в том, что не осуществляется 
ни одно из событий класса 8*. 

Класс $ событий, состоящий из класса $* и 0, образует вполне аддитив- 
ную булеву алгебру (пп. 12.8-| и 12.8-4) —алгебру событий, связанных с данным 
испытанием, 

Любое из соотношений ЕЕ. =Е\! или Е ПЕ.=Е, заключает в себе 
логическое отношение включения Е. с- Е\ (Ех влечет Е\1). Отметим, что 0 <= Е <= Г[. 
События Е: и Е. называются несовместными, если Е ПЕз=0. Множество $1 
  

4} До тех пор, пока это положение имеет место, оно может рассматриваться как закон 

природы; не надо смешивать это положение с математическими теоремами типа теоремы 

Бернулли или закона больших чисел (п, 18,6-5),
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совмещений ЕЁ (Е, образует алгебру событий, связанных с данным испытанием 
при дополнительном условии, что имеет место событие Е\; ЕП Е! ==Еу; есть 
достоверное событие в $; (см. также п. 12.3-3). 

18.2-2. Определение вероятности. Условные вероятности. Пусть с данным 
испытанием связан класс & событий Е (п. 18.2-1). Вероятностью Р {ЕЁ} собы- 
тия Ё называется определенная на $ однозначная действительная функция, 
удовлетворяющая трем условиям (аксиомам вероятностей): 

1) Р{2} 0 для любого события Е из $; 
2) Р {1} =! для достоверного события /; 
3) Р {Е, ЦЕ. \)...} =Р {Е }--Р{Е.5}+ ... для любой (конечной 

или бесконечной) последовательности попарно несовместных собы- 
тий Е\, Ез ... , 

Из аксиом 1), 2), 3} следует, что 0 = Р {Е} < 1; в частности, если 09 — 
невозможное событие, то Р {0} =0. Важно отметить, что из равенств Р {ЕЁ} =1 
или Р{Е}=0 не следует, что Е является достоверным или соответственно 
невозможным событием. 

Вводимая далее аксиома 4) связывает «абсолютную» вероятность Р {Е}, 
относящуюся к данному испытанию, и «условную» вероятность Р {ЕЁ | Е\}, отно- 
сящуюся к испытанию, ограниченному дополнительным условием осуществле- 
ния события Е;. Условная вероятность Р {Е | 81} события Е при условии осу- 
ществления события Е, определяется аксиомой 

4) Вероятность совмещения событий ЕЕ! равна 

Р {ЕПЕ,} =Р{Е,} Р{Е|Е\} (правило умножения вероятностей); 

`° вероятность P {E| E,} не определена, если Р {Е} =0. 

По отношению К указанному выше «ограниченному» испытанию все величины 

Р {Е | Е1} являются обычными вероятностями, именно вероятностями совмещенных собы- 

тий Е (]ЁЕ:, образующих алгебру $1 исходов этого испытания (п. 18.2-1). На практике каж- 

Дая вероятноть может быть истолкована как условная вероятность, соответствующая пеко- 
торым условиям, наложенным при проведении испытания. 

18.2-3. Независимость случайных событий. Два события Е, и Бь назы- 
ваются независимыми (независимыми по вероятности), если 

Р {Е ПЕ} =Р {БЕ} Р {Eo}, (18.2-1) 
так что’ Р {Е; | Б.} =Р{Е\:}, если P{F,} 0, un P{E,| £,}=P {FE}, ecru 
P {Ey} 40. 

События Бу, Во, wees Ey называются независимыми в совокупности, если 

выполняются все указанные ниже соотношения: 

Р{Е;ПЕ,} =Р {Е }Р {Е} 1=#<7=М,), - 

Р {В ПЕ, ПЕь} =Р {Е} Р4В} Р4В} (1=<1<]<#=М), 
$. «© @ @ © e @e e© © © @ @ © @ © @& @# @ @ @ © © @ @ © @ © © @ © © @ @ @ @ @ @ 

P {ENE N...NEy} =P {Ey} P.{E,} ... P { Ent. 
18.2-4. Сложные испытания. Независимые испытания и повторные независимые 

испытания. Часто испытание можно расчленить на отдельные частичные испытания (см. 
также пп. 18.7-3 и 18.8-1). Результаты первого. второго, ... частичных испытаний обозпа- 
чим через E’, E’’, ... Результат Е сложиого испытания может быть описан как совмеще- 
ние событий Е = Е*(\Е”*[]...; в общем случае их вероятности будут зависеть от природы 
и взаимодействия частичных испытаний. 

Два (или более) частичных испытания называются независимыми, если независимы 
их результаты Е’, E’’, ..., полученные в процессе сложного испытания. Если некоторое 
частичное испытапие независимо от остальных, то вероятность осуществления любого его 
нсхода при проведении сложного испытания равна’ соответствующей вероятности при 
самостоятельном проведении частичного испытання. 

Повторными независимыми испытаниями называется последовательность независи- 
мых испытаний. каждое из которых имеет один и тот же набор возможных исходов Ё и 
их вероятностей Р {Е}. Вероятность получения определенной последовательности резиль- 

татов Ey „Е, een En при проведении п повторных независимых испытаний равна 

P (Ly, Ey ny Eg} =P {Ey} P {Ey}  P {En} (18.2-3) 

(18. 2-2)
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18.2-5. Правила сочетаний (см. также пи. 18.7-1 — 18.7-3). Каждая из тео- 
nem табл. 18.2-1 выражает вероятность некоторого события через верояткости 
других событий, логически связанных с ним. 

Таблица 18.2-1 

Вероятности логически связанных событий 
  

а) Вероятность неосуществления со- — 
бя ym pP{F}~1—p{eE} | 

  

Вероятность осуществления хотя Е Е} — 

бы одного из двух событий: Е, и Е Р {Е, Ц Е,} 
(Е: или Е, или обоих) | =Р {Е} -+Р{Е,} -Р{Е, ПЕ, } 
  

Вероятность совмещения всех собы- | Р {Е (Е.П... ПЕ = 
тий Ey, Ey, wee, EN . { 1 2 №} 

'==Р{Е!} Р{Е.|Е,} ... 
...Р{Ем| Е, ПЕ, п... ПЕМ-— 1} 

  

(5) Вероятность осуществлення хотя | Р {E, J E, UYU... Y Ем} = 
бы одного из № независимых B COBO- 
купности событий Е,, Е., ..., Ем —=1- (1-Р{8,}) х 

х (1 -Р{Е.})...@-Р {Ем}; 

  

Вероятность. совмещения событий | Р {Ey f} Е. J... ff Ем} = 
1 ..., В, независимых в сово- 

 КУупности =P {E,}P{E,}...P {En}         
Вероятности осуществления не менее 1 и точно т из М (не обязательно незави- 

симых) событий Бр, `ЕМ равны соответственно arte 

N N 
—. — ий 8 /1— . — —pi-mfi Ри Уи (Fo 1) 5 Pimy= yD (,) S; 

1=т {=m 

(m= 1, 2, ..., WM), (18.2-4) 
где 

$; = УР {Ей; $=У УР{Е; ПЕ,}; -.; Зм=Р{Е, ПЕ, П...ПЕм}. (8.25) 
! < А . 

Заметим, что 

N ; N 
__ Rm . = R : » S j= х (*— i) P, > (7) Pray (=, 2, ..., М). (18.26) 

k=] в =] . 

Еслв В, Е.„, ..., ВМ везависимы в совокупности, то величины (5) приводятся к сим- 
метрическим функциям (1.4-9) от P{E;} (табл. 18.2-1, Ъ), 

Примеры. Если вероятность выпадения каждой стороны игральной. кости 
раппа 1/6, то 

версятность выпадения или 1 илц 6 есть 1/6 -{ 1/6 = 1/3, 
вероятность невыпадения 6 есть 1 — 1/6 = 5/6, . 

136 ee выпадения 6 хоть один раз за два бросания кости есть 1/6 -| 1/6 — 
one = 11/36, , 

вероятиость выпадения 6 70чно один раз за два бросания кости есть 1/3— 2/36 ==5/18, 
вероятность выпадения 6 дважды за два бросания есть 1/36.
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18.2-5. Теоремы Байеса (см. также п. 18.4-5, Ъ). Пусть Ну, Но, ...— после- 
довательность попарно несовместных событий, образующих полную группу, 
т. е. Н, ) Нд |...=[. Тогда для каждой пары событий Н‚ Б имеет место 
формула Байеса 

RH; 1Е} = Р{Я; П EY. р {i} P{E| Hi} 

P{E} SPP {HP {E\H} 
  (18.2-7) 

Формула (7) позволяет вычислять «апостериорные». героятности Р {Н; | Е} через 

‹априорные» вероятности Р {Н й} чииотез» Н,,. 

18.2-7. Представление событий как множеств в пространстве выборок. Каж- 
дый класс § событий Е может быть представлен как множество g попарно 

нссовместных событий E40 tax, что каждое событие Е есть объединение 
некоторого подмножества событий из в. в называется пространством выборок 
нлн множеством элементарных событий, связанных с данным испытанием. Каж- 

Hoe мпожество элементарных событий ЁЕ из д соответствует некоторому собы- 
тию Ё. В частности, само а соответствует достоверному событию, а пустое 
множество из д — певозможному событию. Вероятиости Р {Ё} могут рассмат- 
рнваться при этом как зпачения некоторой адцитивной функции множества, 
вероятностной функции, определяющей распределение вероятностей в прост- 
ранстве выборок. 

Таким образом, алгебра событий $ изоморфно отображается на алгебру измеримых 
мпожеств (см. также пп. 4.6-17, Би 12.8-4). Мвожество элемептариых событий, соответст- 
вующее условным вероятностям Р {Е | Ey}, есть подмножество, составляющее событие Ё\. 

Обратно, множество элементарных событий, связаниое с некоторым испытанием, может 
рассматриваться как подмножество в пространстве выборок, связанном с более общим 
испытанисм. ° 

18.2-8. Случайные величины. Случайная. величина есть любая (не обяза- 
тельно численная) переменная х, «зпачения» которой х == Х образуют множество 
элементарных событий {х=Х} или, другими словами, обозначают точки в про- 
странстве выборок. Соответствующее распределение вероятностей называется 
распределением случайной величины х. 

Каждая измеримая функция (п. 4.6-14, с) х, определенная на некотором множестве 
элементарных событий, есть слузайилая величина; ее распределение задается вероятпо- 
стями событий — нзмеримых подмножеств значений х. 

18.2-9. Описание вероятностных моделей на языке случайных величин и 

их функций распределения. Во многих задачах элемеитарные события ЕЁ бывают 
отменены значеинями Х действительней случайной величины х. Таковы, 
например, результаты измерения. Сложные события, скажем, {х= а}, {тх> 0,5} 
или {х = агс418 2}, соответствуют измеримым множествам значений величины х. 

Более общим образом каждое . случайное событие может быть отмечено 
упорядоченным набором Х == (А+, Х., ...) лействительных чисел Ху, Х., ..., 
который дает «значение» многомерной случайной величины х == (х1, Хо, ...). 
Каждая из действительных величин х;, Хо, ... сама является случайной вели- 
чИВОЙ. 

Если множество элементарных событий, связанное с данным испытанием, 
отмечено случайной величиной х или х, то вероятности случайных событий 
однозначно описываются распределением вероятностей этой случайной величины. 

В настоящем справочнике все действительные случайные величины считаются 
заданными в интервале (— со, -+-с0); значения слузайной величины, не соот- 

ветствующие элементарным событиям Ё, трактуются как невозможные события 
и им принисывается вероятность 0.
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Распределение действительной случайной величины х Задается ее функцией 
распределения *) 

OD, (X) =O (X) =P {x < X}. (18.2-8) 

Расиределение многомерной случайной BeJIHUHHbI xX S=(x,, Xe, ...) задается 
функцией совместного распределения 

Dy (Xyp Xqy oo) SO (Xp, Xyy oP [4 XG, ty <A yy vf (18.2-9) 

Обратно, функция распределения определяется по данному распределению героят- 
ностей однозначно для всех зиачений случайной величины, за возможиым искллочением 
мпожества меры нуль (п. 4.6-14). Функция распределения всегда определена одпозпачно 
' точках непрерывности. Каждая функция распределения является пеубывающей фуик- 
цией от каждого нз своих аргументов и 

Ф, (—- ©) =0, Ф, (9) =1, | (18.2-10) 

Dy (—%, Хз, Ху oo) = Dy (x; —©, Х,, ...) =... = 0, \ 
(18.2-11) 

Фх (+ ©, -+}- 00, -+ 0, ...) ==]. 

18.3. ОДНОМЕРНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

18.3-1. Дискретные одномерные распределения вероятностей (примеры см. 
в табл. 18.8-|1 —18.8-7). Действительная случайная величина х пазывается 
дискретной, если вероятности 

рх(Х)==р(Х)=ЕР {х=Х} (18.3-1) 

отличны от нуля только для счетного множества спектральных значений Х = 
== Л 1» А), ... (спектр дискретной случайной величины). Каждое дискретное 
расиределение вероятностей описывается или фупкцией (1) или фучкцией 
распределения 

Ф;(Х) =Ф(Х)==Р {х<х}== У р(Хь). (18.3-2а} 
Х()<А 

Функцию распределения удобно записывать с помощью единичпой фучкции О (2) 
такой, что (Ш. ({) =Ч9 при Ё=0, И+ (1) = [при # >09 (п. 21.9-1): 

DX) = P(X ry) Uy (Х — Ха) +2 (42) + (Х- Хз) +. 88-2) 

В настоящем справочнике символ > u(x) обозначает сумму значений функ- 
x 

ции (Xx) по всем спектральным значенням дискретной случайной величины х. 
Заметим, что 

Ув) =Ф (+ оо) =1. (18.3-3) 
x 

18.3-2. Непрерывные одномерные распределения вероятностей (примеры см. 
в табл. 18.8-11). Действительная случайная величина х называется непрерыв- 
ной, если ее функция распределения Ф,(Х)==Ф(Х) непрерывна и имеет 
кугочно-непрерывную производную — плотиость распределения вероятностей 
величины х: 

Р {Хзх<х-АХ} . аФ 
Ф«(Х) =Ф(Х) == lim | KX =a (18. 3-4)   

  

*) В некоторых руководствах функициня распределения определяется несколько 
иначе: Ф (Х) ==Р {xs X},
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Дифференциал АФ =Ф(Х)ах =зР {Х =х<Х-4Х} называется элементом 
вероятности. Отметим формулы 

Хх _ 

P {x<X}=0(X)= J o(e)dr, 
b So 

P{a<x <b} = (b)—@ (a)= § p(x) dx, (18.3-5) 

\ од -=Ф (9) =1. | (18.3-6) 

Если х — непрерывная случайная величина, то каждое событие {x=X} имеет веро- 

ятность нуль, но не обязательно является невозможным. Спектром непрерывной случай- 
ной величины х называется множество значений х == Х, в которых ф(Х 0. 

18.3-3. Математическое ожидание и дисперсия. Числовые характеристики 
одномерного распределения вероятностей (см. также п. 18.3-6). 

(а) Математическое ожидание (среднее значение) функции у (х) от цискрет- 
НОЙ ИЛИ непрерывной случайной величины х есть 

У, y (x) p (x) (х дискретна), 

Му = © (18.3-7) 
\ и (х) Ф (х) ах (х непрерывна), 

если эти выражения существуют в смысле абсолютной сходимости (см. пп. 4.6-2). 
(6) В частности, математическое ожидание (среднее значение, центр распре- 

деления) Мх=ёЁ и дисперсия ОВх=02? дискретной или непрерывной случайной 
величины х определяются по формулам 

  

ГУ хр (*) ‚  (х дискретна), 

Mx = E = oo 

\ x @ (x) dx (х непрерывна), 

ра | (18.3-8) 
Dy (© —£)? p (x) (х дискретна), 

ео =М(х— =] в | 
\ (x —&)? @ (x) dx (х непрерывна). 

— © 
| 

Для вычисления дисперсни можно применять формулы 

Ох = 02 = Мх? — Е? =Мх (х— Л) —Е(Е—1). (18.3-9) 

Если существуют Мх и Вх, то средний квадрат отклонения М (х— Х)*==02-| (Е—Х)? 
случайной величины х от данного числа Х будет наименьшим (и равным 02) при Х =, 

(с) Мх и Вх не являются функциями от x это — функционалы (п. 12.1-4), 
описывающие свойства распределения случайной величины х :; Мх характеризует 
положение величины х, а Ох—ее рассеяние. Определения других числовых 
характеристик одномерного распределения вероятностей даны в табл. 18.3-1 
и в пп. 18.3-7 и 18.3-9. Заметим, что некоторые параметры типа Мх, Ох, 
М!х—ЕЁ|, ... могут не существовать у данного распределения вероятностей. 

(4) Табл. 18.8-1 — 18.8-7 и 18.8-11 дают математические ожидания и дис- 
персии некоторых часто употребляемых распределений...



18.3-3. 18.3. ОДНОМЕРНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 545 

Таблица 18.3-1 

Числовые характеристики одномерных распределений вероятностей 
(см. также пп. 18.3-3, 18:3-7, 18.3-9) 

  

(а) Квантили. Квантиль порядка Р одномерного распределения есть такое зна- 
чение хр случайной величины х, для которого 

Р {х < хр } ==Ф (xp) =P (%Р< И. 

ж1), есть медиана распределения. Квартили %1/, Х!1/,, хз, децили Xp 4, Xo Br so Х0,9 
9 

и процентили Хо 01° 0,02’ ***. 0,99 делят область измепения х соответственно на 4, 

10 и 100 интервалов, попадания в которые имеют равные вероятности. 

Квантили существуют у каждого распределения вероятностей, но они не обя- 
зательно однозначно определены. Таблицы квантилей широко используются в ста- 
тистике (пп. 19.5-3, 19.5-4). 

(6) Характеристики положения. 

|. Центр распределения (математическое ожидание) Мх = (п. 18.3-3). 

2. Медиана х1/, (см. выше). 

3. Мода непрерывного распределения есть точка максимума плотности распреде- 
ления вероятностей Ф (х). Мода Эискретного распределения есть такое спектральное 
значение ё&„, что предшествующее в ду за ним спектральные значения 
имеют вероятности, меньшие чем Р (т , 

- Распределепия, имеющие одну. ь или более мод, называются соответственно 
одномодальными, двухмодальными или многомодальными. 

(с) Характеристики рассеяния. 

1. Дисперсия o? — Dx (п. 18.3-3). 

2. Среднее квадратическое отклонение (стандарт) в = Их. 
3. Коэффициеит варнации @/E. 

4. Среднее абсолютное отклонение М |х— |. 
‚ 6. Иитерквартильная широта хз), —хи!/, И {10—90)-процентильная широта 

70,9 — Хо: 
6. Размах (разность между наибольшим и наименьшим спектральными значе- 

НИЯМИ). 

7. Полуширота одномодальпого непрерывного распределепия есть полуразиость 
двух значений величины х, в которых 

1 1 
Pp (x) => тах ф (х) = > @ (Sm): 

(4) Характеристики асимметрии и эксцесса. Первые две из вводимых ниже ха- 
рактеристик определяются через моменты (см. пп. 18.3-7 и 18.3-9). 

  

° х 
1. Коэффициент асимметрии \, = = a . 

By * Uy 

и я 2. Коэффициент эксцесса у, = —- —3 = : . 
из M2 

3. Пирсоновская мера асимметрии для одпомодального — распределения 

т 

  

{см. также п. 19.3-5). 

Вместо величин у, и У, употребляются также \ и у, --3З или + (Vg + 3).       

18 Г. Корн и Т. Кори,
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18.3-4. Нормирование. Если известно, что функция Ip (x) > 0 пропорциональна веро- 
ятностн р (х) дискретной случайной величины х (1. 18.3-1), то 

My (x) W(x) 
ар (х) . 1 

x) == — P(x) = ; 
7 x Dy YP (x) 

x 

My (x)= (18.3-10) ~~ 
Dy Py) 

xX 

Если функция \ (х) > 0 пропорциональна плотности ф (х) распределения непрерыв- 
ной случайной велнчины х (п. 18.3-2), то 

Oo 

  

| рух о) ах ' 4 . 
@ (x) =” My (x) = S . (18.3-1]) 

J ex) dx Г +0 ах 

В обоих случаях 1/Ё называется нормирующим множителем. Подобный метод при- 
меним и в случае многомерных распределений. 

18,8-5. х Неравенство Чебышева и связанные с ним формулы. Неравенство 
Чебышева дает оценку сверху для вероятности того, что абсолютное откло- 
нение |х—&| случайной величины х от ее центра распределения Ё==Мх 
нревзойдет дапное число 

Р {{х—Е 14} < = (a>0). —_ (8.3-19) 

Если все значения х 0, то имеет место оцепка 

P{xza}<= = (a>0). (18.3-13) 

Если х имеет непрерывное одномодальное распределение, то справедлива 

более сильная оценка 

Р {ха} =, (18.3-14) 
(51:1) 

где з— пирсоновская мера асимметрии (табл. 18.3-1); заметим, что $=0, если 
распределение симметрично относительно моды. 

18.3-6. Единое описание распределений вероятностей с помощью интеграла 
Стилтьеса. Изучение дискретных и непрерывных распределений вероятностей 
можно объединить, если представить вероятность каждого события {а=х< 6} 
как интеграл Лебега — Стилтьеса (п. 4.6-17) 

b 

Р {а=х< 6} =] d® (x), (18.3-15) 

где Ф (х) =Р {х< Х} — функция распределения случайной величины х 
(пи. 18.2-9, 18.3-1, 18.3-2). В случае непрерывного распределения интеграл 
(15) приводится к интегралу Римана. В случае дискретного распределения 

функция Ф(х) определяется формулой (2) и интеграл (15) приводится 

к сумме >) p(x). 
asx<b 

С помощью интеграла Стилтьеса мы получаем единые выражения 

со 

Мх = \ xd®M (x); My(x)= \ у (x) d® (x); Ох = | («— Е)? аФ (х) 

| 7 (18.3-16) 
Kak для дискретного, так и для непрерывного распределений. Интеграл
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Стилтьеса применим также и к более общим расиределениям, в частности, 
к распределениям, которые частично дискретны, а частично непрерывны. 
Лналогизные понятия применяются в случае многомерных распределений 
(пи. 18.4-4 и 18.4-8). 

18.3-7. Моменты одномерного распределения вероятностей. 
(а) Моментом порядка г —0 случайной величины х относительно числа Х 

называется мэтематическое ожидание М (х— ХУ". 
(Ь) В частности, начальный момент порядка г ‚относительно Х =0) есть 

Ур (х) (х дискретна), 
х xO 

и, = Мл’ == | 4Ф()=4 @ (18.3-17) 
| —oo \ х’ ф(х)ах (х непрерывна). 

—o 

Центральный момент порядка г (относительно центра расиределения 
&=Млх) есть 

У (x —&)’ p (x) (х дискретна), 

r= M(x—EY =) (x-EY dO (x)=) 
оо \ (x—-EY p(x) dx (x непрерывпа). 

(18.3-18) 

Если существует величина @„ или п, то существуют все моменты A, Up порядков 
& < г; если интеграл (или ряд) для @, или м, расходится, по расходятся вёе интегралы 

(ряды) “для a, U By, порядков # > г, 

Если распределение вероятностей симметрично относительно своего центра, то все 
(существующие) центральные моменты и„ нечетиого порядка г равны нулю. 

(с) Факториальным моментом порядка г случайной величипы х относительно Х =0 
называется 

г] = Mxl7] — Mx (x —1)... (x — r+ 1). (18.3-19) 

Центральным факториальным моментом порядка Г вазывается М (х — gy lr). 

Абсолютным моментом порядка г относительно Х = 0 называется В, —М!х 7 

Отметим формулы 

M (x = X)* = Me - (E — X)* S Ue: 
Ги r4-1-—— 
УВ, < | У Вт. (18.3-20) 

= My = [0] = 8, = 1, 

(4) Одномерное распределение вероятностей однозначно определяется своими момен- 
k | 

| %, | § 
a сходится пра не- 

co 

ча 
INGMU Uo, Oy, ба, ..., ебли все они существуют ц еслц ряд 

котором $ > 0 (см. также соотношение -(28) и споску на стр. 548). 

(е) Примеры приведены в табл, 1$8,8-1 — 18.8-7; вп. 18,3-10 указана связь 
между 4, ри 04, | 

18*
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18.3-8. Характеристические и производящие функции (примеры см.. в табл. 
18.8-1 — 18.8-8). " 

(а) По распределению вероятностей одномерной случайной величины х 
однозначно определяется (в общем случае комплексная) характеристическая 
функция 

Sep (x) — (х дискретна), 
Хх co 

Хх (9) == МеЧх == | cot dD (x)= { © (18.3-21) 
—© \ 9” (х) ах (х непрерывна), 

— с 

где д— действительная переменная, изменяющаяся от — со до -- оо. 
(5) По распределению вероятностей случайной величины х однозначно 

определяются производящая функция моментов © 

>) ep (x) (х дискретна) 
со x 

М; (5) = Mes*¥ == | eS* dD(x)= 4 ew : (18.3-22) 
— © \ е*Хф (х) 4х (х непрерывна) 

— CO , ° 

и производящая функция факториальных моментов 

У, s*p (x) (x пискретна), 
со x an 

ух ($) == М$* == \ 5* аФ (х) = со (18.3-23) 
—oo \ s*p(x) dx (x nempepsipna), 

— < 

где $— любое комплексное число, для которого приведенные интегралы или 
ряды сходятся абсолютно. 

(с) Характеристическая функция хх (9) однозначно определяет распределе- 
ние вероятностей {). Это же справедливо и для каждой | из функций М, ($) и 
ух (5$), если они существуют в смысле абсолютной ‘сходимости в некотором 
интервале действительной оси, включающем точку $=0 в случае Му ($) или 
точку $=1 в случае у, ($). В частности, для дискретной или непрерывной 
случайной величины х имеем 

Q 
P (x)= fim 56 \ “19% у „(4) 44 (х дискретна), 

— со 

~e (18.3-24) 
со 

P(X) =H \ e~taxy , (4) 44 (х непрерывна). 
— со 

Формула (24) дает также выражение р(х) или ф (х) через М, ($), так как 

Мх (14) = Хх (9. _ (8,3-25) 
(8) Во многих задачах бывает значительно легче описать распределение вероятно- 

стей через Хх. (9), М х (5) или \.. ($), чем вычислить непосредственно Ф (х), р (х) или Q(x) 

(пп. 18.6-3, 18.5-7 и 18.5-8). Методы п. 18.3-1Ю позволяют просто вычислять математиче- 
ское ожидание, дисперсию и моменты через xX, (9), М; (5) или Vx (5). Линейные инте- 

  

1) Ф (х) определяется однозначно, за возможным исключепием множества точек 
меры нуль; если Ф (х} непрерывна, то она определяется однозначно (см. также п. 18.2-9),
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граяльные преобразования с (21) по (24) можно осуществлять с помощью таблиц преобра- 
вовапия Фурье или Лапласа. 

(е) Производящая функция Ух (5) применяется, в частности, в задачах, содержащих 

дискретные распределения со спектром 0, 1, 2, ..., для которых. 

. оо 

v= >) soy р = wo (Е =0, 1.2, ...). 
k=0 - 

18.3-9. Семиинварианты (см. также п. 18.3-10). Если для одпоморного 
распределения вероятностей существует момент /-го порядка @а,, то сущест- 
вуют семиинварианты хи, х›, ..., #,, определяемые разложением 

11 Хх (4) == > ry OE +0 (q). (18.3-26) 

При условиях п. 18.3-7, 4 все семиинварианты существуют и однозначно 
определяют распределение вероятностей. 

18.3-10. Вычисление моментов и семиинвариантов через х,. (4), М; ($) в 
ух (5). Соотношения между моментами и семиинвариантами. Многие характе- 
ристики распределения могут быть вычислены непосредственно по х, (9), 
Мх (5$) ит. ($) без предварительного нахожкдения Ф(х), р(х) или ф(х). Если 
рассматриваемые далее выражения существуют, то 

ор (0) = Мо) (0); = (1), 

              
  

x ==(7T ® 18.3-27 г - 4) _ dst —0 ( ) 

Заметим, что 

2 Г. © в ~ fe кл 5". __ ®1 $5", _ WwW 5 р 
М ; ($) = : > Cp aT? Ш М; ($) = 2 %p a? У: $ +0 = a i (18.3-28) 

если только стоящие слева функции (производящая функция моментов, производящая 
функция семнинвариантов и производящая функция факториальных моментов соответ- 
ствеино) аналитичны в окрестности точки $ == 0 

Из формул (28) можно получить Мх и Ох: 
=F Sy SO =, 

, | (18.3-29) 
Ох = о Е == 9, — 2 = 1—8 (Е—1) =Х.. 

В табл. 18.3-1 указаны и другие характеристики, которые могут быть 
выражены через моменты. | 

‚Следующие формулы связывают моменты и семиинвариаиты 

Г Г 

Sora ges a= Dh) eae ON нь 18.3-90 
k=0 k=0 
r—l 

ar) > > За (г =0, 1,2, ..., см. также п. 21.5-3), (18.3-31) 

9 = [2] + 91] ==, + #1, | 
_ Og = O38) + Sapo] Opn] = Hg HF SHH, + HF; _(48.3-32) 

04 = 9[4] -- 63} + 742] + O71) = ny + бах + 44 pHs be SHE + HE, 

Hy 2 Mgt ще, 3, о (18.3-33) 

Hy My 3N2, Ky = Ue — Юри, %g = Hg — 1p ghy — LUE + 50N8, (18,3-34)
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18.4. МНОГОМЕРНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

18.4-1. Х Многомерные случайные величины (см, также п. 18.2-9). Если 
случайное событие описывается упорядоченным набором действительных чисел 
X,, Х., ..., Ал, ТО этот набор представляет значение л-мерной случайной 
величины х-==(хл, Х., ..., Хп). Можно также говорить о. системе случайных 
величин или о Я-мерном случайном векторе. Каждое элементарное событие 
может рассматриваться как результат сложного испытапия, состоящего в 
измерении всех величин х1, Хо, ..., Хи И интерпретироваться как точка 
п-мерного пространства (х1, %, ..., Хи) ИЛИ как вектор х {х1, Xo, ..., Xp}. 
Каждая из величин Хи, ло, ..., Ха является случайной величиной (одномер- 
ной). Если говорят, что х— случайный вектор (или л-мерная случайная 
величина), то величины ху, Хо, ..., хп Называют его случайными координа- 
тами. 

13.4-2. Двумерные распределения вероятностей. Распределения координат 
случайной величины. Распределение системы двух случайных величин ху, хо 
или двумерного случайного вектора х{х1, х›} задается функцией совместного 
распределения 

Ф, (Х,, Х,) =Ф(Х,, Х,) =Р {1 < Х,; х. < Xo}. (18,4-1) 

Каждая из случайных величин х: и х› (координаты случайного вектора) 
определяется соответствующей функцией распределения (одномерной) 

Ф, (Х!) =Р {х < Х!} ==Р{х, < Хз; х. < oof =O (Xj, = 
18.4-2 

6. (Xo) == P {Хо <Xo} = P {x < со, № < Ag} =O (co, Xo). ( ) 

Отметим, что функция (1) полностью определяет фуникцин (2). Наоборот, 
функции (2) определяют функцию (1) только при условии, что случайные 
величины х1 И Хз независимы (см. п. 18.4-11). 

[8.4-3. Дискретные и непрерывные двумерные распределения вероятностей. 
(а) Двумерная случайная величина Х == (х1, х2) называется дискретной 

(имеет дискретное распределение вероятностей), если совместная вероятность 
выполнения условий х! = Хи, Х2=Х»ь 

Py (Xy, Хз) = р(Хь, Хь) =Р {= ж=А,} (18.4-3) 

отлична от нуля только для счетного множества (спектра) точек (А+, Х.), 
т.е. если их: и х› являются дискретными случайными величинами (п. 18.3-1). 
Распределения случайных координат х: и х› определяются вероятностями 

р: (Х1} =Р {x= X,}=)) D(X, Xe), 
Xo , 

D2 (X2) = Р {x,=X,}= р (Xz, Х»). 
Х!1 

(18.4-4) 

(5} Двумерная случайная величина х == (х, Х2) называется непрерывной 
(имеет непрерывное распределение вероятностей), если функция распределе- 
ния Ф(Х!, Х.) непрерывна всюду и если двумерная плотность распределения 
вероятностей д2Ф (Х., Х 

Фх (Хь, Xo) =? (X1, Аз) — ах.0Х, ы (18.4-5) 

существует и кусочно-непрерывна. Дифференциал ф (ху, х›) 4х: 4х» называется 
элементом вероятности. Слектр непрерывного двумерного распределения веро- 
ятностей есть множество точек, в которых плотность. распределения (5) от»
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лична от нуля, Распределения координат ху и xX, определяются плотностями 
распределения 

aD, 1X 
фи! Х!) = = р ф (А1, №) aX, 

. (18. 4-6) 
AD, (Xo) с 

Po (Хз) == aX> = \ ф (xy, Xo) Ах. 

— со 

(<\ Отметим формулы 

7 
2 249 ‘1, vq) = Da py 44) =2 рэ (хз) =1 
X; Xe x; Xe 

о © со со (18.4-7) 

\ \ P(x, Хо) ax, ах = \ Py (%1) AX = \ Фо (Xo) ахо =]. 

— Co — co — с — с 

18.4-4. Математическое ожидание, моменты, коварнация и коэффициент 
корреляции.. 

(а) Математическое ожидание (среднее значение) функции -1 (ха, х2} двух 
случайных величин х:, хХ› определяется через их. совместное распределение 
формулой 

oC co 

My (x %2)= | | (x, x2) dD (xy, 2) = 
— CO —O 

MS Sy №2) P (X41, X29) для дискретного 
Xy Xe распределения, 

={ © © (18.4-8) : . для непрерывного 
| \ \ у (х1, Xq) P(X, Xe) dxy dx, распределепия, 

—coo —o 

если эти выражения существуют в смысле абсолютной сходимости. 

Замечание. Если и есть функция только одного х1. то среднее значение (8) 
совпадает со средним значением, определенным по распределению величины х!1. 

(5) Средние значения (математические ожидания) Мх, ==Ё, Мх, =&, опре- 
деляют точку (E,, &5), называемую центром совместного распределения веро- 

ятностей (центром рассеяния). Величины М (х\ — Х1)": (х, —Х,)"? называются 
моментами порядка г, -- /› относительно точки '(Хт, Х.). В частности, моменты 
порядка Г,.--г» относительно начала (начальные моменты) и относительно 
центра распределения (центральные моменты) определяются соответственйо 
формулами (см. также п. 18.3-7): 

OF Мл, Beir = M (xy А (а). (18.4-9) Tila 

(с) Центральные моменты второго порядка представляют особый интерес 
и имеот специальные названия и обозначения 

Agi = M (x, —§1)? = Dx, = 03, 

Asa = М (X_ — Ee)? = Dx, = 03 

Ata = doy = M (x1 —§i) (%2 — £2) = cov {x1, №} 
(ковариация ж и ха, корреляционный момент, сме- | 
шанный момент второго порядка), 

Naa xe—81 X2—S§s 
= =9(x4, %5) = ae = M >78 Piz=Pox = 0 (X41, 45) Visthes с, в, 

(коэффициент корреляции между хл и хз). | 

| (дисперсии хр И х.), | 

| (18, 4-10) 
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Заметим, что 

—1 = р15 = 1, № == Мх1Хб — 6165 == 012010$. (18.4-11) 

18.4-5. Условные распределения вероятностей, связанные с двумя случай- 
ными величинами. 

(а) Распределение системы двух случайных ‘величин х1, Xp определяет 
условное распределение величины x, MPH л›=Х., и условное распределение 
величины х› при х1=А:. В случае дискретного совместного распределения 
этн условные распределения также являются дискретными и описываются 
условными вероятностями (п. 18.2-2): 

ри __Р (Ха, Х.) 

Py jo (Xr | Xa) =P {r= Ay | = Aad =O (18.4-12) —_Р (Ха, Xe) 7“ 

В случае непрерывного совместного распределения условные распределения 
величин Xy H X_ также являются непрерывными и описываются условными 
плотностями распределений: 

Ф (Ха, Ху. Ф(Хь 
ча (Хи | о: Фо (хе, (18.4-13) 

(5) Отметим формулы 

21P112(% Xs) = 2a Poin (Xe |\4y) = 1, 
1 2 

  

  

  

  

© со 

} Фи12 (1 |) dx, =) go) (%]%3) dx_ = J, ‚ (18.4-14) 
—со . —с 

| 

7 Poi (*o|% риа (Хи Хо) = AO 1 С 1), 
> Р1 (*1) 221 ( 2| 1) 

ay (Ka) Xy) ни 
| 2 2 (2) 1 | ("1 | *2) (формулы 

0, (X ХХ ( Байеса, 

Фи |2 (^^. ) = (РИ 92 (217) TCM. также (18.4-15) 

т ’ п. 18.2-6 _| 91 (51) Фа (151) 4 п. 18.2-6) 

Фо (Хо)? X,|X,) 
риа (Xo) XJ = 2 112(%1|*2) 

1 Po (*2 у (1 ) #9 
—оо 2     

(с) Если дано дискретное или непрерывное распределение вероятностей 
системы двух случайных величин 1 И х., то. условное математическое ожида- 
ние функции у (х1, х2) при м=А: есть 

Sy (Xp 2) Poi (х›\Х1) для дискретного 

М {и (хь х)1Х =} 3 распределения, 18.4-16) 
J (Х1, %9) $11 (%|% ) 4х» для непрерывного 

распределения, 

если эти. выражения существуют в смысле абсолютной сходимости. Заметим, 
uTo M{y (x1, x2)| Xi} есть функция от Х,,
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Пример. Условные дисперсии величин х. и х. равны соответственно 

О {%:1] Xo} == М {(*s — ММ {х1| Х,})?| Х2\, | 

 {х.[Х,} =М {(%: — M [xo] Xs})?[ Xa}. 

‚ 18.4-6. Регрессии. (см. также пп. 18.4-9 и 19.7-2). 
(а) Если дано распределение системы двух случайных величин х1 и хо, 

то регрессией х› на х;, называется любая функция р. (х1), приближенно. прел- 
ставляющая статистическую зависимость хо от Xj. При этом величина хо 

представляется Как сумма двух случайных величин 

ха == а (1) НВ (ж1, Хх»), (18.4-18) 

где Ио (х1, Хо) рассматривается в качестве поправочного члена (остатка). 
В частности, средняя квадратическая регрессия хо на х1 

(18.4-17) 

Ухо Ро (х2|х1) для дискретного 
Xe распределения, 

Bo (ti) Е М {|1} =} © (18.4-19) 
Jf Хо Po) 1 (X|*%1) 4% для непрерывного 

распределения 

минимизирует средний квадрат отклонения 

M [2 — Be (%1)]?==M [hp (x4, %2)]?. | (18.4-20) 
Соответствующая кривая хо =М {*o|*1} называется кривой средней квадрати- 

ческой регрессии величины хо. 
(b) Часто оказывается достаточным апироксимировать регрессию (19) 

линейной функцией 

Be (%1) = 8's’ (%1) =e +Ber (41 —E1); Ва == раз oe (AUHEUHAA peepeccuA X» HA X;). 
(18.4-21) 

Уравнение (21) описывает прямую линию — прямую регрессии величины хо; 
В»: есть коэффициент регрессии xX. Ha xy. Формула 20 представляет лниейную 
функцию ах --6, коэффициенты которой а=В и 6 =&, — Вь1Е, минимизируют 
средний квадрат отклонения: 

М [> — (аа 6)? = 03 + ao} — 2ap 120102 -+ [8 — (а, --5)]2. 

- Наименьший средний квадрат отклонепия (остаточная дисперсия) равен 
0 (1—0 ›); таким образом, коэффициент корреляции Px измеряет качество «наи- 
лучшего» линейного приближения. 

(с) Регрессия (19) может быть аппроксимирована более точно с помощью миогочлена 
степени т_>1 (параболическая регрессия порядка 17) или с помощью других функций, 
коэффициенты которых выбираются так, чтобы минимизировать отклонение (20), 

(9) Если рассматривать в качестве независимой переменной величину х,, то мы полу: 
чнм подобным образом среднюю квадратическу!о регрессию х, на хо: 

1 (Xa) = M {x11 Xe}, (18.4-22) 

и линейную регрессию хи ва хо: 

ap (X2) = &; + Bis (¥2 — G2); Bie = O12 ote (18, 4-23) 
a 

Заметим, что в общем случае ни функции (19) и (22), ни функции (21) и (23) 
не являются взаимно обратными. Все линии регрессии проходят через центр (Ex, &2) 
распределения вероятностей. 

18.4-7. п-мерные распределения вероятностей. 
(а) Распределение системы п случайных величин хр, хо... Хп ИЛИ П-мер- 

пого случайного вектора х ‘задается функцией совместного распределения 

Ф, (Хь, Xo, rey X,) = (X,, Xo, see Xn) =P [1 < ^, ty Xo, ..°, x,<X,} 

(18.4-24) 
3
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(п. 18.2-9). Распределение подсистемы 7 < п величин ху, хо,.... Хшт есть т-мер- 
ное распределение, получаемое из исходного расиределения (маргинальное 
распределение). Соответствующая т-мерная функция распределения (маргиналь- 
ная функция распределения) получается из п-мерной функции распределения 
(24) подстановкой Х;=со для каждого из п—т аргументов Ху, которые не вхо- 
дят в выбранную подсистему, например, 

D1 (X41, Xe) = (Xj, Xo; CO, oon co); | 

Ф. (Х.) =Ф (со, Х,, о0,..., со), ит. Д. 

(5) л-мерная случайная величина х == (х1, хо,... хп) называется дискретной 
(имеет дискретное распределение вероятностей), если совместные вероятности 

Dy (X1, Xa, ovr Xn) =P (A, Xo, ee Xgl HP [ep HX, HoH XQ, vo X= X yh 
(18.4-25) 

отличны от нуля лишь для счетного | множества (спектра) точек (Ху, ..., Х„), 
т. с. если каждая из величин х1, хо,... хл Дискретна (см. также пп. 18.3-[ и 
18.4-3, а). 

Распредсления подсистем случайных величии и условные распределения определя- 
ются так же, как в пп. 18.4-З,а н 18.4-5, а, т. е. 

Р12(Х1, Х2) = У... УР (Ха, Хо, #3, .4., Хи), 

  

   

x3 Xn 

ро (Х2) =», »|... УР(м, Хо, XZ, 00, Xn) = 9) P12 (41, Xo) HT. Wy; 

Xx) *3 Xn x| 

Х, | Хоу — P12 (Xa Xe), Хх. Хо Ха) — 2133 Жь Хь Xs), 2112 ( 1 | 2) ote) P1493 (41| Xo, *3) mn (ke ky 

P9311 (X2, Хз | Х1) = 2128 (Ха Xe, Xz) ит. д. 

р: (Х!) 

(с) п-мерная случайная величина х == (хи, хо, ..., хп) называется непре- 
рывной (имеет непрерызное распределение вероятностей), если функция рас- 
пределения Ф(Х:, Д., ..., Х„) непрерывна всюду и если плотность распре- 
деления вероятностей 

__ ‚ O"@ (X41, Xo, «4 Xp) 
Ф‚ (Хт, Xo; eco» Xn) =O(X1, Xo, ... Ап) = ОХ: ОХ, ... 9Х (18.4-26) 

  

существует и кусочно-непрерывна, Дифференциал 

Ф (^1, Хэ, вое у Xn) dx, dx. eve dXn 

называется элементом вероятности (см. также пп. 18.3-2 и 18.4-3, 6). Спектр 
непрерывного расиределения вероятностей есть множество всех точек 
(Х1, Х., ..., Хи), в которых плотность распределения (26) отлична от нуля. 

(4) Отметим формулы 

212. .. SP (x1, Xj, ... хп) =, 
Xo Xn 

и со со (18,4-27) 

3. \ bes \ ф (ху 2, .,., Xp) ky xg... dx, =. 
—o —O
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(е) Плотности 1-мерных маргинальных распределений и условных распределений, 
получаемых из непрерывного п-мерного распределения вероятностей, определяютсл тах 
ке, как в пп, 18.4-3. Би 18.4-5, а, вапример, 

ага. x. x co с 

12 (A1, Ag) 
—вхх. = \ woe \ Фф (X,. Xo, Хз. --.› Хп) ax, v+0 dX), 

— со — OO 

Gis (Х:, & 2) = 

  

  

аз (Аа, Х2) Физ (Хь, Xo, X3) 
Х:| Ха) = — 29(Х:1 Хо, Хз) = 

P1244 | e) De (X 2) 911231 sl Aa Хз) фаз (Ха, Х,) 

91213 (Ха, X_ | X3) == Фаоз (Ха, Хо, Xs) 

Pz (X;) 

(f) Распределение системы 0вух или более многомерных случайных зеличин х =з 
Е= (Х!, Хо, ...), У === (11, Yo, weed) os есть совместное распределение всех величин 
Ха, №2, voy Yrs» Yay voor vas 

Замечание. Совместное распределение может оказаться дискретным по одной 
или нескольким случайным величинам и непрерывным по другим; кроме того, каждая 
случайная координата может быть частично дискретной и частично непрерывной. 

18.4-8. Математические ожидания и моменты (см. также п. 13.4-4). 
(а) Математическое ожидание (среднее значение) функции у=и (ж1, ... Xp) 

от п случайных величин хи, хо, ..., хл определяется формулой 

о ®х © 
M y (x4, NO) e005 Xn) = \ \ eee \ У (х1, XQ, vers Xn) d® (X4, XQ, sees Xn) = 

—0O — © —oo 

f о yy (X4, Xo, eoey Xn) DP (Хь Ха, eee, Xn) (для дискретного 
| x, % x, распределения), 

= © ° | (18.4-28) 
E jj ... \ у (хи, Хо, ..., Ал) Ф (Х1, Xa, eee y Xp) 4х1 4х2... хи 

( - (для непрерывного распределения), 

если эти выражения существуют в смысле абсолютной сходимости. 

Замечание. Если у есть фуакция только и<й из п случайных величин 
Х|, Хо, ..., Хи, ТО математическое ожидание (28) совпадает с математнческим ожиданием у 
по отношению к т-мерному распределению только рассматриваемых т величии, 

(5) п математических ожиданий Мх, =, Мх. =», ..., Мхи ==, опреде- 
ляют точку (Е, Е, ..., 6п), которая называется центром распределения веро- 

ятностей. Величины М (х1—Х,)? (х— Хо)? ... (*„— Хи)” называются момен- 
тами порядка г, --/2--...{г» относительно точки (Ха, Хо, ..., Хи). В част- 
вости, моменты относительпо начала (начальные моменты) и относительно 
центра распределения (центральные моменты) определяются формулами 

и, р = Мхи... п, 
pee , , (18.4-29) 

Ра... „=М (1—1) 1 (2—2) 2... (Xn —En) 2 

(c) Центральные моменты ‘второго порядка представляют особый интерес 
и имеют специальные названия и обозначения: 

Ме == Ан =М (х;— Gi) (Xe — En) = 

Dx; =o? п = (дисп , — м— 0: при t= (Cucnepcus) (i, R=1, 2, 0.2, 2). (18.4-30) 
cov{x;, x2} при istk (ковариация) 

Эти моменты определяют матрицу MOMeHTOB [Ajy]. Ее определитель ет [№]
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называется обобщенной дисперсией п-мерного „аспределения. Коэффициенты 
корреляции | 

Л ть ~ bi *p Ep 
Vin =P (Xi Xp) == yun — = yj Lt ——— (i, k= 1, 2,..., п) (18.4-31) 

ii kk G; Tp 

определяют корреляционную. матрицу |0;.| п-мерного распределения, если 
только все 0,520. Взличниу 

У Че! [A, 
V det [р] = 

п 

иногда называют коэффициентом разброса. 

Матрицы [^;„] и [Р;к] действительны и симметричны. Их общий ранр (п. 13.2-7) г 
есть ранг л-мерного расиределения вероятностей. 

х.Распределение называется собственным ‘или несобствениым в зависимости от того, 
будет AW roan или г< п. В слузае собственного распределения матрицы м kl и [Pin] 

ABJIAIOTCH NOMOKHTeIbHO ONpPeMeIeHHbIMH (NM, 13.5-2),3 | 
Эллипсоидом рассеяния для собственного л-мерного распределения вероятностей 

с центром в начале координат называется ‘л-мерный «эллипсоид» ‘ 

х х A jpXjXp =a 2, (18.4-32) 
==] А =[ 

где [A wz] = [Ai pl! есть матрица, обратная матрице моментов. 

дЛипсоид рассеяния обладает тем свойством, что при равномерном распределении 
вероятностей в нем матрица момептов такого распределения совпадает. с [rin]: Эллип- 

соид рассеяния иллюстрирует распределение вероятностей по различпым направленинм. 
«Объем» этого эллипсоида пропорционален корню квадратному из обобщенной диспер- 
сии. Для несобственного распределения вероят ностей (при г «< л) спектр (п,18.4-7) cocpe- 
доточен на некотором г-мерном линейном многообразии (прямой, плоскости, гипер- 
плоскости) в П-мерном пространстве точек (*;. хо, -.., Хы) и там же расположен его 

эллипсоид рассеяния. Так, например. спектр двумерного распределения вероятностей 
при Г = |! лежит на прямой, а при Г == 0 находится в одной точке. 

18.4-9. Регрессия. Коэффициенты корреляции (см. также пи. 18.4-6 и 
19.7-2). 

(а) Если дано совместное распределение п случайных величин X41, Хо, ... 
..., Хл, ТО зависимость одной из этих величин, например х:, от остальных 
п—] величин можно изучать с помощью формулы 

=— 5] (хо, Аз, ве у Xn) +h, (x1, Хо, Фе у Xn); (18. 4-33) 

где И! (х1, Хо, ..., хи) рассматривается как поправочный член. 
(Средняя квадратическая) регрессия xX; HA Xo, хз, ..., Ал есть функция 

23 (Xo, Хз, еее у хи) = М {x1 | Xo, Аз, вех у Xn} = 

Xs . . + (18, 4-34) 

= oO 

| \ X1 $1123 ++. п (Х1| Хо, Хз, ..., Хп) ху, если ж непрерывна, 
to 

которая минимизирует средний квадрат отклонения 

Mi [xy —81 (X25 Хз, +++ хп) = М [В (Ха, Хо, +, Хи). 

М 1.1 Х, Хз ,....Ав} есть условное среднее значение величины х; при х. = Xp, 
Хз=Х., ..., Хл==Ал (см. также п. 16.4-5). 

_(b) Регрессия величины х; на остальные л—1 величин часто анпроксими- 
руется линейной функцией — линейной регрессией 

А; , 

Е НУ в (Е), Вия д ‚ (18.4-35) 
К 
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где [Аг] == [А;.|' есть матрица, обратная матрице моментов. Коэффициенты 
регрессии В;к определяются единственным образом, если распределение — соб- 
ственное (п. 18.4-8). Сводный коэффициент корреляции 

в (хь 8) =У 1-я (18.4-36) 

является мерой корреляции между х; и остальными л— 1 величинами. 

(с) Случайная величина Ah) = x,—g!) (разность между х; и ее «линейной 

оценкой» gi!) при Aji = 0) называется остатком х, относительно остальных 
п— |1 величин. Заметим, что 

1. 
cov (ns), x,t =0 (ih), DAS) = Tn (остаточная дисперсия). — (18.4-37) 

(4) Коэффициент корреляции величин х, и х, по отношению к величинам х.,...,х,- 
1 2 8 ne 

(1) (1) _ Anas 

pi2)34...n = PCPs и’ 1534... SS oe) 
измеряет корреляцию между х; и х. после устранения линейных изменений; вызванных 
влиянием величнн х., х.,...› Хл. В частности, при п=3: 

| О! — Р1: 023 

У (— ©1:) (1 — 63.) 

.18.4-10. Характеристические функции (см. также п. 18.3-8). Совместное 
распределение вероятностей п-мерной случайной величины х == (ху, Хо, ..., Ха) 
однозначно определяет характеристическую функцию 

  © 1215; =   

в 

Хх (Ч) ЕЕХ, (91, 92» --*› 9) ==М ехр [1 У ль] = 

| | k=! 
oO со оо a 

= \ } one \ ехр |1 У дьх» | ЧФ; (Хх, хо» +, Хи). (18.4-39) 
— 0CO— 0O — © k=} 

Для непрерывного распределения имеет место формула обращення 

Wx (Xp ар ++.» Xn) = 

  

I со 5 co n 

=e SS ve } р | --Е ОХ ыы | Хх (@ь 4 ---› 9) 49.49, --- 49, 

(18.4-40) 
Характеристическая функция, соответствующая 71-мерному маргинальному распре- 

делению т из п величин Xye Xor cose Xn находится путем подстановки в формулу (39) 

значений 9ь=0 для всех тех х,„, которые не входят в т-мерное распределение; так, 

мапример, X49 (91, 95) = Xx (91, 42. 0, ро 0). 

Моменты и семиинварианты многомерных распределений могут быть получены как 
коэффициенты разложений в степенные ряды функций Хх; H In xX, подобно Tomy, как это 

J 

сделано в п, 18.3-10. 

18.4-11. Независимость случайных велнчин (см. также п. 18.2-3). 
(а) Случайные величины х:, ло, ..., Хи Называются (взаимно) независи- 

мыми, если независимы в совокупности события {х: Е 5:}, {хо Е 32}, ... 

..., {Хв Е 51} для любого набора множеств Sy, 5., ..., Эл действительных 
чисел. Для этого необходимо и достаточно, чтобы 

Ф (1, ха, 000g Xp) = Dy (xz) Dy (%g) «0. Dy (Xp) (18.4-41)
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или в случаях дискретных и непрерывных случайных величии соответственно, 
чтобы 

р (х1, №, ..., Ап) ЕЕ р1 (%1) Б» (х2) ... Ри (хп), } 

Ф (%1, Хо, ---, Хп) ЕЕ Ф, (%1) Фо (45)... Фл (Хи). 

Распределение системы независимых случайных величин` вполне опреде- 
ляется их индивидуальными распределениями. Независимые случайные вели- 
чины не коррелированы, т. е. р; =0 при всех #52 Е (п. 18.4-8, с), но обратное 
утверждение не всегда справедливо. 

(5) Независимость многомерных случайных величин хи, Хо, ... определяется 
формулами вида (41) или (42), в которые вместо х1, хо, ... надо подставить 
Х1, Хо, ... 

(18.4-42) 

Пример. Многомерчые случайные величины (х1; х.) и (»Х.; Ха; №5) независимы тогда 
н только тогда, когда 

Diosas (X15 Ха, Хз, Хх Хь) ЕЕ Ф!:ь (Х1; Xa) Daas (Xa Xa, Xs). (18.4-43) 

Заметим, что формула (43) влечет за собой независимость хз и ль, Х: И (хз, Ха), (Ха, Xe) H 
(Хх, лу ит. Д. . 

(с) Если в распределении дискретвой или непрерывной л-мерной случайпой вели- 
чины (х1; Х,, ...; Хд} т-мерная величина (Хх, Хо. ..., хп) Независима от (п — 71)-мерной 
величины (ть и. Xn). TO 

Pin so. mi (me) ow. A XQ 6 Mage ce Ot) = 

PID my Bh vee Xm) 
или (18.4-44) 

G12... mi(m+i.., a (My Fat ee eX | mage oes Хи) 28 
= 912... m(*p %qF +e 5 Xp), 

(d) Случайные величины х, и х, независимы тогда и только тоеда, когда характери- 
стическая функция двумерной случайной величины (х1, хз) равна произведению индивидуаль- 
ных характеристических функций координат х: их. (п. 13.4-19), т. е. 

Х!2 (41; 9») =ЕХ;! (91) Х2 (92). (18.4-45) 

Аналогичная теорема верна для многомерных случайных величин. 

(е) Если случайные величины х:, Х., ... независимы, то независимы и случайные вели- 
чины у: (х1), и» (х:),... Аналогичная теорема верна и для многомерных случайных величии. 

18.4-12. Энтропия распределения вероятностей. 
(а) Энтропия распределения вероятностей для одномерной случайной вели- 

чипы х с дискретиым или непрерывным распределением определяется соответ- 
ственно формулами 

] yt 
M logs 7a 2 p (x) 108» р (x), 

H (x) = со (18.4.46) 
M log, ay =— J (2) loge ф (+) ах. 

— с 

Н (х) есть мера априорной неопределенности измерения величины х. В случае 
дискретного распределения вероятностей Н (х) —=0, причем Н (х) =0 тогда 
и только тогда, когда х имеет вырожденное (причинное) распределение 

(табл. 18.8-1). Непрерывное распределение, имеющее наибольшую энтропию при 

анной дисперсии 0?, является нормальным распределением (п. 18.8-3) с Н (х) = 

= logs У 2лео?. 

(5) Для дискретного или непрерывного распределения вероятностей дву- 
мерной случайной величины (х:, х2) энтропия определяется соответственно 
следующими формулами: 

—M!1 ‚ №), H (ty д.) = { 08а Р (Ха, Xz)» 18.4-47) 
— M logy 9 (x4y #2). (вич
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Условная энтропия Н х, (Х1) определяется соответственно как 

Ay, (%) = { 

(это не условные математические ожидания). Переставляя индексы | и 2, полу- 
чим условную энтропию Н,, (х.). Имеют место соотношения 

Не жа) = Н (я) ЕН, (®)=Н (®)-- Ни, (5) = НН (е)-Н (к). 0844-49 

— M logs pile (%1[ 2), 
18.4-48) 

— M logs Pile (x4) x2) 

Равенство в правой части‘ достигается тогда и только тогда, когда величины 
хр и х› независимы (п. 18.4-11). 

Неотрицательная величина 

J (4) X,) = Н (=) Н (Xs) — Tf] (х» Хо) = Н (<) — Н к, (#1) = Н (хо) — Н х, (№) 

(18.4-50) 

может служить мерой зависимости между х1 и х.. 
Функционалы (46) — (48) и (50) играют важную роль в статистической 

механике и теории информации. 

18.5. ФУНКЦИИ ОТ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ 

18.5-1. Вводные замечания. Ниже даются соотношения, позволяющие рас- 
считывать распределения вероятпостей функций от случайных величин. 

18.5-2. Функции (или преобразования) одномерной случайной величины. 
(а) Распределение вероятностей функции у==у(х) вполне определяется рас- 

пределением вероятностей случайной величины х (см. также п. 18.2-8). 
(b) Пусть случайные величины х и у связаны взаимно однозначным соотно- 

шением и=у(х), х=х (у). Тогда: 
1. Если и (х) —возрастающая функция, то 

Ф,(У)=Ф, [х(У)], Dy (X)= Dy [y (XJ, } 

Ур=У (Хр), Хр=х (ур) (0<Р< 1). (18.51 

Заметим, что соотношение у1„, =у (х:/,), связывающее медианы Х1/; И И1/„; справед- 

ливо как для возрастающей, так и для убывающей функции у (х). 

2. Если х и у непрерывные случайные величины, то 

wy VY idyt=oelx OU Нах р wom Фу (У) хх [45| _, — (85-2) 

для всех значений У величины у, при которых производная 4х/4у существует 
и непрерывна. 

Замечание. Если функция х (у) многозначна, то 

где ф: (У), Ф. (У), ...— плотности распределения, получаемые из формулы (2) для соот- 
вегствующих однозначных ветвей х; (у), Xe (и), ... функции х (и). 

1 ример. Если у=х?, то х; =-ЕУу, х.=—Ууи 

9 при У<0, 
1 1 

“у — —-/Vy и УЬО, 
уу (У) ур 95 С УТ) ПР 

ФУ) = (18,5-3) 
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(©) Для сложной функции ] | (x) согласно п. 18.3-6 имеем 

МА(у=мМ Нур = } Fly (x)} d@, (2). 118.5-4) 
—oo 

Заметим, что ни существование однозначной обратной функции х (и), ни диф- 
ференцируемость у(х) пе предполагаются. В частности, для | (у) == е5йЙ полу- 
чаем производящую фучкцию моментов М, (5) = Мез9, а для [(у)==е Чи — 
характеристическую функцию у, (4) = Ме (п. 18.3-8). 

Пример. Пусть и=зи (х- а), где а==сопзЁ, а случайная величина х распределена 
равномерно в (0, 2м). Тогда 

  

2л 30/2 i 

Xy (= { ef W(X) gy eb lou (X) aya \ olay al _ , 
3 aa //8 an 8 лю п Vi-y 

откуда, согласпо формуле (18,3-21), 

+ mpa fy}<l 
0, = л Уи . “se 

: 0 npxw {yl>1 (cm. tTaxae n. 18.11-1,; b), 

(д) С помощью теоремы © свертке (п. 8.3-3) для двустороннего преобразования Лап- 
ласа (п. 8.6-2) формулу (4) можно записать в виде 

1 0; -+ too со 

МА = o> \ M ,. (s) ds \ Fly (x) 67 S* ax; (18, 5-5) 
CO; — 100 - © 

где внешиее интегрирование проводится по такой вертикальной прямой; чтобы интеграл 
абсолютно сходился. Этот комплексный интеграл ипогда легче вычислить; чем иитес* 
рал (4). 

(е) Заметим; что вообще М и (х) 3 и (Мх) (см. также п. 18.5-3). 

`18.5-3. Линейные преобразования одномерной случайной величины, 
(а) Если х— непрерывная случайная величина и у==ах--6, то 

I Y—b 

Фу (7) = То 9х ( a ). (18.5-6) 

(5) Если рассматриваемые ниже средние существуют, то | 

М (ах-- 5) =аМх--ь, D(ax+6)=a? Dx, (18.5-7) 

“ г . ~- . 

M (die-+ bY = arc, + (4 ) ar Lbop_y we + BF, (18.5.8) 

Хахчь (4) = ef O9y (49), Мажчь (5) ==е75М х (45), ах ($) =, (54). 

Семиинварианты х; для х (п. 18.3-9) связаны с семиипвариантами и для у=ах--6 

соотношепиями 

ит = an, + 4 et = ax, (7 > 1), 

(с) Особый интерес представляет линейное пэгобразование к стандартному 

виду (нормирование): | 

xf Ak с M x’=0, Dx! = 1. (18,5-9) 

х’ называется стандартизованной (нормированной) случайной величиной. 
(9) Если функцию #==у(х) на большей части спектра величины х можно 

представить приближенно лннейной функцией (линеаризация), то °. 

ууу © х-0, Му) у) Бу)’ ЮР Ох — (18.5-10)
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18.5-4. Функции (или преобразования) многомерных случайных величин. 
(а) Если случайные величины 

У1 —= 1 (x1; Хэ, ewes Xn), Yo = Yo (X45 Xo, вое у Xn), coe | (18.5-11) 

предетавляют функции п случайных величин ху, Хо, ..., Хп, то распределение 
вероятностей каждой случайной величины и; однозначно определяется распреде- 
лением вероятностей системы величин хт, Хо, ..., Хд; ТО же верно для каждого 
совместного или условного распределения любого конечного числа случайных 
величин у ` 

Например, фупкция распределения величины у, и функция распределения системы 
величин у; и у, определяются соответственно формулами 

Ф,. (У; == ГГ... | 4Фх (1, Хе. ь Ха), (18.5-12) 
у; 1 XU "3 n 

1 us (+45 eer € Xn) = У; 

Фи, (Ук У,) == ff soe | аФх (X45 Xyr woes хп). (18.5-13) 

и; (X45 ово ф x,)S У; 

Wy (X45 вое бё xn) SY, 

(b) Ecau x 52 (X4, Xb, ones Xn) и у=(И, Из, ..., Ип)— непрерывные п-мерные 
случайные величины, связанные взаимно однозначным невырожденным преобра- 
зованием (11), то их плотности распределения $, (Ха, Xo, +, Ха) и 

4, (Ул. У», -.., Ул) связаны соотношением 

Py (Ур, Yo, ons Y,) | dy, dy... dy, |=, (Xj; Koy vers X,,) | ax, dx, ... Чх |. 

или 
0 (Xp oe a) 
O(Yy, +++ Un) |? (18.5-14) Py (Yj, vee) Y )=, (Xj; woes Х„) 

где Х;==х; (Ут, ..., Ул) (=, 2, ..., 1), для всех Ут, У., „.., Уп. для кото- 
рых якобиан существует и непрерывен. 

Если функция х (у) многозначна, то Фу (Ух. ть, sees т) может быть вычислена 

способом, аналогичным указанному в п. 18.5-2, Ъ. 

(с) Для функции Р(Ит, Уз, +-., Ут), Где уг = и; (Хть Хо, ... »X4n) Wl, ...,m), 

. о © оо 

МАУ» 9%, -..‚ Um= J) foe | Fd@, (ey, ty нь х,). — (18.5-15) 
. —00 —©O — со - 

Как и вп. 18.5-2, с, здесь не предполагается дифференцируемость функций 
Y, (X1, Xay ove) Xp) (C= 1,2, ...,m). Aan f = exp (8x4, + Sofo-+ -.. +5 4m) получаем 
‹овместную производящую функцию моментов величин и, у, ..., Ил, а для 
==ехр (17151-92 --...-Н 9 тИт} — совместную характеристическую функцию. 

Преобразование, подобное формуле (5), применяется в некоторых задача для 
случайных процессов (п. 18.12-5). 

() Для побых двух случайпых величин х: И Xx, 

Mxyx%_ = MxyMx5 -+ соу (х:, хз), (18.5-16) 

если этв средние существуют, Если-х,, x ..., д, вВЗай‚мно независимы, то 
2° п, 

Мх хо ... Ха = Mx,Mx, ... Mx, 

при условии существования этих средних. 
(е) Если ул. и Wx, (*,) = 0 при x, < 0, то (п. 18.5-4, b) 1*2 | — АЕ 1 

Px, y Aye 7) 8 Фх,, хз Я д] |
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oO - оо 

— = ут 
Vy (и) — \ vate и (*1s у) ax, = \ Фа, Xa С Г) x, | ax,, -(18.5+17) 

0 и 

Подобным образом можно рассматривать и другие подходящие функции и=и (л,. ха). 
18.5-5. Линейные преобразования (см. также пп. 14.5-1 и 14.6-1). Для каждого 

невырожденного линейного преобразования 

a 

y=nt S a, (4,—-& (@=1,2,..., п) 1= 0; a th *e ~ Se) (18,5-18) 

(в матричной форме и==\- А (л- &)) 

распределения п-мерных случайных величии (1 хо, eee xn) ul (ит, Vay aces y,) имеют 

одинаковый ранг (п. 18.4-8, с), причем 

Ми; =; (i= 1, 2, ..., 2) (в матричной форме Ми = 1), (18.5-19) 
. 4 

Nn 

. _ &. 1 

Ain = M (9; — 15) (42 — 1g) = a At Antes" Rh. 
|= 

(18.5-20) 

(i, Е =1,2, ..., п) (в матричной форме Л’ = AAA’), 

если рассматриваемые средние существуют. Здесь Л == [rrp и А’ == [ix] — матрицы мо- 

ментов (п. 18.4-8, с) для (ху, х., ..., Xn) H (Ут, Yor cee. Yn) COOTBeTCTBEIIHo. 

Методы п. 13.5-5 позволяют найти: 
1) такое ортогональное преобразование вида (18), чтобы матрица новых 

моментов А;р (а значит, и новая корреляциопная матрица) была диагональной 

(приведение к некоррелированным сличайным величинам и): 

2) такое преобразование вида (15), чтобы Тр =, ==... =, == On Aske = 

== 85» (приведение к некоррелированним стандартизованным случайным вели- 
чинам и}. 

18.5-6. Математическое ожидание и дисперсия суммы случайных величин. 
(а) Для любых двух (не обязательно независимых) случайных величин 

xy, Xo | 

М (ху = х5) = Мл: + Мя.=Е, + 5, (18.5-21) 

D (xy cb x2) = Dx, -} Dx, % 2 cov {xy, хо} =O + OF + 20120102 

(закон сложения дисперсий), 

если рассматриваемые ‘средние существуют. 
(6) Более общие формулы: 

Чо + у а: У, а 

[=] i= 
(18.5-22) 

n n 

D | a + У AjXj = У У арб ь0:0ь. 
i= | i=] k=] 

(с) Если функцию у=и (x, Kor vee, x,) на большей части спектра п-мерной вели- 

ЧИНЫ (х ‚ Хо» ove» хп) можно приближенио представить линейной функцией, то 

ys (bp ый ve EA) ум (хи — by) 
R=] 

  

hx, = by) soe хи = ви 

и средние Ми и Бу можно приближенно вычислять с помощью формул (19) и’ (20).
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18.5-7. Суммы независимых случайных величин (примеры см. п. 18.8-9). 

(а) Если х1 и х., — независимые случайные величины, то 

Ф (Х) == Ф, (Х) Х Ф, (Х) = ж-х2 
со ‚90 

= \} Ф, (Х—ж) аФ, (1) = \ $, (Х—х,) 9Ф, (x2), 
— с — с 

Хх: -- х, (4) = Х: (9) Xo (9), 

Puy tex, (X) =p, (Х) ж Po (X) = >) Po (X—~*,) Py (x,) == 

  
> 18.5-23 

== У р1 (Х — >) Рэ (Х) — (х1, хо дискретны), 
Xe 

. © 
Pes + xs (Х) = Ф: (X) * Po. (X) = \ Фо (x — *;) Ф! (х1) ax, = 

© . 

= \ Py (X — Xp) Pg (Xq) хо (ж1, х» непрерывны), 
—©Oo 

4 

где индексы Ти 2 относятся соответственно к распределениям х] и х.. 

(Ь) В более общем случае, если х==х, хх. +... +x, есть сумма фиксированного 

числа п взаимно независимых случайных величин Xa, Xor ove. Xp» TO 

Ф (Хх) =Ф (ХФ, МХ... ХФ, (ФЕ (9) Х, (D0 Xy_ (Ds (185-24) 

и если существуют рассматриваемые выражения, то 

Dy 4X) = Dy (X) % Dy (XK) Ke K A(X). Gy (KX) =, (Х) Ж $2 (ХХ ...ЖФа (Х), (18.5-25) 
М, ($) = М1 (s) M, ($)... Мп ($), Vy ($) = Vy (s) Yo {5)... Yn ($); (18.5-26) 

n n n an 

Mx = = У, Мх; = У Ej. Dx = 0? = У, Ох; == У, oF; (18.5-27) 

{= =] i=l ; i= 

, n 

M(x —§)3 = §) M (x; — &;)33 (18.5-28) 
i=] 

п , 

„= У к, (18.5-29\ 
f=] 

где › (9 — семиинрариаит г-го порядка величины x} . 

, Формулы (24) и (26} позволяют вычислять моменты высших порядков с помощью 
соотношений, приведенных в п, 18.3-10. 

Распределение суммы х =X, +4, + ... +x, взаимно незазисимых случайных вели- 

чик Хх, Х., ..., Хх, © математическимн ожиданиями 51, 5, tee, бп и дисперсиями 0%, 

9%. see oF даже для небольших п иногда можно удовлетворительно аппроксимировать 

нормальным распределением (п. 18.8-3} с поправочным членом. 

Пусть Е = Мх= 8, 6 +... +В, 03 = Ох = 0? + 03 + veoh OF = Wy, а Из, Wa 

центральные моменты третьего и четвертого порядков суммы х. Тогда плотность Py (x) 

можно аппроксимировать рядом Грама — Шарлье (п. 19.3-3), если фу: = 0 при |х| >а 

для некоторого а >0. В этом случае формулы (18.8-6) и (19.3-3) дают 

x’ 

e 2 [1 tgp ve (x — 3x") + va (et — 6x7 +8) + |, 

  

@y (4) = 
1 

9У2х
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x—§ Из. и . a 
rye x =+——, y; =o и у. = —3— коэффициенты асиммегрии и эксцесса для х 

(табл. 18.3-1). Нормальное приближение можно считать удовлетворительным тогда, 
когда каждая величина х, распределена симметрично отиосительно Ё» так что у; =0 

(см. также п. 18.6-5, центральная предельная теорема). 
°’ (<) Распределение суммы 2 == (21, 2, ...) =х у двух независимых многомерных 

случайных величин Х == (хи. дх., ...) И У == (У:, у, ...) описывается формулами 

© © со . 

Ф, (21, 2., .-.)= | [| Г Фу -х, 2-х, 001) АФх (ху, My), (185-30) 
—00 — 00 —oo 

Xz (91, Fo» wee) = Xx (9, 95) ...) Ху (9т, Gas ...). (18.5-31) 

18.5-8. Распределение суммы случайного количества случайных величин. Пусть ха, 
х., ...-— Независимые случайные величины с одним и тем же распределением вероятно- 
стей, и пусть & — дискретная случайная величина со спектральными значениями 0, |, 
‚..., Причем величина А независима от х!:. х., ... Если производящие функции Vx, ($) 

wy, (5) существуют, то распределение суммы х=х, + ха te ee Ht Xp, WaeTCH NpousBoga- 

щей фуикцией 
У, (5) =» (Ух, (5}]. (18.5-32) 

18.6. СХОДИМОСТЬ ПО ВЕРОЯТНОСТИ И ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ 

18.6-1. Песледовательность распределений вероятностей. Сходимость по 
вероятности. Последовательность случайных величин у:, У», ... сходится по 
вероятности к случайной величине у, если вероятность того, что у„ отли- 
чается от у на любое конечное число стремится к нулю при п —+ со: 

ит ееР и при п-—+ со, если Ит Р Йу-—у,|>:}==0 для любого &>0. (18.6-1) 
м = с ` 

т-мерная случайная величина У, сходится по вероятности к т-мерной случайной 

величине у, если каждая координата величины Yn сходится по вероятности к соответст- 

вующей координате величниы у. oo 

Если случайные величины Упл» Упз, «+++ Ynm CXOOAMCA по вероятности соот- 
ветственно к постоянным ит, @, ..., ат при п-— со, то любая рациональная 
функция g(Ynt» Уп», +>» Yum) сходится по вероятности к в (ал, а, ..., @т), 
если только © (ал, ао, ..., а) онечно. 

18.6-2. Пределы функций распределения, характеристических и произво- 
дящих функций. Теоремы непрерывности.. 

(а) у„ сходится по веронтности к у при п—+ со тогда и только тогда, 
когда последовательность функций распределения Чу, (У) сходится к’ пределу 

Ф, (У) во всех точках У, где Ф, (У) непрерывна (сходимость в основном). 
(6) у„ сходится по вероятности к у при п-—+* со тогда и только тогда, когда последовательность характеристических Функций уу, (4) при любом 49 

сходится к предельной функции Х(9), непрерывной при д=0; в этом ‚случае 
Хи (9) = (9)= Шт уу, (9) (теорема непрерывности для характеристических 

по ° 

функций). 

(с) Последовательность дискретных случайных величин Uy, Из, ... сходится по веро- 
ятности к дискретной случайной величине у при п-о0 тогда ц только тогда, когда 

lim р, (У) =р, (У). (18.6-2) 
noo In у 

Если все случайные величины ут, /2,.... имеют целые неотрицательные спектральные 
значения 0, 1,2, ... и обладают производящими. функциями Vor (5), Уи, (5), ... то фор- 

мула (2) справедлива тогда и только тогда, когда Ит Vy (s) =, (s) npu OS S<t 
. н->о 78 | 

(теорема непрерывности для производящих функций).
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Замегим, что последовагельность дискретных случайных величия может сходиться 
по вероятности к случайной величине, которая не будет дискретной (см, например, 
табл, 18.8-3). 

(4) Аналогичные теоремы примевимы, еслн и (п} сходится как функция непрерывного 
параметра п. 

(ce) Аналогичные теоремы применимы к миогомериым случайным величинам, 

18.6-3. Сходимость в среднем (см. также п. 15.2-2). Последовательность 

случайных величин ут, Ио, ..., Имеющих конечные начальные моменты Му? 
(и, следовательно, конечные математические ожидания и дисперсии (п. 18.3-7)), 
сходится в среднем (квадратичном} к о величине у (Му? < со), если 

Ц М (Уи — у) = (18.6-3) 
пм» с 

Отсюда следует, что и М (у„— и) п; 0. 
Сходимость в среднем влечет за собой сходи мость no вероятности. Обрат- 

пое, вообще говоря, неверно; более того, из сходимости Un wey He следует 
даже, что Му и Су существуют. 

`’ 18.6-4. Асимптотически нормальные распределения вероятностей (примеры 
см. в табл. 18.8-3 и п. 19.5-3). Случайная величина у, с функцией распре- 
деления Ф, в (У) распределена асимптотически нормально, если существует 

последовательность пар действительных чисел Ny, OF TakHx, что случайные 

величины (уз — "л)/би сходятся по вероятности к стандартизованной пормаль- 
ной величине (п. 18.8-3). Это имеет место тогда и только тогда, когда для 

всех аи а 

jim Р {1 -Н ап < ул < 1-60} == Фи (6) — фи (а), (18.6-4) 
— со 

где DM, (x) — нормальная функция распределения. 
Формула (4) позволяет аппроксимировать распределепие вероятностей 

величины уп для достаточно больших й нормальзым распределением с центром 
И» и дисперсией OF, 

9 

Заметим, что из-формулы (4) не следует ни то, что и и Op ABAAIOTCA MaTeMaTHYeCKUM 

ожиданием и дисперсией величины Уп” Ни то, что последовательность у, сходится по веро- 

ятности, ни то, что Пределы Мун и Пя или Вуд и On совпадают. На самом деле эти пре- 
делы могут даже не существовать. 

18.6-5. Предельные теоремы, 
(а) Пусть Н„—часло появлений события Е в п независимых испытаниях 

и Р{Е} =$ — вероятность появления события Е вкаждом из испытаний. Тогда 
1) последовательность относительных частот й,==п/п появления 

события Е за п независимых повторных испытаний при n— OO CxoO- 
дится в среднем и, следовательно, по вероятности K P {E} =% (meo- 
рема Бернулли); 

2) h, имеет асимитотически пормальное распределение с цент- 

ром „=: и дисперсией =; (1—8) (см. также табл. 18.8-3). 

Заметим, что 

ра) =(" у” (1 — 9)" ~ Hn (и =0, 1, 2, foe, п), 

Ма = Ри =-$ (1—5). 

(6) Пусть ха, х»,...— последовательность взаимно независимых случайных 
величин, имеющих одно и то же распределение вероятностей. с конечным 
математическим ожиданием ЕЁ. Тогда при п-—+ со имеем:
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. — 1 | 
|} случайная величина хи= д (жа х--...-Е хи) сходится по веро- 

ятности к Ё (теорема Хинчина, закон больших чисел); 

2) случайная величина хп имеет асимптотически нормальное рас- 
пределение вероятностей с центром Ти =Ё и дисперсией 0*, == о*/п при 

условии, что существует общая дисперсия 0? величин хл, Хо»... (тео- 
рема Линдеберга — Леви, центральная предельная теорема). 

(с) Пусть ха, хо, ...— последовательность взаимно независимых случайных 
величин, имеющих конечные математические ожидания Е 1, Ё›,.., и дисперсии 
02, 03,... Гогда при п— со: 

зе 
1) из 0* —0 следует, что х„— Ён — 0; 

п 

: 1 - 
2) u3 lim =, | >, 01 =0 следует 

wo OC 

п п 

7 ina n п. ; 

(закон больших чисел, теорема Чебышева); 
a 

3) случайная величина У) х; имет асимптотически нормальное 
— 

распределение с центром и == Ma и дисперсией би== У Gi при 
== =] 

условии, что для любого положительного. числа в 

п 

У, 2 хр» если (В = Е у от, 

lim St =. 1, где 2, = 1—1 8.6- nao п | де 2; п (1 .6-6) 

У Oj 0, если (х;— Е) > е > Of 
t== | $ = 1 

(центральная предельная теорема, условия Линдеберга). 

М Услоеия Линдеберга удовлетворяются, в частности, если существует такое поло» 
жительное число а, что при п > о 

И а 
eta Ум |; —Ё |?* —> 0, 

t= 

п 

где 02 — У oF (условия Ллпунова). Х 

i=] 

18.7. СПЕЦИАЛЬНЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТНЫХ ЗАДАЧ 

18.7-1. Вводные замечания. Многие задачи теории вероятностей сводятся 
к нахождению распределения случайной величины х (или системы случайных 
величин) по данному распределению других случайных величин дл, хо, ... 
Как правило, простые события, отмечаемые значениями величины х, оказы- 
ваются сложпыми событиями по отношению к значениям величин Хл, Хо, ... 
Первый шаг в решении любой такой задачи должен состоять в четком опре- 
делении множества элементарных событий, отмеченного каждой случайной вели- 
чиной. Тогда вероятности сложных событий могут быть вычислены методами
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пп. 18.2-2 —18.2-б и 18.5-1— 18.7-3. Формулы (18.3-3), (18.3-6), (18.4-7) или 
(18.4-27) могут применяться для контроля вычислений, 

18.7-2. Задачи с дискретным распределением вероятностей: подсчет собы- 
тий и комбинаторный анализ. Следующие соотношения (каждое в отдельности 
или в сочетании с соотношениями пп. 18.2-2 —18.2-6) помогают вычислять 
вероятности сложных событий по данному множеству элементарных событий. 

(а) Если множество элементарных событий конечно (состоит из № «случаев») 
и все элементарные события равновероятны, то вероятность сложного события 
(‹успеха»), определяемого как объединение №. элемептарных событий («благо- 
приятствующих» случаев), можно вычислить по формуле 

вероятность успеха =   
число благоприятствующих случаев _ М, (18.7 Г) 

общее число всех случаев ~ N° ° 

(5} Если мпожество элемептарных событий счетно (конечно или бесконечно) 
и событие Е состоит в объединении N, элементарных событий с вероятнос- 
тями р: и № элементарных событий с вероятностями ро,..., TO 

Р {Б} == Ма М». ..., (18.7-2) 

причем №, |+ М№.--,.. не обязано быть конечиым. 
(<) Во многих задачах рассматриваемые элементарные события представ- 

ляют собой различные ` возможные расположения данного множества или мнио- 
жеств элементов, так что числа М\, М.,... в приведенных выше соотноше- 
ниях являются количествами перестановок, сочетаний ит. п. Наиболее важные 
определения и формилы для них приведены в таблицах 18.1-1 — 18.7-3. Свой- 
ства факториалов и бипомиальпых коэффициентов приведены в п. 1[.2-4 и 
табл. 21.5-1. Для приближенных вычислений применяется формула Стнр- 
линга (п. 21.4-2). Дополнительный материал содержится в книге [18.10]... 

Таблица 18.7-1 

Перестановки и разбиения 

  

1 Число различных перестановок из П различных т 
объектов . 

зай 
  

а) Число различимых последовательностей из М № №! 
объектов, содержащих п = М неразличимых объек- п] Моим - 
тов типа Ги № —п неразличимых объектов типа 2, - 

2 | ила 
$} Число различимых разбиений последователь- (биномиальные коэффи- 

ности из № различиых объектов на два класса из циенты, п. 21.5-1) 
п < Ми М- п объектов соответственно . 

  

  а) Число различимых — последовательностей из NI 
=N, о +... -- М, объектов, содержащих №, ММ... м 

` . г 

иеразличимых объектов типа 1, №, неразличимых . 
объектов типа 2,...и №, перазличимых объектов 

3 | типа г, или 
5) Число различимых разбиений последователь- (мультиномиальные 

ности N == № + Ny Hee ect №, различных объектов коэффициенты) 

на г классов из М, №5, cee, М, объектов соответ- 

ственно 

— 
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Таблица 18,7-2 

Сочетания и выборки 

Каждая формула справедлива для М«п, М=пи Мп 

  

Число различимых неупорядоченных со- 
четаний из Л объектов различного типа 
по п в каждом: 

а) объект каждого типа может встре- 
чаться не‘более одпого раза в любом со- 
четании (сочетания без повторений) 

Ь) объект каждого типа может встре- 
чаться 0, 1,2, ,.. или п раз в любом со- 
четании (сочетания с повторениями) 

‚с) объект каждого типа должев встре- 
чаться по крайней мере один раз в каждом 
сочетании 

Е 
(тат) 

(ми 
  

    
Число различимых выборок (размеще- 

ний, упорядоченных рядов) объема п из 
совокупности М различного типа объектов: 

а) объект каждого типа может встре- 
чаться не более одного раза в любой вы- 
борке (выборки без возвращения, размеще- 
ния без повторений) 

Ь) объект каждого типа может встре- 
чаться 0, 1, 2,... или п раз в каждой 
выборке. (вборки с возвращением, разме- 
щения с повторением)   

N 
NN D.W—atd=(") a 

Ne     

ab, ac, bb, bc, cc), 6 различимых выборок без возсращения (аб, ac, 
чимых выборок с возвращением (аа, аб, ас, ba, bb, be, ca, cb, сс). 

Пример, Дано множество, № =3 различного типа элементов а, 6, с. Для п=2 
существуют 3 сочетания без повторения (аб, ас, 06), 6 сочетаний с повторенцями (аа, 

ba, be, са, co), 9 pasau- 

Таблица 18.7-3 

Размещения в ячейках или расположения 

Каждая формула справедлива для N<in, N=nuN>n 

  

Число различимых размещений из п не- 
различимых объектов в М различных ячей- 
ках (положениях): 

а) нет ячейки, которая ходержит более 
одного объекта 

Ь) каждая ячейка может содержать 0, 1, 
2, ... Или йа объектов 

с) каждая ячейка должна содержать хотя 
бы один объект 

(7) 
CTE на) 

(9) 
  

    
Число различимых размещений из п раз- 

личных объектов в № различных ячейках: 

а) нет ячейкн, которая содержит более 
одного объекта 

Ь) каждая ячейка может содержать 0, 1, 
2, ... или пл объектов   N 

мп    
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18.7-3. х Применение производящих функций. Теорема Пойа. 
(а) Сочетания из п различных объектов А1, До, ..., Аз по Е без повторе- 

ний могут быть получены как коэффициенты я» производящей функции 

Р (5) = 3S) %gs® = (1 + Ajs) (1 -+ Ags) ... (1 + Ans): 
k=0 , 

Число таких сочетаний равно коэффициенту a,=(;) перечисляющей про- 

изводящей функции (энумератора) 

Е „ ($) = У, аьз® =(1-- 8)”. 

К ==! 

Более общая модель описывает сочетания с повторениями. Если какой- 
либо объект А; может повторяться 0, г\, г», ... или го раз, то в выражении 

г.г г.г 

для Р ($) множитель 1-- А;5 следует заменить на 1-- А 5 tHe... А, 9. Co- 
ответственно, в выражении для РЁ, ($) один множитель 1-5 заменяется на 

г Г 

1 --$ Ty eft S q, 

‚ [Бели повторяются и другие объекты, то подобным же образом замеия- 
юлся другие множители. 

Если каждый из объектов может повторяться любое число раз, то 

р. ачечячнии (НЫ) = У = 

k=0 

Если при этом каждый из п объектов должеи встретиться хоть один раз, 
TO 

kR—n 
веяние (Е) = У Con) 

k=n 

(5) Число размещений из п различных объектов по Ё без повторений 
равно коэффициенту 5» перечисляющей производящей функции 

п 
b \ 

G, (s)= У 2-5) by =A (). 
k=0 

Если один из объектов может повторяться 0, гу, г, ... или гу раз, то 
п $74 

6, (9) = +... + — а). 
1 "а! 

Если допустимо любое число повторений каждого объекта, то 
52 G, (s)=(1 ++ saa)” ers, 

Если при этом каждый из п объектов должен встретиться хоть один раз, 
то 

G, (s)=(s уе 

(с) Теорема Пойа о подсчете. Пусть конечное множество Р состоит из п 
элементов (точек) р и с каждой точкой р сопоставлен определенный элемент 
(объект) / из другого конечного: множества А; при этом с несколькими
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разными точками р может быть сопоставлен один и тот же объект {. Это отобра- 
жение ДР в Ю можно представить в виде конфигурации (схемы) (рис. 18.7-1). 

врестанобка 

7 р fy) и 
Bom P, 

г, р fy 
р Аонфигирация 2: Kouque 7 29— ts к D Е. | к № и урация 

р 23 
of. 4 9 fy 

р Pa K 4 ef. e fs 

? /     
Рис. 18.7-1. Два примера конфигураций. Конфигурация 2 получена из конфигурации / 
перестановкой точек р: и р», Две такие козфигурации могут быть эквивалентными при 
соответствующем соглашении о симметрии точек множества Р и неразличимости двух 

(или более) символов в А (для примера Н и р). 

Пусть С—группа подстановок (перестановок) элементов множества 0 
(п. 12.2-8). Две конфигурации С: и С. называются эквивалентными по отно- 
шению к группе (, если некоторая перестановка в С переводит С, в С; 
эквивалентные копфигурации обязательно содержат одни и те же объекты. 

Каждая перестановка Р из С разбивает точки р на определенные нод- 
мпожества (циклы) так, что в каждом подмножестве перестановка будет цик- 
лической (п. 12.2-8). Обозначим через 6» число таких циклов длипы # для 
некоторой перестановки (59-26. -|-...-- пб, ==п). Тогда циклический индекс 
26 группы С определяется как многочлен 

ZG (Sys Sq, sees 5) == У, Ep, b....b 510? 1 80R, 
Peo ' 2% 

где @-— общее число перестановок в С (т. е. порядок группы G), бы... 5, — 

число перестановок, содержащих 6, циклов длины 1, 6 циклов длины 2, ... 
..., бп ЦИКЛОВ ДЛИНЫ Л (сумма берется по всем перестановкам Р из G). 

Сопоставим далее с каждым объектом { из А неотрицательное целое число и 

(вес объекта) и обозначим через а, число различных объектов } веса w. Becom 
конфигурации назовем сумму весов входящих в нее объектов. Обозначим 
через А» число неэквивалентных конфигураций веса Ww. 

Теорема Пова. Лроизводящие функции 

co 

а ($) = У, ат5 и А ($) = У Aws® 

связаны соотношением 

`А ($) = 2с [а (5), а (5), ..., а(5”)]. 

оо 

В частности, общее число конфигураций А (1)= »; Аш связано © общим 
_  w=0 

co 

числом объектов а(1)= У| а» соотношением 
w=0 

A (1)=Zg[a(1), a(1), ..., af1)}. 

Теорема может быть обобщена на случай, когда объекты [ и конфигурахийя харак- 
теризуются Двумя или более весами [18.10].
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18.7-4. Задачи с дискретным распределением вероятностей: успехи и не- 
удачи в составляющих испытаниях. Часто рассматриваются такие составляющие 
непытания, которые допускают только два возможных исхода («успех» и «не- 
удача»). Вероятности различных сложных событий при этом могут быть под- 
считаны методами пп. 18.2-2 — 18.2-6 через вероятности 3;, 3», ... успехов в 
первом, втором, ... составляющих испытаниях. 

Для применения методов пп. 18.5-6 — 18.5-8 следует связать с А-м составляющим 
нспытанием дискретную случайную величину Xp, со сисктральными значениями | и 0, 

соответствующими событиям «успех» и «неудача»; для этой величины имсем: 

Pe, (I) =%,, Dx, (0) =1 — Фр, (18.7-3) 

Mx», =), Вх» =» (i — Oy), (18.7-4) 

Xx, (D= = Se) +Oze%, MLD = — OA + Ope. Ve, (8) = (1 — 94) +848. (18.15) 

Успези в двух или более независимых нспытапиях будут по определению незави- 
симыми событиями (п. 18.2-4). Повторные независимые ‘испытания, каждое из которых 
имеег лишь два возможных исхода, называются испытаниями по схеме Бернулли (1, == 
=). = ... = 9). Вероятность появления точно х =х: + х2- ... +х, успехов в п испы- 

тиниях по схеме Бернулли Дается биномиальным распределением (табл. 18.8-3). 

18.8. СПЕЦИАЛЬНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

18.8-1. Дискретные одномерные распределения вероятностей. Таблицы 
18.8-1 — 18.8-7 описывают некоторые дискретные одномерные распределения, 
представляющие интерес в связи с выборочпыми обследовапиями, тсорией 

Таблица 18.8-1 

Вырождениое (причинное) распределение 

(см. также табл. 18.8-11) 
  

а х 1 при х = Е, —0 + +9 . —_ 
) р (Хх) —= 6 Е — (x — ,э — | ‚› -— > 2 © @ PF E целое) . 

= (0 при ХЕ }. 4 

(b) Mx = &, Вх =0, У, (5) = sk 

  

Таблица 18.8-2 
Гипергеометрическое распределение 

(87) a) 
(r) 

(b) Mx = —- — пд: Вх = 

  

(a) p(X) = (х=0, 1,2,..., п Мп 0; МЫ М, =9МЫ0). 

    

nN, (N — N,) _a2—l _ _ (и 
a (1 Wi) =n 9) |1 ит) 

(с) Типичное толкование, р (х) есть вероятность того, что случайная бесповтор- 
.ная выборка объема п (п. 19.5-5} содержит точио xX элементов типа 1, если эта вы- 
борка производится из Генеральной совокупности № элементов, среди которых 
№: = ФМ элементов принадлёжат типу 1. 

(4) Приближения. Если М -+ со, в то время как п и 9 = М,/М№ остаются фикси- 
рованными, то гипергеометрическое распределение стремится к биномиальному 
распределению (табл. 18.8-3; бесповторные выборки мало отличаются от повторных 
выборок, если отношение п/М№М мало). Аппроксимация биномиальным распределением 
применима, если п/М№ < 0,1.      
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Таблица 18.8-3 

Бинемиальное распределение“ 

(рис. 18.8-1; см, также п. 18-7-3) 

                      
    

(1) p(2) 

4 pee} 

0,25 

Г 0,25}- . | 

. | | . д_ ] | | : [,_ 

0 f 2 3 420 1 2 39820 1 2 3 4 ------------ m-1 m mtef----9-1 1 т 
2) 5) 

Рис. 18.8-1. Биномиальное распределение: 

а) п =4, 9 = 0,4; 6) п =3, 9 =0,8; © п = 6, © = 0,7; т — мода. 

  

(a) p «= (4) 9 — 977 w=), 1,2 ., m0< 0 <1). 

Вероятность р (х) имеет наибольшее значение, когда х равен целой части числа 

(п-- 1) 9 (если это число целое, то р [(п + 1) 9] =р[п-1039—1)). При 9 > Tt 
n-+ 1 

; . 1 " 
последовательность р (0), р (1). р {2}, ... монотонно возрастает, при 9 <5 py One 
монотонно убывает, в остальных случаях биномиальное распределение одномодально 
(рис. 18.8-1). Заметим также, что 

  

x 
: _. CY fn 1 w Mami. т: т. _ т 9 

Фу я) = a (7) 1-9, —=1— 5 (3 3) =1—W@y2 (m,, m,) (7 5 5) 
рр | 

C mM, == 2 (x +1), mg = 2 (пр-д (см. пп. 19.5-3 и 21.4-5). 

b) Mx =n, De =n0 (1 — 9), Y, (5) = (Os +1 — 0)”, 

Og == nt-+n(n— 1) 3, a =n (n — 1) (n = 2) 93 +. 3n (n — 1) OF + And, 

ys == nd (1 —8) (1 — 20), wy =n (1 —W (1 +3 (n —2) 91 — 8), 

1 — 2% 1 —60 (1 — 8) 
V1 = —— о Ува “ 6-5 

(© Типичное толкование. р (х) есть: 
) вероятность того, что повторная случайна: выборка объема п 

(п. 19.5-5) содержит точио х элементов типа 1, если генеральная совокуп- 
ность объема № содержит 9М№ элемептов типа |; 

2) вероятность появления события точно х раз в п независимых нспы- 
таннях-по схеме Бернулли (п. 18.7-3} при условии, что вероятность события 
в каждом испытании равна $   
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Таблица 18.8-3 (продолжение) 
  

(1) Приближения. Биномиальное распределение при п — со является асимпто- 
тически нормальным с центром nod = H-fucnepcueh nd (i — tt) = 0? (предельная 
теорема М уавра — Лапласа, частный случай центральной предельной теоремы, 
п. 18.6-5). При 0<$9<1 

1 1 
_ ху 6 5-6 ра, (Ве, ("о   

когда : 
(x — §) > 0: 

o* 

1 1 
Ао —& Ki—-—> — & 

P{X, SxS X,} 2, —_ “ —®,, io 

когда (X, — £)° (X2 — &)8 > 0, a 0 

x—& Р {ast = +o, (65) _Ф, (а), 

когда п —* © при фиксированных а, 6. 
Приближения, основанные ва этих соотношениях, применимы при 

0* —п9 (1—9) =9. 

Об исследовании ошибок приближения см. [18.8]. Аппроксимацию биномнальвого 
распределення распределением Т!уассона см. в Табл, 18.8-4     
  

игр и т. п. В первую очередь табулированы производящие функции 7, (5), 
так как по ним легко найти характеристические функции и производящие 
функции моментов по формулам 

Хх (9) ==%х (29); My (8) =x (68) 

(см. также п. 18.3-8). Моменты, не приведенные в таблице, можно вычислить 
методами п. 18.3-10. 

18.8-2. Дискретные многомерные распределения вероятностей (см. также 
п. 18.4-2). 

(а) Полиномиальное распределение описывается формулой 
М: ‘ , 

P(X, Xoy oes Xn) = ИВ 91 9% gree n (18.8-1) 

(х', Xo» eee 9 хи =0, 1; 2, ве 9 Xy Xg-f +X, = М), 

где \., %., ..., 3, — положительные числа, сумма которых 

НЕ... Е =1. 

Если испытание имеет 72 попарно несовместных исходов Ey , £,, sees E, с вероятно- 

стями Э,, 9, ...›, 9 ne THe 9 +9. -... +3, — 1, то выражение 11) Дает вероятность того, 
что события E, ‚В. ... о Е, произойдут соотъетственно Xy Xo.» ¥, раз за № повтор- 

вых независимых испытаний (см. также п. 18.1-3). 
В классической статистической механике Х|, Хо ..., Яд Числа замещений п незави- 

симых состояний с априорными вероятностямн Uy. Dor sees ®'„ соответственно, 

(6) Многомерное распределение Пуассона описывается формулой 

х. „А x 
| #162... Е п 

— 51 + E + eee + E vl 2 п 

P(X, Xo, vee, Mle | ( п) Xl Xgl... x)! (18.8-2) 

(%1, Xo, vee, Xp =O, 1, 2, ...5 Ep > 0, k=l, 2, ..., п).
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Тадолица 18.8-4 
Распределение Пуассона 

{рис. 18.8-2) 

            

p(2) 
0,140 
0120 | 
0.1001. 5=10 

| na | 
р(:) a(x} 00 

10 a5 | м 
0,6 Ё=0/ 03 E=f 0 

| | 0020 | 
42 ГОО ОВ ИВ ОВР аа | И, 

0! 2 Ч т 01234557890 12 4 16 18 20x 
6) 

  

Рис. 18.8-2. Расиределение Пуассона. 

  

вх 

(а) р = (Хх =0, 1,2, ...: &§ > 0), 

(b> Mx = Dx =—6&, Vy (s) == e557 5, oo 

аз = § (E+ 1), a, —= 8 {52-Е ЗЕ -- 1), 
GO, = 8 (63 -- 0Е2 + ТЕНИ, 

Иа ==5, м; == 35° 6, 

V1 = —§—e, v2 = 6 1.) 

(с} Распределение Пуассона аппроксимирует гипергеометрическое распрехеление 
(табл. 18.8-2) и биномиальное распределение ” (табл. 18.8-3), когда ЭМ -+ с, п-- ©, 
$ —0 при условии, что Фи имеет конечный предел Е (закон малых чисел). Это прн- 
ближение применяется при 9 < 0,1. Наиболее важные приложения распределения 
П уассопа, связанные со случайными процессами, см. п. 18.9-3.       

Таблица 18.38-5 
Геометрическое распределение 
  

арх =” (10,12, ...; 0<0 <, 
1—3 1-9 a} 

b) Mx =——,. De =—— s) = ——_____—. 

(с) Типичное толкование. р (х) есть вероятность поязления CoOpitHa («ycmexa») 
в первый раз после точно х испытаний по схеме Бернулли при вероятности успеха VB. 

+. 
as 

@M (x) =1—(l— yer (х = 0, 1,2, ...) есть вероятность того, что первый успех 
появится самое большее после х испытаний (см. также табл. 18.8-6).     
  

Табл ица 18.8-6 

Распределение Паскаля 
  

(a) ры = ("ТЕ") эт a — 9)* (x= 0, 1, 2, ...3 ml, 2, ..3 O< B< 1). 

| 1—9 1—9 3 т 
ми, и, (а-я) 

  

(с) Типичное толкование. р (х) есть вероятность появления события (‹успеха») 
в т-й раз после точно т-- х—1 испытаний по схеме Бернулли при вероятности 
успеха \. Ф (х) есть ‘вероятность того, что т-й` успех наступит самое большее после 
т--х— 1 испытаний. При т = | распределение Паскаля ‘сводится к геометриче- 
скому распределению (табл. 18.8-5).     
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габлица 18.3-7 

Распределение Пойа 

yy 8 (В)... [1+ 4%— 1) B) с (a) p ix) = (; + Е) zi р (0) х=Ьь2, ...}, 

_ 
pO) = (1+ pe) В (>0, B> 0). 

1 

6) М=ьЬ Dxe=€ (1+ 88), vy, (9) = (b+ ВЕ — BES) В. 

В —=0 нп к геометрическому распределению (табл. 18.8-5) при В ==1. 
на языке случайных процессов (процесс размножения} см. [18.8].   (с) Распределение Пойа сводится к распределению Пуассопа (табл. 18.8-4) при 

О толковании   
  

18.8-3. Непрерывные распределения вероятностей: нормальное распределе- 
ние (Гаусса). Непрерывная слупайная велнчина х распределена нормально 
с математическим ожиданием (центром) ЕЁ и дисперсией 0? (или нормальна 
с параметрами Ё, 07), если 

  

        

  

| -5 (Ay | Х-Е ; : б __ , ~ 
p(X) = ae == Fu ( б ), 

Xx ~= (75+) | 

= ‘ 2 0 — © (4) = —— \ е dx = 

— со 

_ X—E\_ 1 X—& | 

Фе) = [+e (чу), } 

(18.8:3) 

Распределение стандартизованиой нормальной величины (нормального Е 
отклонения) и== 3 (см. также п. 18.5-3,с и п. 18.8-4) дается формулами 

(рис. 18.8-3): 
1 

1 2. 
Pu (U) == Vin ° 

U2 

ee 
— 

  

| Ш (2 
Ул exp ( 2 U } 

(плотность нормального распределения; см. табл. 18.8-8}, 

U 

  

= re wae LN YU Ф.И) == Це Чи == -, ert (= )\ 
— © 

(нормальная функция распределения; см. табл. 18.8-9), 

Ми=0, Ви=1. 

ег{ г — функция ошибок (см. также п. 21.3-2 и табл. 18.8-10): 

  

2 

< {ental =20, (22 )—1. erf 2 =—erf(—z) =——= 
Yr 

0 

фи(Х) имеет точки NeperuOa npu X = § 0. Заметим, что 

| Е. (О 
(А) = (== `Н|——)Ф, 40), 

Уи ‚ У? вуз) Фа 
где iy, (2) — многочлен Эрмита степени А (п. 21,7-1). 

| (18.8-4) 

  
(18.8-5) 

(18.3-6)
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Каждое нормальное распределение симметрично относнтельно центра Е; Ё есть меди- 
ана и единствепная мода. Коэффициенты асимметрии и эксцесса равны нулто; 

op = 1 e 3 cee (26 — 1) oF Vo p_y == 0 (2 = 1, 2, coeds (18,8-7) 

My = E 0. == 01, И = ==... = 0, (18.8-8) 

92 

Хх. {9) = exp (- > 42 -+- а). (18.8-9) 

Моменты 0, - относительно начала можно вычислить способом, указанным в п. 18,3-10, 
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2) 

Рис. 18.8-3. а) Плотность нормального распределения 

1 —Е \2 

x == (=) и, = — —"e =o ; = e 

0 Vin о Фа о 
- 

Ь) Нормальная функция распределения 

\ ‘ 1 (25+) X—& 
A= —— e 2 о dx = Фф (0), О = ——. 

a (*) ОУ —c 4 с 

  

18.8-4. Нормальные случайные величины: распределение отклонений от центра, 

(а) Для любой нормальной случайной величины х с центром Е и дисперсией б 

  

pP{a<x<b} =o, (*54) ~ 0, (3) (188-10)
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1 

977 

Таблица 18.8-8 

Плотность нормального распределения (стандартизозанного) 

  

          
  

                  

  

      
  

  

И г— (2/3 

и V 2x 

U 0 1 Q 3 4 5 6 7 8 9 

00 | 039894 | 39892 | 39886 | 39876 | 39862 | 39944 | 39922 | 39797 | 39767 | 39733 
0.1 "39695 | 39654 | 39608 | 39559 | 39505 | 39448 | 39387 | 39322 | 39253 | 39191 
0'2 39104 | 39054 | 38940 | 38853 | 38762 | 38667 | 38568 | 38466 | 38361 | 3825 
0'3 38139 | 38023 | 37903 | 37780 | 37654 | 37524 |] 37391 | 37255 | 37115 | 36973 
0.4 36827 | 36678 | 36526 | 36311-| 36213 | 36053 | 35889 | 35723 | 35553 | 35381 

05 35207 | 35029 | 34849 | 34667 | 34482 | 34294 | 34105 | 33912 | 33718 | 33521 
06 33322 | 33121 | 32918 | 32713 | 32506 | 32297 | 32086 | 31874 | 31659 | 31443 
07 31225 | 31006 | 30785 | 30563 | 30339 | 30114 | 29887 | 29658 | 99430 | 24200 
08 98969 | 28737 | 28504 | 28269 | 28034 | 027798 | 27542 | 27324 | 27086 | 26848 
09 26609 | 26369 | 26129 | 25888 | 25647 | 25406 | 95164 | 24993 | 24681 | 24439 

1,0 24197 | 23955 | 23713 | 2347! | 23230 | 05988 | 22747 | 22506 | 29965 | 22095 
1,1 21785 | 21546 | 21307 | 21069 | 20831 | 20594 | 20357 | 22 | 19886 | 19652 

1,2 19419 | 19186 | 18954 | 18194 |. 18494 | 18265 | 18037 | 17810 | 17585 | 7300 
1,3 17137 | 16915 | 16694 | 16474 | 16256 | 16038 | 15822 | 15608 | 15395 | 15183 
1,4 14973 | 14764 | 14556 | 14350 | 14146 | 13943 | 13742 | 13542 | 13344 | 13147 

1,5 12952 | 12758`| 12566 | 12376 | 12188 | 12001 | изв | 11632 | 11450 | 11270 
1.6 11092 | 10915 | 10741 | 10567 | 10396 | 10226 | 10059 | 09893 | 09728 | 09566 
1,7 09405 | 09246 | 09089 | 08933 | 08780 | 08658 | 0847$ | 08329 | 08183 | 08038 
1,8 07895 | 07754 | 07614 | 07477 | 0734 | 07206 | 07074 | 06943 | 06814 | 059 
1,9 06562 | 06438 | 06316 | 06196 | 06077 | 05959 | 05844 | 05780 | 05618 | 05508 

2,0 05399 | 05292 | 05186 | 05082 | 04980 | 04879 | 04730 | 04682 | 04586 | 04491 
9,1 04398 | 04307 | 04217 | 04128 | 04041 | 03955 | 03871 | 03788 | 03706 | 0362 
2,2 03547 | 03470 | 03394 | 03319 | 03246 | 03174 | 03103 | 03034 | 02965 | 02898 
2,3 02833 | 02768 | 02705 | 02643 | 02582 | 02522 |` 02463 | 07496 | 02349 | 02294 
2,4 02239 | 02186 | 02134 | 02083 | 02033 | 01984 | 01936 | 01383 | 01842 | 01797 

2.5 01753 | 01709 | 01667 | 01625 | 01585 | 01545 | 01506 | 01468 | 01431 | 01394 
2.6 01358 | 01393 | 01289 | 01256 | 01223 | 01191 | 01160 | 01130 | ото | ©107! 
9,7 01042 | 01014 | 00987 | 00961 | 00935 | 00909 | 00888 | 00861 | 090937 | 008м 
2,8 00792 | 00770 | 00748 | 00727 | 00707 | 00687 | 00668 | 00649 | 00631 | 00613 
2,9 00595 | 00578 | 00562 | 00545 | 00530 | 00514 | 00499 | 00485 | 00470 | 00457 

и прн Y = 0) 

P{j*x-§1<Yo}=P{§-—Yo<x«<+Yo}-= 
Y ur 

ae (Ce 2 gy 20. (¥)—1 ert (—~ Фи (У), (18.8-Н) 
Ук u (7х ) ит 

—FY 1 . 

со us 

P{ix-t{>yo}— 

(6) Квантили 

‚определяемые формулой 

49 

2 

Qn 
  

P{ix-8!<[ulpo}=Pal-~a 

rT. Kops « T. Kopa 

\ e 2 du a= 2f1 — ® (Y= 

У . 

= 1 — ert ( Е 
V2 

falp sap pla gas 

  ) =1-— Фи! (У). (8.8-19) 

(18.8-13) 

(18,3-14)
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. Таблица 18.8-9 
Интеграл вероятностей 

1 о 1 и 1 ФИ = — феи = феи (= —Ф (0) —— 

У2л ; 2 У? u 2 

и 0 | 2 3 4 6 7 8 9 

0,0 | 0.00000 00399 | 00798 | 01197 | 01595 | 01994 | 02392 | 02790 | 03188 | 03586 
0,1 03983 04380 | 04776 | 05172 | 06567 | 05962 | 06356 | 06749 | 07142 | 07535 
0.2 07926 08317 | 08706 | 09095 | 09483 | 09871 | 10257 | 10642 | 11096 | 11409 
0,3 11791 12172 | 12552 | 12930 | 13307 |. 13683 | 14053 | 14431 | 14803 | 15173 
0.4 15542 15910} 16276 | 16640 | 17003 | 17364 | 17724 | 18082 | 18439 | 18793 

0,5 19146 19497 | 19847 | 20194 | 20540 | 20834 | 21296 | 21566 | 21904 | 29240’ 
0.6 22515 22907 | 23231 | 23565 | 23891 | 2421 24537 | 24857 | 95175 | 25490 
0.7 25804 26115 | 26424 | 26730 | 27035 | 27337 | 27637 | 27935 | 28230 | 28524 
08 28814 29103 | 29389 | 29673 | 29955 | 30234 | 30511 | 30785 | 31057 | 31327 
0.9 31594 31859 | 32121 | 32381 } 32639 | 32894 | 33147 | 33398 | 33646 | 33891 

1,0 34134 34375 | 34614 | 34850 | 35083 | 35314 | 35543 | 35769 | 35993 | 36214 
1.1 36433 36650 | 36864 | 37076 | 37286 | 37493 | 37698 | 37900 | 38100 | 38298 
1,2 38493 38686 | 38877 | 39065 | 39251 | 39435 | 39617 | 39796 | 39973 | 40147 
1,3 40320 40490 | 40653 | 40824 | 40988 | 41149 | 41308 | 41466 | 41621 | 41774 
1,4 41924. 42073 | 42220 | 42364 | 42507 | 42647 | 42736 | 42922 | 43056 | 43189 

1,5 43319 | 43448 | 43574 | 43699 | 43822 | 43943 | 44062 | 44179 | 44295 | 44408 
1,6 44520 44630 | 447388 | 44845 | 44950 | 45053 | 45154 | 45254 | 45302 | 45449. 
1,7 45543 45637 | 451728 | 45818 | 45907 | 45994 | 46080 | 46164 | 46246 | 46397 
1,8 46407 46485 | 46562 | 46638 | 46712 | 46784 | 46856 | 46926 | 46995 | 47062 
1,9 47128 47193 | 47257 | 47320 | 47381 | 47441 | 47500 | 47558 | 47615 | 47670 

2.0 47723 47778 | 47831 | 47882 | 47932 | 47982 | 48030 | 48077 | 48124 | 48169 
9,1 48214 48257 | 48300 | 48341 | 48382 | 48422 | 48461 | 43500 | 48537 | 48574 
2.2 48610 48645 | 48679 | 43713 | 48745`| 48778 | 48809 | 48840 | 48870 | 48899 
2.3 48928 48956 | 48983 | 49010 | 49036 | 49061 | 49086 | 49111 |. 49134 | 49158 
2,4 49180 © 49202 | 49224 | 49245 | 49266 | 49286 | 49305 | 49324 | `49343 | 49361 

2.5 49379 49396 | 49413 | 49430 | 49446 | 49461 | 49477 | 49492 | 49506 | 49520 
2.6 49534 49547 | 49560 | 49573 | 49585 | 49598 | 49609 | 49621 | 49632 | 49643 
2,7 49653 49664 | 49674 | 49633 | 49693 | 49702 | 49711 | 49720 | 49728 | 49736 
2.8 49744 49752 | 49760 | 49767 | 49774 | 49781 | 49788 | 49795 | 49801 | 49807 
2.9 49813 49819 | 49825 | 49831 | 49836 | 49841 | 49846 | 49851 | 49856 | 49861 

3.0 49865 
35 4997674 
4,0 4999683 
4,5 4999966 
5.0 4999097 133                       
  

часто принимаются в качестве досерительных границ нормального отклонения и или 
в качестве а-значений нормального отклонения (см. также п, 19.5-4). Заметим, что 

[и 10,95 = 1 0,975 = 1,96, [и 10,99 == 0,995 == 2,58, | и [0,999 = и0,9995 == 3,29. (18.8-15) 

(с) Для нормального распределения применяются сяедующие характеристики рас- 
сеявия (см, также табл. `18.3-1): 

среднее абсолютное отклонение (с. а. о.) 

Мих ом 1и1 = 260,84, 

вероятное отклонение (в. 9., медиана величины | х—& |} 

фир б=биу б=из/, 6 = 0,674 9, 
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Таблица 18.3-10 

Функция ошибок 

Zz 

егЁ 2 — 2 \ ге at 
Ул 

г 0 i 2 3 4 5 6 7 8 9 

0.00 | 00000 | 0011 | 0023 | 0034 0045 0056 0068 | 0079 | 009% | 0102 
1 0113 | 0124 | 0135 | 0147 0158 0169 0181 |. 0192 0203 | 0214 
2| 0226 | 0237 | 0248 | 0260 0271 0282 0293 | 0305 | 0316 | 0397 
3 0338 | 0350 | 0361 | 0372 0384 0395 | 0406 | 0417 | 0429 0440 
4| 0451 | 0462 | 0474 | 0485 0496 0507 0519 | 0530 | 0541 0553 

5] 0564 | 0575 | 0586 | 0598 0609 0620 0631 0643 | 0654 0665 
6 0676 | 0688 | 0699 | 0710 | 0721 0732 0744 | 0755 | 0766 0777 
1 0789 | ogoo | o8i! | 0822 | 0834 0845 0856 0867 0878 | 0890 
8] 0901 | 0912 | 0923 | 0984. | 0946 0957 0968 | 0979 | 0990 1002 
9 1013 | 1024 | 1035 | 1046 1058 1069 1080 1091 1109 1113 

10 1125 | 1136 | 1147 | 1158 1169 1180 1199 1203 1214 1225 
1 1236 | 1247 | 1259 | 1270 1281 1292 1303 1314 1325 1336 
9 1348 | 1359 | 1300 | 1381 | 1392 1403 1414 1495 1436 1448 
3 1459 | 1470 | 1481 | 1492 1503 1514 1525 153 1547 1553 
4 1569 | 158 | 1592 | 1603 1614 1625 1636 1647 1658 1669 

5 1680 | 1691 | 1702 | 1713 1724 1735 1746 1757 1768 1779 
6 1790 | 1801 | 1812 | 1893 1834 1845 1856 1867 1878 1889 
7 1900 | 19 | 1922 | 1933 1944 1955 1966 1977 1983 1998 
8 2009 | 2020 | 2031 | 9042 2053 2064 | 2075 2086 | 2097 9108 
9 2118 | 2199 | 2140 | 2151 2162 9173 2184 2194 2905 | 2216 

20 997 | 2938 | 2249 | 2960 2210 2281 2992 2303 2314 9394 
1 2335 | 2346 | 2357 | 2368 2378 2389 2400 2411 2421 2432 
9 2443 | 2454 | 2464 | 2475 2486 9497 2507 2518 9529 9540 
3 2550 | 2561 | 2572 9 9593 | 2604 9614 2625 9636 2646 
4 9657 | 9668 | 2678 | 2639 2700 910 2721 2731 2742 | 2753 

-5 1 2763 | 2774 | 2784 | 2795 2806 2816 | 2827 2837 2848 2858 
6 2869 | 2880 | 2890 | -2901 2911 9999 9932 $943 | 2953 2964 
7 9974 | 2985 | 9995 | 3006 3016 | 3027 3037 3047 3058 3068 
8 3079 | 3089 | 3100 | 3110 3120 3131 3141 3159 3162 3172 
9 3183 | 3193 | 3204 | 3214 3224 3235 | 3045 3955 3266 3276 

30 3286 | 3297 | 3307 | 3317 3327 3338 | 3348 3358 | 3369 3379 
1 3389 | 3399 | 3410 | 3420 3430 3440 | 3450 3461 3471 3481 
2 8491 | 3501 | 3512 | 3522 3532 3542 3552 3562 | 3573 3583 
3 | 3593 | 3603 | 3613 | 3623 3633 3643 3653 3663 | 3674 3684 
4 3694 | 3704 | 3714 | 3724 3734 3744 3754 3764 3774 3784 

5 3794 | 3804 | 3814 | 3824 3834 | 3844 3854 3864 3873 3883 
6 3893 | 3903 | 3913 | 3923 3933 3943 | 3958 3963 | 3972 3982 
7 3992 | 4002 | 4012 | 4029 4031 4041 4051 4061 4071 4080 
8 4090 | 4100 | 4110 | 4119 4129 4139 -| 4149 4158 4168 4178 
9| 4187 | 4197 | 4207 | 4216 4926 4536 | 4245 4955 | 4265 4274 

40 4284 | 4294 | 4303 | 4313 4322 4332 | 4341 4351 4361 4370 
1 4380 | 4389 | 4399 | 4408 4418 4497 4437 4446 | 4456 4465 
2 4475 | 4484 | 4494 | 4503 4512 | 4522 4531 4541 4550 4559 
3 4569 | 4578 | 4588 | 4597 4606 | 4616 | 4625 4634 4644 4653 
4| 4662 | 4672 | 4681 | 4690 | 4699 | 4709 4718 4727 4736 4746 

5 4755 | 4764 | 4773 | 4782 4792 | 4801 4810 4819 | 4828 4837 
6 | 4847 | 4856 | 4865 | 4874 4883 4892 | 4901 4910 4919 4998 
7 4937 | 4946 | 4956 | 4965 4974 4983 | 4992 | 5001 5010 5019 
8 5027 | 5036 | 6045 | 5054 | 5063 | 572 | 5081 5090 | 5099 | 5108 
9 5117 | 5196 | 5134 | 5143 5152 | 5161 5170 5179 5187 5196 

50 | 5205 | 5214 | 5223 | 5231 5240 5249 | 5958 5266 | 5215 5284                           
  

19* 
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половина полушироты У 211 8 © = 1,177 0; 
нижний и верхний квартили ха, = Е-и 1.0 =5— [11] 1/6, Хе/, == В РИ зу, = 

= Ни ад 9, 7 . oo 

1 
мера точности В = 

oV2 ~ 

18.8-5. Различные непрерывные одномерные распределения вероятностей. 
Табл. 18.8-11 описывает некоторые непрерывные одномерные распределения. 

18.8-6. Двумерные нормальные распределения. 
(а) Двумерное нормальное распределение задается плотностью распределе- 

HHA 

P (Xi, %2) = 

  

  

1 1 
=e XP J ———— (Wf — 20, ,U Ug -f 9) (18.8-16) 

20,0,V 1 — p2, | 2 (1— 212) A от Г 78 , 

где 

х! —Ё х, —& 
Wp, ge (o, > 0, 0, > 9, | pig |< 1). 

Распределения координат XxX, HU X_ ABJIAIOTCA HOPMAJIBHEIMH C WeHTpamH €y, 
Е. и дисперсиями от, 62 соответственно; 01. — коэффициент корреляции между 
я1 и х.. Пять параметров &1, Ё, 01, 6%, р!» вполне определяют распределение. 

Условные распределения х1 и х. тоже нормальны с 

М {11 5 } = ре = (X2—§2); В {хи | 42 } = 01 (1—1), (18.8-17) 

М {55| ж } = -Е Pic = (x;—§y); D { x2 | x1 }= 03 (1 —p?,), (18.8-18) 

так что кривые средней квадратической регрессии совпадают с прямыми рег- 
рессии (п. 18.4-6). х: и х› независимы тогда и только тогда, когда они 
не коррелированы (512=0, см. также п. 18.4-11). Заметим, что 

1., 1 . 
Р{жм=ё; xe be JHEP {x <b ж = } = эл агсят ри», 

4 (18.8-19) 
P{xy is хо }=Р {1 =} te be |= 7 — лаги ру, 

(6) Каждое двумерное нормальное распределение (16) может быть описано стандарти- 
вованпыми нормальными величинами иг, и: с коэффициентом корреляции р1› или неза- 
внсимыми стандартизованными вормальнымв величинами и, и, (п. 18.5-5), а именно; 

QD) (X14, X2) 4х! хо => 

= — | exp [- ОИ ИИ 

ag VY 1 — pe, 2 (1 = Pie) . 
== Фу (“1) Фи (45) du, du; =O, (и) Фи (45) аи, “и, (18.83-20) 

(и — 20 ayo + ur | du du, = 

где 

и = = Br и, = = Be w= St Cree, ao me ET Ott (18.8-21) 
; 2 V1— 02, И! -— р, 

с) Распределение (16) можно представить графически с помощью эллипсов равной 
вероятности ф (ха, х.) = сопЯ или 

1 Хх! — 61 } _ м1 — & х2 — 8 (= — § | — д 8-99 
1— р?. |( 0, 2013 0, о, + д, = 12 = const. (18. )     

Вероятность того, что точка (х:, х.) лежит внутри эллипса (22); равна 

Р = Фу: (2) (A), 

что означает A2 = Xp (2) (табл. 19.5-1). Две прямые регрессии, определенные уравнени- 

ями (17} и (18), ‚делят пополам все хорды эллипса равных вероятностей, идущие в на- 
правлениях осей д; и х. соответственно (см. также п, 2,4-5).
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18.8-7. Круговое нормальное распределение. Формула (16) определяет кру- 
говое нормальное распределение с центром (&1, &5) и лисперсией 62, если Pyo= 
=0, 91=06.=0. При этом эллипсы равных вероятностей сводятся к окружно- 
стям, соответствующим квантилям радиального отклонения (радиальной ошибки) 

г=У (1 — Е} - (x2 — &)?- 

Распределение г дается формулами (см. также табл. 19.5-1) 

  

rs 

2 a — 575 
Or (1) =F Px2 (2) (=) ==? (20, 

R Rs (18.8-23) 
O,(RY=P {(%¢— Ex)? + (%2 — Ee)? S R?} = ) @r (7) dr = Dye 9) (22). 

Отметим формулы 

г: /, = V xi), @ б= ито (18,8-24) 

(круговая вероятная ошибка), . 

Mr = Vz д = 1,25330 | (18.8-25) 
(средняя радиальная ошибка). 

18.8-8. п-мерные нормальные распределення. Распределение л-мерной слу- 
чайной величины (ху, Хо, ..., Хл) называется п-мерным нормальным распреде- 
лением, если оно является непрерывным с плотностью распределения 

p(x, Ха, vey Xn) = 

т 
= ——— oO 

V (2m)" det [Asp] 

Nie=Aez и [Aj] = [Aye]. 

  

n n 

xp => Хм EN He — Ee) |p 08825 
удав = 

где 

Нормальное распределение вполне определяется своим центром (т, Ё», ..., En) 
и матрицей моментов [А/к] = [Ав или дисперсиями и коэффициентами кор- 
реляции (п.18.4-8). Характеристическая функция равна | 

п nr n 

! 
Хх (91° Чь» +++ 9) =ехр|ё 169; —$ D>) Dd) мым |- (18.8-27) 

Каждое т-мерное маргинальное или условное распределение, получаемое из нор- 
мального распределения, является нормальным. Все гиперповерхности средней квадра- 
raed) регрессии совпадают с соответствующими гиперплоскостями регрессии 
(п. .4-9). 

п случайных величин Xp X gs wey Xp имеющих нормальное п-мерное распределение, 

взаимно независимы тогда и только тогда, когда онц не коррелированы (см. также 
п. 18.4-11). Каждое л-мерное нормальное распределение может быть описано как рас- 
Пределение системы л взаимно независимых стандартизованных нормальных величин, 
связанных с нсходными величинами линейным преобразованием (п. 18.5-5). 

18.8-9. Теоремы сложения: для специальных распределений (см. также 
п. [8.5-7 и табл. 19.5-1). 

(а) Биномиальное распределение (табл. 18.8-3), распределение Пуассона 
(табл. 18.8-4) и распределение Коши (табл. 18.8-8) устойчивы («самовоспроиз- 
водятся») при. сложении независимых величин. Если случайная величина x 
является суммой. 

KX PX tm
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т взаимно независимых случайных величин: хр, Xo, vee Xm» MO 

из р: =) 94 (1-07 следует py = (1) $* (1—8) 

алая), (18.8-28) 

51 
us p; (xj) =e ity Г следует рх (xy ae’ * xt Е Ев... Ню), (18.8-29) 

из ФЕ (хр = a +t 
EMG = а х,—Е, \2 ла X—E\2 

14 (4 ‘| 1+ (=3*) 

  

caedyem Qy (x)= 

(= + -...-Н т). (18.8-30) 

(5) Сумма х=х--х-...-Н хи взаимно независимых случайных величин ху, 
Xo, ..., Хл Имеет нормальное распределение тогда и только тогда, когда 
все они нормально распределены. В этом случае 

ВЕНЕ... .-РЕ 0 =01 9 -...-Р оц. (18.8-31) 

Если случайные величины Xp Xqe , X, (HE обязательно ’независнмые) имеют иор- 

мальные распределения, то величина х=а,х, Нах, ...-На_х. имеет нормальное 

распределенне с центром и дисперсией, “определяемыми формулами (18.5-22).. 

18.9. ТЕОРИЯ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 

18.9-1. Случайные процессы. Случайный процесс есть случайная функция 
х(1) от независимой переменной #. Каждое испытание дает определенную 
функцию Х (1), которая называется ‘реализацией процесса или выборочной 
функцией. Случайный процесс можно рассматривать ‘либо как совокупность 
реализаций процесса Х ({), либо как совокупность случайных величин, зави- 
‚сящих от параметра f. При этом должны быть заданы распределения вероят- 
ностей систем случайных величин х,==х (1), хо==х{1,), ... (выборочных зна- 
чений) для любого конечного множества значений fy, Ё&, ... (выборочных 
моментов). Случайный процесс дискретен или непрерывен, если дискретно или 
непрерывио распределение величин х(Ё), х(6), ... для каждого конечного 
множества ¢,, fo, ..- Процесс называется случайной последовательностью (про- 
цессом с дискретным временем), если независимая переменная может прини- 
магь только счетное множество значений. 

Более общо случайный процесс может описываться многомерной случайной 
величиной х (1) == [х (, и({), ...|.. 

В большинстве приложений независимой переменной { служит времл, а величина 
х (1) или-х (1) означает состояние физнческой системы. 

Примеры: результаты последовательных наблюдений, состояния динамнческой 
системы в статистической механике Гиббса или кванговой механике, сообщения и шумы 

в системах связи, временные ряды в экономике 

18.9-2, Описание случайных процессов. 
(а) Для онисания случайного процесса надо задать распределение веля- 

чипы Х(Н) и совместные распределения систем величин [х(Ё), х(Ь), 
[^ (2), х (6), х(6)|, ... для каждого конечного множества значений tts toy bg. vee 
(первое, второе, ... конечномерные распределения вероятностей случайного про- 
`цесса) Эти распределения описываются функциями распределения соответст: 
венно первого, второго, ... порядков (см. также п. 18. 4-7): 

Фи, (Ха, В) =P {x (4) << Xy}, oo 
Dio (Хь 4} Хь, Ь) =Р {х (1) <Хух (ta) < Xe}, о (18,9-1а) 
ооо ь охото осо ох оо ооо фо
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‚ Дискретные и непрерывные случайные процессы описываются соответст- 
венно вероятностями или плотностями распределения: 

Prt) (Х1, В) ==Р {х (1) =Х\}, 

Ро (Ха, 1; Хь, Ь) =Р 1х (1) =Ху х (ty) =X}. 
ооо ооо оо оо ое # (18,9- 16) 

aD) 0? Do 
Фит» (Ха, В) =e, Физ (Ха, 6; Ха, 6) == OX, axa ‚... 

Замечание. Последовательность функций распределения (1а) описывает слу- 
‚чайный процесс с возрастающей подробностыо, так как каждая функция распределения 
Day вполне определяет все предыдущие функции распределения Ф, „(т < п) (п: 18.4-7). 
Это же справедливо и для каждой из последовательностей (10). Keocdun ug Функций qd) 
симметрична относительно перестановки пар Х р. t pu X pr op 

(b) Условные распределения вероятностей для случайного процесса полу- 
чаются из функций (16) так же, как в п. 18.4-7, например 

р (Х\1, hy ceed Xm т | X таль т ве. Х», t,) = 

Piny(Xyo tier Ап (п). 18.9-2a 
. (Amare Gna Xa tn)’ (Ie. ) 

P(Xy, fay oes Xa т | Хтль basi oe Ха» bn) = 

Pn (Xp 1; ...; Х п, tn) . (18.9-25) 

Pnem (Amare Smart Аи В) 

Замечание. Функции О, вообще говоря, уже не будут симметричными отно- 
сительно перестановки пар Хр и Хр, 1 jp Отделенных вертнкальной чертой. 

Pin_m, 

pi 

(с) Многомерный случайный процесс, порождаемый, например, парой функ- 
ций х (В, у(0, определяется подобным же образом’ с помощью совместных 
распределений выборочных значений х (1;}, у (Ё»). В частности, 

Do (Xy, В; Уз, Ь)=Р{х (1) <Х,ь, y (te) < Yo}. (18.9-3) 

18.9-3. Средние по множеству наблюдений. Корреляционные функции. 
(а) Общие определения. Для функции [[х (1), ..., Х()] от п 

выборочных значений х (11), ..., х (1) (статистик, см. п. 19.1-1) формула 

М/ = Mf [x (4), Xn) = 
со со 

= Fie) F(X wey Xn) Din (Xp Hi oe Хи» в) (18.9-4) 
—_—CO — CO . 

определяет среднее по множеству наблюдений (предполагается, что стоящий 
справа интеграл сходится абсолютно). В формуле (4) интегрирование произво- 
дится по Лу, ..., Ал; МЕ есть фучкция от Ц, ..., 1. 

Аналогично для многомерного процесса, описываемого функциями 

х (1), у (0, 

МАМ (4), и (15); х (13), (а); -.]= 
со 

=|. J H(Xy, Yo: Xqy Yas eo) dD (Xq, 43 You tes Xsp tgs Yar tat +++)» (18.9-5) 
— © 

(5) Корреляционные функции. Особый интерес представляют 
средние Мх (= (6, Ми корреляционные функции: © 

‚ автокорреляционная функция 

Rix (A: 6) =M [x (41) x (t2)] (18.9-ба)
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и взаимная корреляционная функция 

Rey rs 6) =М ху: оо ` (18.9-65) 
Они выражают важнейшие свойства случайного процесса`и часто представ- 
ляют все, что известно о данном процессе; заметим, что 

Мл? (6 = Кух (6 0), 
Ох (д) = Вх (1, И — 6), (18.9-7) 
соу [х (#1), и (6) = Вх (В, В) —§ (41) 0 (42), 

где \ (№) = Ми (15). Формулы (18.9-6) и (18.9-7) относятся только к действи- 
тельным случайным процессам. 

ХЗ амечание. Во многих руководствах введенные функции R vy H К, называют 

ковариационными. Автокорреляцнонная функция вводится соотношением Rete 15) = 

=M {x (13) x (t2)], где x . == x (ft) —& (1) — центрированнал случайная функция. Легко 
проверить, что 

K ex (fp 1.) = Rex (1, 2) — 5 (11) $ (2.). 

Аналогично, взаимная корреляционная функция определяется как 

Kyy (f° 'o) = М [+ (11) у (42)]. 

При таком определении корреляционных функций 

Dx = К, (, 0 и сом [х (1), 9 (1, = Ку, (4, 1, Х. 

Если х() и и9() являются комплексными случайными процессами 
(фактически двумерными случайными процессами), то корреляционные функ- 
ции определяются соотношениями 

Rew tv м =] Вы В) | 8.98 
Rey (ta fo)=M [x (44) y (te)] = Ryx (> fy)» 

которые содержат соотношения (6) как частный случай. 
Заметим, что и для действительных и для комплексных х иу 

Rex (t, Q=M | x (A) |, (18.9-9) 

[Ray (fs 4) PSM | x (4) PM |g (42) P, (18.9-10) 

причем из существования математических ожиданий в правой части вытекает 
существование корреляционных функций в левой части. 

(с) Характеристические функции. п-мерная характеристиче- 
ская функция, соответствующая функции распределения п-го порядка для 
случайного процесса, есть (см. также п. 18.4-10 

п 

Усть (91, Ы; 92 boy eos Inv 1) =М ехр | У дьх вы (18.9-11) 
= 1 

Аналогично определяется совместная характеристическая функция для х r (), 
y (f), ... Auddeperuupopanue характеристических функций позволяет находить 
momeTbl Mx (4), Mx? (t1), Rex (f,, fo), --., Tak me Kak B Mn. 18,3-10 u 18.4-10. 

18.9-4.х Интегрирование и дифферекцирование случайных функций. 
(а) Пусть х (Е) — случайная функция, а}{(:) заданная не случайная функ- 

ция, Интеграл 

y= f(t) x (t) dé | | (18.9- 12)
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b 

есть случайная величина, значения которой суть \ ГР ХО 4 ге X()— 
а 

какая-либо реализация х(Ё) (предполагается, что интегралы существуют для 
всех реализаций Х (#)). Справедлива формула 

b b 

My = M |1 (6) х (2) dt =\ f (¢) Mx (A) dé. (18. 9-13) 

Далеко идущим обобщением является определение ннтеграла (12) как предела 
в среднем (п. 18.6-3) соответствующих интегральных сумм (стохастический интеграл). 
Интеграл существует в среднем тогда и только тогда, когда существует 

b b 
ГР) а [Ри в.а, В) = МУР, (18.9-14) 
а a 

Несобственный интеграл (а = — со и/вли $ = с) определяется обычным образом; как 
предел собственных интегралов, 

‚ (5) Пусть случайная функция х(Ё) такова, что все ее реализации Х (— 
дифференцируемые функции. Тогда производная случайной функции 

#0=9 0. (18.9-15) 

будет представлять собой случайную функцию, возможные реализации кото- 
рой суть производные соответствующих реализаций Х (#). 

Математическое ожидание и корреляционные функции для производной 
определяются формулами 

АаМх 0. 
—— =E(), 

_ OR xx (т, ts) . В, Е, (18.9- 16а) 

OR. (t,, t Re, (ty A) 

  

Mx () = 

Если существуют производные от Х (Г) высших ‘порядков, то формулы 
(16а) обобщаются следующим образом (р и д— целые числа, порядок произ- 
водной); о” 

Mx'P) (ft) =E'P) (f), В (t;, t Rae (ty С. 18.9-166 )=5 ‚ oP) tg) Et, fy) = оон . (15. )   

Случайный процесс х (#) непрерывен в среднем в смысле п. 18.6-3; если 

ilm ХОА — xX (ft) |? = O, 
Ato | 

Это имеет место тогда и только :тогда, когда К хх (11, 15) непрерывна при #, =, =1, 

Случайный процесс x {{) называется производной в среднем от случайного процесса 
х (1), если t+ AN и 

x — x ( . 2 
lim rt) | = 0z7 

At—-0 м Al . 

Для существования производной в среднем от случайного npouecca x (f) HeEO6OxOQHMO 
. 2 

хх ( Ir 2 

Ot, Ot. 

ra производная в среднем существует при всех #, то для нее справедливы фор- 
мулы (16). 

Можно также определить интеграл и производную в смысле сходимости по вероят- 
вости (п. 18.6-1). 

и достаточно. чтобы существовала производная при {1 == #5 =,
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Важные соотношения этого пункта применяются, в частности, для вывода 
соотношений между входными и выходными сигналами в п. 18.12-2..... 

18.9-5. Процессы, определяемые случайными параметрами, Иногда случай- 
ный процесс можно представить как неслучайную функцию х==х (Е т, 1,..:.) 
от Ёи случайных параметров 11, 12, ... При этом случайный процесс вполне 
определяется совместным распределением параметров 4, Nor... 

МАХ (6), „.., 2 (ta) = 

= | oS Ffe(tp Па Ио +2) +4, (Я Ть Noy +] Puan, (Mp Noy ++) 

(18.9-17) 

В частности, каждое распределение вероятностей для такого случайного 
процесса одиозначно определяется его характеристической функцией (п. 18.4-10) 

Xin (91, ts ...; Ол» шт) = 

o © п 

=\ ... \ exp] iS) age (tgs My Mer e+) |AIM yn, (My Nyy). (18.9-18) 
— oo k=l ~~ 00 

18.9-6. Разложение по ортонормироваиной системе. Если действительный или комп- 
лексный случайный процесс х (1) с конечным математическим ожиданием М лх (1) и непре- 

рывной корреляциониой функцией В хх (11, #›) задан на замкнутом интервале [а, 5], то 

существует полпая ортопормированная система функций {4p 0} (п. 15.2-4) такая, что 

©o b 

х (= У сри, 0, с, = | и, Их а (ke=1, 2,...), (13.9-19) 
k=! a 

  

где интегралы и ряд сходятся в среднем в смысле п. 18.6-3 (см. также п. 18,9-4, а). 
Таким образом, случайный процесс представляется множеством случайных козффи- 

цнентов {с,}; первые п коэффициентов могут дать подходящее приближенное представ- 
ление. В частности, существует такая полная ортонор мированная система и, {#) == $, (0, 
что все величины с, будут некоррелированными стандартизованными случайными велич 
чцнами, т. е. _ 

Мс» = 0, М ci’p = Bip (i, R = 1, 2, ee .) (18.9-20) 

(теорема Карунена—Лозва). А нменно, упомянутые функцик v, (:) будут собствевными 

функциями интегрального уравнения 

b 

i Rex (tr, fe) 0 (te) tte = (4) | (18.9-21) 

(см. также п. 15.3-3). Соответствующие собственные значения Ap неотрицательны и могут 

нметь кратность He более конечного порядка (по теореме Мерсера, п. 15.3-4), причем 

b b оо р a 
m\ ie | dt=\Ryy todas Se. (18,9-22) 

а а - pol k 

Теорема Карунена—„Лоэва обобщает теорему п. 18.5-5. 
Примеры. Периодический случайный процесс (п. 18.11-1), шум с. ограниче!: ной 

полосой частот (п. 18.11-2, Ь). Несмотря на то, что явное аналитическое решение интег- 
рального уравнения (21) редко возможно, эта теорема применяется в теории обнаруже- 
ция сигналов. -
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18.10. СТАЦИОНАРНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ, 

‚ КОРРЕЛЯЦИОННЫЕ ФУНКЦИИ И СПЕКТРАЛЬНЫЕ плотности 

. 18.10-1. Стационарные случайные процессы. Случайный процесс: х ({) назы- 
вается стационарным, если все его конечномерные распределения вероятно- 
стей инвариантны относительно сдвига по параметру ?¢ 

Din, (Xi, +h: Xa, ty -t to; wee Х п, т-|- о) == . 

= O,,) (ХТ, hs Xo, tos ove, Xm tn) (—- wo << fy << &@; n=l, 2, ...), (18. 10-1) 

т. е. если распределение вероятностей л-го порядка зависит только от п—1 
разностей 

выборочных моментов #{,. Аналогично, Два или более случайных процессов 
х (1), у(Г), ... называются совместно стационарными, если все их совместные 
распределения вероятностей инвариантны относительно сдвига по параметру #. 

Для стационарных и совместно стационарных случайных процессов каж- 
дое среднее по множеству наблюдений (п. 18.9-3) зависит только от д— | раз- 
ности (2); например, 

Mf fx (21), ¥ (t2)) 00 х (1)] = МЫ (0), х (91), oor, (т, -v]  (18.10-3) 

для всех fy (cM. TakoKe n. -18.10-2). 
18.10-2. Корреляциовные функции по множеству наблюдений (см. также 

п. 18,9-3). 
(а) Для действительного или комплексного стационарного процесса х (1) 

[и совместно стационарных процессов х (1), и(Ё)] средние значения 

Мх (0 =Мх (0) =Мх=Е; M| x (0 [8 =Мух (0) #=М|]х 1; 

My@=yn Miy(t)P=Mly? 

постоянны, а. корреляционные функции зависят только от запаздывания т = 
—=1.—&. В этом случае *) 

К их (т) = М [Е (2 x (¢-+1)] = Ry (—7), (18.10-4) 
Rey (t)=M [x (fy (€-+7)] =Ryx (> - 

| Rex (tT) | < Rey (0) =M | x [2, (18. 10-5) 

| К ху (т) 2 = Вх (0) Кии (0) =М | x | M iy i. (18. 10-6) 

В последних формулах из существования математических ожиданий спроза 
вытекает существование корреляционных функций слева. Если корреляционная 
функция Кхх (т) непрерывна при т=0, то она непрерывна при всех т. 

Матрица [К х х (1 —1»)] является эрмитовой и положительно полуопределенной 

(1. 13.5-3) для любого конечного множества значений ty ft дк **- в th 

Случайные процессы называются стацнонарными (или совместно стационар- 
выми) в широком смысле, если для них средние Mx (f), Му (6) постоянны u 
корреляционные функции зависят только от т, как в формулах (4). 

(6) Нормированные корреляционные функции определяются формулами 

  

  

В... (т) — 18 [2 Ни (©) —- ЕП 

Рхх (т) М1 х 18 — ЕЁ Pxy ( ИМих [2 — {ЕЙ УМ у -— пр ) 

  

# 

При этом | рхх (т) | <= 1, |рху (т) | = 1, 

#) См. замечание к n, 18,9°3, b,
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(с) Для действительных стационарных процессов х (В и и(1) корреляци- 
онные функции действительны и 

Rex (t) = Rex(—1), Rey (0) = Ryx (— 7). -(18.10-8) 
Нормированные корреляционные функции рух (т) и р», (т) ABJIAIOTCH Cell. 

ствительными коэффициентами корреляции (п. 18.4-4). 
18.10-3. Спектральная плотность по множеству наблюдений. Для стацио- 

нарного случайного процесса х(Г) и совместно стационарных случайных про- 
цессов х(Ё, и(Г) спектральная плотность Ф,., (60) и взаимная спектральная 
плотность Ф,,(9) по множеству наблюдений (по множеству реализаций) 
определяются с помощью соотношений Хинчина—Винера 

. . со 

Dy (@)—= \ Rey (t) e HOt dr =O,, (0), 
me (18.10-9) 

Dyy (@) = \ Вху (т) ее = Фу, (©). 
— со 

Слектральная плотность @M,,(@) всегда действительна, даже для комплек- 
сного процесса х({); но взаимная спектральная плотность Фу, (&) может 
быть комплексной даже при действительных х (В ии(ё). 

При соответствующих условиях сходимости имеют место формулы обра- 
щения 

со 

Rxx (T) = т } Фхх (0) ет 40 =Кух (—7), 

—® (18.10-10) 
Кхи (т) = 5 \ Dy (де dw = Ryx(— т). 

—o 

Преобразования Фурье (9) вводятся обычно для упрощения соотношений 
между корреляционными функциями входного и выходного сигналов в линей- 
ной стационарной системе (п.18.12-3). Существование преобразований (9) тре- 
бует, кроме существования М |х [и М [у |? (п. 18.9-3), еще и достаточно быст- 
рого стремления к нулю величин К,;,.(т) и К,,(т) при т со. В случае 
периодического процесса для возможности применения спектральных плотнос- 
тей приходится вводить члены с дельта-функциями (п. 18.10-9). 

18.10-4. Корреляционные функции и спектры действительных процессов. 
Если х(Ё) и и(1) действительны, то действительны и корреляционные функ- 
ции Кхх (т), Кху (т); в этом случае (см. также формулы (8)) 

co 
D,, (@) =2 \ Ryx (t) cos @t dt = Oy(— в), (18.10-11) 

] Ce 

Rex (t)=— | Oxy (wo) cos ot do= Rex (— 1), (18. 10-12) 
0 

Фи (©) =O, (— ©) = D,, (—@)- (18.10-13) 

18.10-5. Спектральное разложение средней «мощности» действительных 
процессов. Для действительного процесса х (1) подстановка т==0 в соотноще- 
ние (12) дает 

Mx P=Ryx (O)== | Ф,х (0) do=— | Фу» (0) 4%. `(18.10-14) 
0 

at 
—09
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‚Это ‘можно толковать Kak спектральное разложение средней «мощности» 
М|х]? по частотам © в (0, со) или (— со, со). Второй интеграл дает разло- 
жение по всем положительным и отрицательным частотам со спектральной 
плотностью Ф,ху (6) (размерность Фу» (0) есть (единицы х)?/герц), первый 
интеграл — по неотрицательным («действительным») частотам с «односторонней» 
слектральной плотностью 2Ф.,, (©). 

‚. Взаимная спектральная плотность Фу, (&), вообще говоря, комплексная, 
не может быть истолкована так просто. ля действительных процессов x (t), 
у (1) подстановка т==0 в соотношение (10) дает 

| со со 

Мху-= Ву (0)=55 ( Фу (6) 4%=- ( Ве Фу (в) 40.  (18.10-15) 
“oO 0 

Величину Re My, (®) иногда называют взаимной спектральной плотностью 
мощности. Мнимая часть п Фо, (©) не дает вклада в среднюю мощность (15). 

18.10-6. Другие виды спектральной плотности по множеству наблюдений. 
В литературе спектральная плотность записывается еще в следующих видах: 

со 

Зах (У)=Фхх (219) в М] хр= | S,,(S) dv, (18.10-16) 
. — со 

где va, размерность $,.х (\) есть (единицы х)?/герц, 

со 
1 ° 

В хх (@)= 5; Фхх (0) © М] х |= \ хх (0) 4, (18.10-17) 
— со 

размерность Е,» (6) есть (единицы х)?/радиан в секунду. 
Для односторонней плотности применяются обозначения. 

Px (V) = 25 yy (V) = 20, (20v) (v = 0), (18.10-18) 
| 

Сух (0) = 26хх (6) = =. Фхх () (o > 0). (18. 10-19) 

Аналогично записываются также и взаимные спектральные плотности. 
Болышое количество различных обозначений требует внимания при работе 
с литературой. 

18.10-7. Средние по времени и эргодические процессы. 
(а) Средние по времени. Для любого процесса х (Г) среднее по 

времени (по параметру г) от функции | [х (1), х(), ..., х(»„)] определяется 
так: | 

Fx (fi), х (6), ..., «(tn))) = 

= fm 5 J Fb (ty). 4 (fa+2), 1005 H (tp +A] dt, — (8.10-20) 

если этот предел существует *). Если х (ГР) описывает случайный процесс, то 
(р) есть случайная величина для каждого данного множества значений &,, &, ... 
..., 1. Заметим, что 

МФ =мМ (18.10-21) 
если соответствующие интегралы существуют. 
  

*) Вместо обозначения (}), так же как и вместо М, иногда применяют {+ но послед- 
нее обозначенне лучше сохранить для эмпирического среднего 

F=— (F444. 1), 
№ где есть значение { для 2-й выборки х (1) = Ry (2) (& = 1, 2 ose ¢ Л) (см, также п. 19.8-4).
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(6) Эргодическ ие процессы. Стационарный случайный процесо 
х (2 обладает эргодическим свойством, если для любой функции } [х (В), 2%. , х()] 
с вероятностью 1 среднее по времени (20) совпадает со средним по: множеству 
наблюдений (18.9-4), т. е. 

P {(f) =Mf}=1 (18. 10-22) 

(при условии, что эти средние существуют). При этом каждая реализация 
х (Г) определяет случайный процесс однозначно с вероятностыьо 1, например, 
через характеристическую функцию (18.9-11), вычисляемую по х (В с помощью 
формулы (21). Каждое среднее по времени 1, например, (х), (х?) или Ю „х (5) 
(п. 18.10-8) описывает с вероятностью 1 общее свойство всего множества pea- 
лизаций х (8). 

Стационарный процесс эргодичен, если вероятность любого его стационарного 
подмножества равна 0 или 1. 

Два или более совместно стационарных случайных процессов называются 
совместно эргодическими, если эргодическое свойство имеет место для любых 
выборочных средних. 

18.10-8. Корреляционные функции и спектральные плотности по времени. 
Для’ действительных или комплексных функцай х(®), у (Ё) (Которые могут и 
не быть реализациями случайного процесса) с конечными средними квадра- 
тами по времени т 

{1 (О.Р) = Пт sp | (x(t) Pat, 

Т 

(ly (0) 2) = lim op S§ ly Pat 
— со т 

(18.10-23) 

существуют корреляционные функции по времени: 
автокорреляционная функция r 

Вх (т) = (X(0) x (t)) = Him т я хина (18.10-24) 

и в5аимная корреляционная функция 

Rey (tT) = (x (0) y (t)) = lim 1b | <@Oy +r) ae (18. 10-25) 
Т-+ сю 2T >; 

(обращаем внимание на разнину в обозначениях корреляционных функций 
по множеству наблюдений (К) и по времени (Ю)). 

Эти корреляционные функции удовлетворяют соотношениям, которые 
получаются из соотношений п. 18.102, если каждое среднее по множеству 
наблюдений (математическое ожидание) заменить соответствующим средними 
по времени. : 

Спектральная плотность Y...(@) и взаимная спектральная плотность 
Bt (@) для средних по времени вводятся с помощью соотношений Хинчина — 
кнера | 

©о 

Ч хх (6) = } Юхх (т) ет =, (6), | 

о | (18. 10-26) 

Ч ху (6) = \ Ry (т), ert it = Y yx (a). 
=— 00 .
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Если эти: спектральные плотности существуют (без формального. допуска 
членов с дельта-функциями), то они удовлетворяют соотношениям, аналогич- 
ным тем, которые приведены в пп. 18.10-3 — 18.10-5. — 

Другие виды спектральных плотностей вводятся так же, как в п. 18.10-6. 
‚ Если х(#), у (Г) реализация совместно стационарного процесса, то корре- 

ляционные функции (24), (25) и спектральные плотности (26) являются слу- 
чайными величинами, математические ожидания которых равны соответству- 
ющим средним характеристикам по множеству наблюдений. Если х (1), и (1) 
совместно эргодичны, то с вероятностью | их корреляционные функции (24), 
(25) и спектральные плотности (26) совпадают с соответствующими средними 
характеристиками по множеству наблюдений. 

Спектральные плотности можно ввести также с помощью формального соотношения 

| ———- 
Y = Jim — b > .10-27а ху (@) rn ap OT (@) OT (с) (18.10-27а) 

где ат (6) и бт (©) — преобразования Фурье от «усеченных» функций хт (№ и ут (1); 

равных соответственно х (1), у (1) при || <Ги равных 0 при [#| > Т: 

Т ‚ Т , 
ат (в) = [хе at, bp (m= fy (tye at, (18, 10-276) 

Соответствующую спектральную плотность по множеству наблюдений можно при 
этом определить как математическое ожидание: ® .. (o) = MY (®@); Tora COOTHOWeHHH 

Хинчина — Винера (26) будут следовать из теоремы Бореля’ о свертке (табл. 4.11-2). 
Однако формулы (27) имеют смысл только, если спектральные плотности не содержат 
членов с дельта-функциями (п. 18.10-9 и 18.11-5; см. также п. 18.10-10). 

18.10-9. Функции с периодическими компонентами (см. также п, 18.11-1). Так же 
как и другие средние по времени, корреляционные функции и спектральные плотности 
по времени представляют особый интерес, когда онн с вероятностью 1 совпадают с соот- 
ветствующими характеристиками по множеству наблюдений (в случае эргодических про- 
цессов, п. 18.10-7., $, это верно для всех средпих по времени). Если это имеет место, то 
простые интегралы (24), (25) обычно легче вычислить, чем двойные интсгралы (4).. 
Таким образом, эргодическое свойство позволяет истолковать, иаиример, Ф, (w) Kak 

«частотный спектр» одной «типичной» Peannsanun x(t), Tak Kak ® (0) =, (a) 

с вероятностью 1. 
Корреляционные функции и спектральные плотности по. времени легко вычислить 

для ‘функций х (1), у (Г), представимых в виде-сумм периодических слагаемых. В част- 
ности, для 

х (#1) = а с0$ (®Ё -- Ф),;, y (f) =a cos (Wet +) (18.10-28а) 
имеем 

1 
а? — ах со$ (®1т + IP — G) TPH Wy = O,; 

Кук (©) = 5; соз вит; Ву =) 2 (18.10-285) 
0 ©» 5 при ®.. 

Более общо, пусть х (1) — действительная функция с ограниченной варнацией в каж- 
дом конечном интервале (п. 4.4-8), имеющая конечный средпций квадрат (среднюю мощ- 
ность) {Гх (0) |2), Тогда функция х (1) может быть представлена почти всюду (п. 4.6-14, 6) 
как сумма ее среднего значения (х (0)) = с,, некоторого ряда периодических слагаемых 
н апериодической компоненты р (1): . 

с 0 © 
x¥(/) = У; Che Е p(t) =¢g9 + У, (4, cos @,t + 5, sin @,t) + p(t) = 

со . 

= -- У, A, COs (Opt + Op) + P U)s (18, 10-29) 

где 

6% =0, Op =—®_,> 0; 

1 ip ~ Ch = (ap — top) = Ар #=С_, (R= 1, 2, 00.) 
1 

2 

Aj, ay + 0% = 4 с, |".
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При этом 

T Co npH @ =D, | 

fp =C_, при @® = <, (R= 1, 2; ... $ 

0 для остальных значений ©: 

Co при © == 0; 

( | 
1 1 

я т ( x (tf) cos wf dt = "7 Ip MPH O =Oy (A= 1, 2, ...)5 

{О для остальных значений ©; _ 

Т 1 
— 6b, при ®=®, (=1, 2, ...) 

lim 57 \ х (1) Чп © аЁ == 2 № k ‘ (18.10-296) 

Tce! > 0 для остальных значений ©; 
| Т 

rim > \ р (f) eg iat dt = 0, (18, 10-29¢) 

>00 ‘ 

Пусть, далее, функция и (#) удовлетворяет тем Же условиям, что и х (1), так что 

co ; 

y= У, ев 9 = 
=-- 00 

© 
=Yot (a, cos apf +B, sin o,t) +4 (1) = 

k=l | 
со 

=Vo+ У В, соз (в --$,) +9; (18.10-30) 
k=1 . . 

круговые частоты ‹1, ®., ... можно считать общими для обенх функций х (1) и у (1). 
Тогда справедливы соотпошения 

со . 
x го, т 

Rex Sp № [ее + Врр ® = 
—=-— CO 

co 

2 1 2 aegis dy Akcos agt+ Ry, (Ws 

so > — (18. 10-31) 

Wy (O) = an м > | &y [26 (@—o,)+ ¥,, @) = 

co 

= 208 6 (в) +5 >) AL [6(@— Og) +6 (O+0,)] + Ppp   

    

k=l ) 
со } 

Ryy = Хо беру = 
" -k=—o 

1 со 

= со, 5 У; [(4,%, Е ВьВь) с0з вт - (а,Вь — Ва, sin о, т] + Rog (t) = 

=1 k \ (18. 10-32) 

1 ыы | 1 = Cog + A pBy COs (Opt + By — Op) + Rog Us 

k=] 

©о — 

У» (©) = 27 про CpVp5 (© — @p) -}+ F pg (69).
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Взаимная корреляциониая функция К. (1) нзмеряет связь между х (2) ии ({) нли 

«сериальную корреляцию» между значениями функций х (0 ии(--т), разделенными 
запаздыванием т. Функции х (1 иу (1) называются некоррелированными, еслн К. (t) = 0. 

Sameqauue, Mynxunn x(t), y(t) принадлежат гильбертовому пространству со 

скалярным произведеннем (и: 9) = (и (0) v (0)) (п. 14.2-6). Отметим соотношения орто- 
гональности 

T . 

lim Е. \ ея! gy f | ПРИ Ф= 9 (18.10-33) 
Тю 2Т r - ГО при ФЕ 9; 

T | 1 
~~ cos (A= f) при ®== 

jim т \ cos (wt + а) с0$ (9#-- В) @&==% 2 , (18, 10-34) 
T +00 _т 0 при Ф 8. 

18.10-10, Обобщеиные преобразования Фурье и спектральные функции. 
(а) Чтобы избежать затруднений с членами, содержащими Гдельта-функции в преобра- 

зованиях Фурье и спектральных плотностях периодическнх функций, можно ‘ввести 0боб- 
щенное преобразование Фурье Xint (to) ot x (¢) no формуле 

Xint €o)—Xint (fo,)= J xO и. (18.10-35) 
— © 

Формула обращения здесь записывается с помощью интеграла Стилтьеса (п. 4.6-17)1 

со 

(= f ef aX iat (da). (18, 10-36) 
— со 

Если существует обычное преобразование Фурье Хр (10); то 

© 

\ ХЕ (0) do; 

Wo 

. I 

(18, 10-37) 

dX int (i@) 
X p (lo) = 22 ——-§—, 

со 

Если фупкцию х (1) можно представить рядом > oye Ow (например, в случае 

. В. = — с . 

периодических функций; см. также п. 18.11-1); то обобщенное преобразование Хуп+ (io) 

будет ступенчатой функцией (п. 21.9-1). 
(6) Обобщенная спектральная функция Pint (@) AIA стационарного 

или стационарного в широком смысле случайного процесса х (1) есть обобщенное преоб- 
разование Фурье от его корреляционной функции; 

Pint (0) — Pint (@o) = 

  

со . w 
R е— (OT _ е— Фот a 1 © а 

\ xx = onit t= on \ хх (@) 40, 
— © Wo (18, 10-38) 

причем 

со . 

Rey (= fF OT d@int (O). 
= OO J   

Аналогичные соотношения имеют место для корреляционных и спектральных функ- 
ций по времени,
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(с) Для действительных стационарных или стационарных: в. широком. смысле. про” 
цессов х (7) имеют место следующие обобщения соотношений Хиичина — Винера (9) и (26); 

зе М | Xint (4 (@+2))— Xint @ (0—2) ? = So [Pint (o +e) — Vint (O—2)) = 
@--e со 

1 ° 1 sin et . = | %,@do=z— | RL tot gs, (1810-39) 
о — 2 : — CO . 

oo ` 

on т } хе © +271 — Хни  @ — 207 |? cos ot do = 
=— co 

T 
. 1 = lim op | rmxedo dt =R,, (1). (18.10-40) 

Отсюда при т =0 получаем теорему Винера о квадратичном отклонении: 

со . Т 
1 1 

2п Ит —- \ X [é (a+ e)] —X 1 (® —2)] |2 а4® = = Hm =: \ x (t) 18 dé, 

(18.10-41) 

Если существует спектральная плотяость по времени Vey (©), то соотношение (40) 

приводит к соотношению Хинчина — Винера (26), причем 

. 1 . 
Pex (@) = 20 т, “be | Xint (ao + =)] — Xint (2 (@ — &))|2, (18, 10-42) 

18.11. ТИПЫ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ. ПРИМЁРЫ 

18.11-1. Процессы с постоянными и периодическими реализациями. 
(а) Постоянная. выборочная функция (рис. 18.11-1, а). Если 

каждая выборочная функция (реализация) х (1) тождественно равна постоянному 

(0 | 
  

a) т 
  

т(9 А 

М ma 

z(t) A 

ИЕ L 
Рис. 18.11-1. Выборочиные функции (реализации) для пяти примеров случайных процес- 
сов. На рис. 18.11-1.е х (0) есть сумма показанных отдельных импульсов ар0 (1 — &). 

    
        

    

  

            
случайному параметру а с определенным распределением вероятностей, 
то этим вполне определяется случайный процесс. Такой процесс является
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CTallMOHapHEIM, HO- He apronmyueckum. Ecam cywectayet M a?, то 

Mx (t)=Ma, Rex (t) = Ma?, (18.11-1 а) 
в то время как ae о 

(x(t))=a, Rey (tT) =a. . (18.11-16) 

- (b) Синусондальный случайный процесс (рис. 18.11-1, 5) 

x (¢) =a sin (mt + a). | (18.11-2) 

Если амплитуда а постоянна, а фаза % — случайная величина с равномерным 
распределением ‚вероятностей в интервале (0, 2м), то процесс х (#} стационарен 
и. эргодичеи с 

| J 
Фе» [= -— = ATS @) 

п У (18.11-3) 
Mx (t)=(x(f))=0, Вх» (т) == Rey (T) == Cos WT. 

Если амплитуда а — непрерывная случайная величина с плотностью фа (а}, 
не зависящая от фазы ©, то мроцесс х (1) стационарен, но, вообще говоря. 
не эргодичен. При этом ' 

1 @,, (a) da 
: a 

Фиат, [х (1) = x \ ———— > | 
V a? — x2 

1а1> [1х] — р (18.11-4) 

Мх (1 =0, Вх» (= Ma*- cos wt. 

Фа (а) аа 
Х (Здесь предполагается, что интеграл \ a 

— с 

сходится.) ® 

В частности, если амплитуда а имеет распределение Релея с плотностью (п. 18.8-7) 

— 1 аз (a > 0), 
_ | ав #& 

то случайвый процесс х (1) будет гауссовским (п. 18.11-3). 
Если фаза @ распределена неравномерно на интервале (0, 2л); то процесс пе будет 

стационарным даже при постоянной амплитуде а. 

(18.11-5) 

(с) Общий периодический процесс (см. также п. 18.10-9). 
Синусоидальный случайный процесс есть частный случай общего периодиче- 
ского процесса со случайной фазой вида 

х (Е = со -- x [ag cos k (Wof + a) 4- by sit k (Wot + @)], (18. 11-6) 

где фаза % распределена равномерно в интервале (0, 2л) (предполагается, что 
ряд сходится в среднем в смысле п. 18.6-3). Такой процесс стационарен и эр- 
годичен, причем 

Мх =e ()) =Co, | 

К хх (т) =Кхх (т) =} +5 у (27, +52) cos kw ite 
k=t 

Dy, (@) = $ Fx (@) = — - . 

=21446 (0) + F Dy (t+ 4%) [5 (O— — ео) +8 (о 6]. | 
k= 

| (18. 11-7) 
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Более общий периодический процесс определяется рядом Фурье 
oo 

х (2) =o) + > (2p cos RO of +b, sin Г), (18.11-8) 

k=1 

в котором все (действительные) коэффициенты Cor Ips b р случайны; а ряц предполагается 

сходящимся в среднем. Такой процесс будет стационарен в широком смысле при выпол- 
нении следующих условий: 

Ma, =Mb,=0, — Маф = М 

Mca; = Me b, = Mab, = 0, . (18, 11-9) 

В этом случае формула (8) дает разложение процесса х ({) по ортогональной системе 
в смысле п. 18.9-5, причем ° 

co 

} 2 2 Mx ()= Mey Ry y(t) =Mez-+— > >) M(aZ-+ 62) cos kat. = 811-10) 
k=1 

х (4) Белый шум. Стационарный случайный mpouecc x (¢) ¢ nocTOHHHOM cneKT-~ 
ральной плотностью ® .y (©) = >, называется белым шумом. 

Это название объясняется некоторой аналогией с белым светом: белый свет представ- 
ляет собой сумму всех спектральных составляющих, имеющих одну и ту же интеисив- 
ность, белый шум представляет собой сумми гармонических колебаний всех частот, имею` 

щих одну и туже дисперсию амплитуды. 
\ | Корреляционная функция для x(t) 

4 равна 
1 | со 

] К хх (<) = ON \ Фет а® = Фьб (т) 

— © 

(см. формулу (21,9-25)). Величива Фо 
называется интенсивностью белого шу- 

ма. Белый шум представляет чисто слу- 
чайный процесс (см. п. 18.11-4, Ъ). Х 

18.11-2. Процессы с ограничен- 
ным спектром. Теорема Котельни- 
кова. 

(а) Процесс х(Г) имеет огра- 
ниченный спектр или ограничен- 
пую полосу частот, если ero 
преобразование Фурье ХХ; (1) 

(п. 4.11-3) равно нулю при 
|®| > 2л8В; число В называется 
шириной спектра процесса х ({) и 

Рис. 18.11-2. График функции измеряется в герцах, если #Ё изме- 

sinc f == S07 ряется в секундах. 
me Теорема В. А. Котель- 

никова. Каждый процессе х(Г) 
с ограниченным спектром ножет быть представлен в видв 

sinc ¢ 

     

  

< шлВ (Ё—# | 
х (1) = У к тва -ть®, (#==//(28), Ё=0, 1, + 2, ...), 

В = — © 

(18.11-11) 

т. е. процесс х (Г) для всех # однозначно определяется свошми выборочными зна- 
чениями х (1,) в точках {., разделенных промежутками 1/(2В). ` 

Функции (рис. 18.11-2) omB (1 at 

55 _. sin 2nB (t — 
YP (t) = 28 sinc 2B (¢—t,)= 2B ( в) 2nB (f—1,) (k= 0, +1, 2; eae) (18. 11-12)
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образуют полную ортонормированную систему в пространстве функций х (1) с ограничен- 
ным спектром ширины В: отметим «выборочное свойство» функции Sinc: 

со 

xpex(t,)=2B J x sinceB(t—t,) dt. (k=O, lye 50.) 811-13) 
— 

(в точках. ty, непрерывности функции х (1)), 

oo 

J sine (A— ?) sinc (A—k) dA = 
OO. 

со 
0 (138), =28_| sinc 2B (¢ — ¢;) sinc 2B (¢ — t,) at =, = 4 1 (ek) 

(4, R= 0, #1, #2...) (18.11-14) 

(b) Стационарный или стационарный в широком смысле случайный про- 
цесс х (Р) имеет ограниченный спектр ширины В тогда и только тогда, когда его 
спектральная плотность по множеству наблюдений W,,(W) равна нулю при 
[© |[> 2лВ. В этом случае разложение (11) сходится в среднем (п. 18.6-3), т. е. 

со 2 

Mix(Q)— >) x,sinc 2B (t—t,) | =0 (18. 11-15) 
= — со 

и формула (11) представляет каждую реализацию х(!) через ее выборочные 
значения хь=х (®/(2В)) с вероятностью 1 

Замечаин ие. В частном случае стацнонарного процесса с ‹плоским» ограниченным 

спектром частот: В 

@ ® | < 278), 
Ф в) = o (lel (18, 11-16) 

хх 0 (| @| > 278); 

sin 20 Br , 
onBU (18, 11-17) R yy (т) = 2Ф, В 

выборочные значения х, =х (#/(2В)) центрированы и некоррелированы. 

18.11-3. Гауссовские случайные процессы (см. также пп. 18.8-3 — 18.8-8 
и 18.12-6). Случайный процесс называется гауссовским, если все его распре- 
деления вероятностей ‘нормальны для всех 11, &, ... Каждый гауссовский про- 
цесс однозначно определяется своим (обязательно нормальным) распределением 
вероятностей второго порядка и, следовательно, корреляционной функцией 
К ух (11, 6) =Мх (В) х () вместе с ЕЁ (Р) =Мх (1. В частности, совместное рас- 
пределение каждого множества выборочных значений х: =х (4), хо=х (Ь), ... 
..., Хр==Х (1) является нормальным распределением, плотность которого дается 
формулой (18.8-26) с 

= МХ (1), — Мь=Вхх (В, 1) Е (jf, R=1, 2 ooog M)s (18, 11-18) 

[Ayn] = [Aye]. | | (18.11-19) 

Процессы, получаемые при сложении гауссовских процессов или при 
линейных действиях над ними, являются снова Гауссовскими (п. 18.12-2). 
Коэффициенты разложения гауссовского процесса по ортонормированной 
системе (п. 18.9-5) являются совместно нормальными случайными величинами: 

18,11-4. Марковские процессы и процесс Пуассона. 
(а) Случайный процесс порядка п. Случайный процесс имеет 

порядок п, если он вполне определяется своими функциями распределения Ф. и, 
порядка п (п. 18.9-2), но не определяется функциями распределения порядка 
п— 1. 

(5) Чисто случайный процесс. Случайный процесс х(#) назы- 
вается чисто случайным, если случайные величины х(&), х(), ‹.: взаимно
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независимы для любого конечного множества В, #5, ... Чисто случайный про- 

цесс вполне определяется функцией Ф.1, (Xi, ty), Pap (X, ty) или Фи) (Ay fy). 

Примеры: последовательность независимых наблюдений, испытания по схеме Бер- 
пулли, случайный выбор в статистике (п. 19.1-2) представляют чисто случайные последо- 
вательности. Чисто случайный процесс с непрерывным параметром предполагает реали- 
зации с неограниченным спектром и, строго говоря, не может описывать действительные 
физические явления. 

(с) Марковские процессы. Дискретный или непрерывный случай- 
ный процесс х (1) называется (простым) марковским процессом, если для любого 
конечного множества #1 <& ... <n 1< 

P(Xn, 1 | Ху, 1; +9 Xn 1, Хы tn | Xn_ 1, tn 1) (18.11-20а) 
ИЛИ | 

Ф(Хп, | Ла» fy ed Xana tn-=9 (Xp t niXnow tay) (18.11-206) 

соответственно. Если дано х(_1)=Х,_1, то знание х(Ё_2), х (1), -.. 
не добавляет никакой новой информации. о распределении х (1). 

Марковский процесс вполне определяется своим распределением вероят- 
ностей второго порядка и, следовательно, может быть задан распределениями 
вероятностей первого порядка и «вероятностей перехода» 

P(Xo, 6х, 0 или (Xe, lx, 1) (<). (18.11-21) 

Марковские случайные последовательности часто называются цепями Мар- 
кова. Каждый чисто случайный процесс является марковским. 

‚ Многие физические процессы могут быть описаны как марковские. Важ- 
ный класс задач состоит в отыскании функций (21) по заданным их «началь- 
ным значениям» при [=8. Из определяющего . свойства (20) марковского про- 
цесса вытекают уравнения Колмогорова — Смолуховского — Чепмена 

p (Xe, te] Xi t= Sp (Xe lx, Des ПХь В) =, 
x (t) 

(18, 11 -22a) 
HJIH 

. . | 
Ф(Х»ь В Ха, = | e(Xn tle No |X Бах =. 

— с . 

(18. 11-22h) 
Уравнение (22) есть разностное уравнение первого порядка (п. 20.4-3), 

которое может быть решено относительно ‘неизвестной функции (21) незави- 
симой переменной Е, если задана р(х, #] Х1, В) или. ф(х, Ё] Х:, В). Если 
Риз, (Ха, й) или Oe (Xt, t,) u3BecTHa, то марковский процесс вполне опреде- 
лен при всех ¢ > fy. 

(4) Пуассоновский процесс. Во многих задачах со случайным 
поиском, очередями, радиоактивным распадом и т. п. х(1) есть дискретная 
случайная величина со спектральными значениями 0, 1, 2, ... (число «успе- 
хов», телефонных вызовов, распадов и т. п.). Применяемые модели часто пред- 
полагают выполнение марковского свойства (20а) и следующих свойств пере- 
ходных вероятностей: 

0 при Хх, . 

1—aAt-—--o (At) ‚ при Ха 
р(Х», вх, t= aAt-—-o (At) mph X,=—x--+l, (18. 11-23) 

` 0 (41) при Xs >х-|-1, 

где At=t,—t;, x, X,=0, 1, 2, ..., а через о(4ДГ) обозначены ‘такие члены, 

—---*+0 при ДЁ-+0 (п. 4.4- 3).
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‚ Чтобы найти 

p(x, | Хь 11) = PUK, T) (K=X—X,=0, 1, 2, ood T=t—t,). , 

подставим переходные вероятности (23) в уравнение Колмогорова (22а) при 
fg==t-+ Af uw получим разностное уравнение 

P(K, T+ At)—P(K, T) _ cay “94 

At =—aP(K, T)+aP(K—1,7T)+4,— (18.11-24) 

(К=0, 1, 2,....), 

где Р(—1, Т) =0. При АЁ-» 0 уравнение (24) приводится K  ифференциально- 
разностному уравнению 

2. Р(К, T)=—aP(K, T+aP(K—1, T) — (K=0, 4, 2% «-.)- (18-11-25) 
Решая уравнение (25) последовательно для К ==0, 1, 2,... MPH начальных 

условиях 

Р (0, 0) =р (Х,:, д | Х,, 1) =, Р(К, 0) =р (X,+K, t, | Xy, 1) =0 (K > 0) 

| (18.11-26) 

  

получаем 

РК, Т)=е- ТТ (70, K=0, 1, 2.2). (18-11-27) 
Таким образом, число К изменений состояния в любом интервале времени 

длины ТГ имеет распределение Пуассона (табл. 18.8-4); х есть средняя плот- 
ность числа событий за единицу времени или средняя скорость отсчетов 
в процессе Пуассона. 

Вероятность того, что ne пронзойдет ни одного изменения состояния, равна 

Р (0; Т) =е—@Т (T > 0); (18, 11-28) 

поэтому вероятность того, что состояние изменится по крайней мере один раз, равна 

1—Р (0, Т) =1—е-— @Т (T > 0). | (18.11-29) 

Интервал времени Т, между послецовательными изменениями состояния есть случай- 
иая величина с плотностью распределения 

@7 (Ty) =ae— aly (7, >0) (18, 11-30) 
1 . 

H MaTCMaTHYeCKHM OKHanHeM | /a, 
Внутри любого конечного интервала времени длины Т пуассоновский процесс одно- 

значно определен распределением множества взаимно независимых случайных величин К; 
toe cess fx, где К есть число изменений состояния в течение времени Т, а t » ba, ... ЕК — 

моменты времени первого, второго, ...х К-го изменения состояния в течение этого 

интервала времени. ри этом . 

K } Dy (K) =P (Ky Tye OTE (K 01, | 

чик 4 | КЮ = p (Kel, Qt REN ee Ke} (1811-31) 

Of ty et | x Ca ‘98 KR KER (K == 1, 2 ‚| 

18.11-5. Некоторые случайные процессы, порождаемые процессом Пуассона. 
| (а) Случайная телеграфная волна (рис. 18.11-1, с). Функ- 
‘пия х(1) принимает только значения --а или —а, причем последовательность 
изменений знака представляет собой процесс Пуассона со средней скоростью
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отсчетов © (п. 18.11-4, 4). Такой процеса стационарен и эргодичен, если он: 
начинается с {= — со и для него 

Мх (д =0, Ry (t) Sa%e7 7 !TI, | 
| tony (18.11-32) 

Фух (6) = ©? - 402° 

») Процесс, порождаемый пуассоновской выборкой 
(рис. 18.11-1, 4). Функция х (1) изменяет значение с каждым изменением состоя- 
ния некоторого процесса Пуассона со средней скоростью отсчетов &; между 
изменениями состояния функция х(?) постоянна и принимает непрерывно 
распределенное значение х с математичебким ожиданием Е и дисперсией о2. 
Такой процесс стационарен и эргодичен, если он начинается с #= — со и для 
него 

МЕ Rex (=P обета, 
Ф,х (6) = 2126 (@) Рая 6? -}- 92° 

(18.11-33) 

- (©) Дробовой эффект и формулы Кемпбелла (рис. 18.11-1, в). 
Функция х (Весть сумма большого числа кратковременных импульсов: 

со 

x(t)= У} a,0(t—t,), (18.11-34) 
k==l 

форма которых дается функцией и=0(1 с 
ео 

\ одета (ю), = (18.11-35) 
— со 

в то время как амплитуда импульса а, есть случайная величина с конечной 
дисперсией, а последовательность случайных моментов Ё, представляет про- 
цесс Пуассона со средней скоростью отсчетов &. Такой процесс стационарен 
и эргодичен, если он начинается с {= — со; он аппроксимируется гауссовским 
случайным процессом, если импульсы перекрывают друг друга достаточно 
часто. Для этого процесса 

со А 

Мх (И =Е=оМаь. \ 0(0 4 
— со 

Мх* (д =Е--аМа. \ 5204, 
— co (18.11-36) 
со 

Ry (1) = -- «Ма? . | v(t) v (t-E 9) dt, 

  @ ,.. (@) = 21? 6 (©) + «Ма; . | У (10) |. | 

В частном случае, когда а, — фиксированные постоянные, формулы (36) 
известны как формулы Кемпбелла. 

18.11-6. Случайные процессы, порождаемые периодической выборкой, `Со- 
стояние некоторого стационарного и эргодического случайного процесса 4 (1) 
измеряется периодически и результат фиксируется в течение постоянного 
промежутка времени А Получаемый случайный процесс х (1) стационарен 
и эргодичен, если момент начального измерения выбирается случайно и рас- 
пределен равномерно в интеовале (0, АЙ. Реализация х(/) подобна изобра- 
женной на рис. 1[8.11-1, 4, но здесь изменения состояния отделяются интер- 
валами, кратными 4А/. Если (— случайная величина, принимающая только два
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значения - аи — а с версятностями 1/5 и 1/›, TO x(t) имеет вид случайной 
телеграфной волны, как на рис. 18.11-1, с (с той же оговоркой, что и выше). 

Если различные измерения величины $ независимы, то 

Кл (т) = (Ма)? = (Мх)?= при |т|>АЁ 
Вых (<) =М (42).Р(Ь #--*—в одном промежутке А) - 

++ (Ма)? .Р (&, ЕЕт— в разных промежутках АД = ¢ (18-11-37) 

=0х- (1-е при |= 
и, следовательно, 

A 
| sin ® ->- 2 | 

Фхх (0) =0х.4#| — | +2675 (0). (18.11-38) 

  

—-— 

2 

На рис. 18.11-3 дано сравнение Ку (т) и Фу, (®) для случайной теле- 
графной волны и процесса жеребьевки с одинаковыми средними значениями 

. i 
&==0, дисперсиями Мл? =0? и средней скоростью отсчетов &=-5 4+. 

    

  

  

          

R(t ol 

-At | At т 

“at $. (6) А 

athe 

22а 4248 
| 
| 

-2% Za 0 —2n/At РАДЕ № 

a) 6) 
, 

Рис. 18.11-3. Корреляционная функция и спектральная плотность для случайной теле- 
графной волны (а) и процесса бросания монеты (5) с одинаковыми средними значениями 

Е = 0, дисперсиями Мл? == 02 и средней скоростью отсчетов а => А (на шкалах © в слу- 

чаях а) и 6) приняты разные единицы масштаба). 

18.12, ДЕЙСТВИЯ НАД СЛУЧАЙНЫМИ ПРОЦЕССАМИ 

18.12-1, Корреляционные функции и спектры сумм. Пусть х (0, и (ЕЁ) > 
случайные процессы. Для их линейной комбинации 

z (th=ax (t)-++ Ву (0) (18. 12-1) 

с действительными или комплексными коэффициентами о, В корреляционные 

функции Юхг (1, №), Вах (в, fe), Rez(ty &) даются формулами | 
Ryg=ARgy-h ВКхи, В.х=@ Вх --ВВух, 

^ (18.12-2) 
Кг == | @ [8 Rex +] BF? Куу--аВКхи- аВКух.
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‚ Эти формулы остаются справедливыми. и для корреляционных функций 
Кхг (т), В›х (т), В. (т) в случае стационарных процессов; соответствующие 
спектральные плотности равны 

Ф‚,=@аФ,„--ВФ,,; Ф=аФ,,-- ВФу», 

Dzz=| & |? Dye + | В Фу CBO ryt APD y x. 

18.12-2. Соотношения между входным и выходным сигналами для ляней- 
ных систем. Рассматривается действительная линейная система с действитель- 
ными входным сигналом х(’ и выходным сигналом 

(18.12-3) 

уд = о ох = ( Ad, 9х0-0%, (18.12-4) 

где весовая функция м (функиия Грина, п. 9.3-3 и п. 9.4-3) -есть реакция 
системы на единичный импульсный входной сигнал 9(1—А) u A(t, 0) = 

=: {#, [— 0). 

В наиболее важных приложениях # есть время и & (Ё, А) ==0 npn t CA, Tak KaK 
физически реализуемые системы не могут реагировать на будущий импульс (см. также 
п. 9.4-3). 

Еслн х (А) — действительный случайный процесс и если средние квадрагы 
Мх? (1) и Му? (0 конечны, то 

со 

My (f)= | w(t, № Мх (4) 4; (18.12-5) 

Racy (fy &) = Вух (6, В) = | w (ty A) Rex (tr A) dA, 
м 7%. | (18.12-6) 

Ву (в, 6) =  шЬ, в) Вух (В, в) ар 

(обобщенные соотношения Винера — Ли); 

My? (t)= | wt, w) Rye (é, в) ав. (18. 12-7) 
— со 

Если х (Ё} —гауссовский процесс, то у (Р) — тоже гауссовский процесс и он 
вполне определяется соотношениями (5)—(7). 

18.12-3. Стационарный случай. 
(а) Если входной сигнал х (В) стационарен и если линейная система инва- 

риантна во времени, т. е. 
со 

и (Е = (№), Е, == \ H (iw) e!% do, 
, — 00 . 

где ` | | (18.12-8) о 

Н (6) = J (Qe 4, 

то выходной сигнал (реакция системы) у( тоже стационарен. Если. при 
этом х (0) эргодичен (п. 18.10-7, Ь), то и у(#) тоже эргодичен.
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Соотношения (4)—(7) для действительных х (1), и(1) сводятся к следующим: 

у(д= J ht—Ax(aydve= 10х10, (18.12-9) 

My=Mx- \ 10%, _  (18.12-10) 

Ку (© = Ву» (-9)= (в) Вх (= J A] Ree(t—Odh, 
~ xo (18, 12-11) 

Ryy (= J A(t—p) Rye (ue) du= | A) Rye (t—O) db 

(соотношения Винера— Ли), 

Му = | h() Rey (6) <. | (18.12-12) 
— с 

Для физически реализуемых систем й (2) =0 при <0, 

(5) Важные соотношения (11) значительно упрощаются, если их предста- 
пить через спектральные плотности (п. 18.10-3): 

Oxy (O)=H (6) Ф;х (0); Фу» (®)=Н @6) Dex (0), (18.12-13) 
Фу, (0) =Н (16) Dyy (0) =H (im) Dy, (©) =| MW (5) Фу» (©). 

(с) Отметим также следующие соотношения: 
со } 

Ruy O= J Onn MR, TA) aA, | | 

где © © (18. 12-14) 

ул @= ( AMamtnd=s | 1H Gaye do. 
—CO | —0O 

В частном случае, когда входной сигнал есть стационарный белый шум с К хх (т) == 

= Феб (т) (п. 18.11-1, 9): 
Кху (1) = Doh (0), (18. 12-15) 

Ryy O = PoPpn O, (18. 12-16) 
| и 

My? = Ф.Ф, (0) =Ф, | № 0 45. (18.12-17) 
— 00 

18.12-4. Соотношения для корреляционных функций и спектров по вре- 
мени. Соотношения (2), (4) и (10)—(17) справедливы и для соответствующих 
средних по времени (п. 18.10-7—18.10-9), если они. существуют. 

18.12-5. Нелинейные операции. Если х (2 — случайный процесс, то 

y=y (x)=y [x ()] ` (18.12-18) 

определяет НОВЫЙ случайный процесс; распределения и средние по множеству 

наблюдений для процесса у находятся методами пп. 18.5-2 и 18.5-4. В част- 
вости, корреляционная функция выходного сигнала у (1) для. действительного
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процесса находится по формуле 

со oO 

Ryy (fir fe) = \ \ у (х1) у (х:) Фу, х, (Х1» Хо) ал Аха» (18.12-19) 
—-CO —oO 

где хи =х (В), хо=х (Б). 

Иногда удобнее формула 

1 
Вии (11. 1.) = — (2): \ \ М хх, ($1, 55) 7 (51) 7 (52) 4$, 45. 

1 2 

oo | (18.12-20) 
Y(s)= f ye *Sdx (a, < Res <a,), 

— со 

где 

контуры интегрирования С; и С. параллельны мнимой оси и лежат в полосе абсолют- 
ной сходимости интеграла. 

18. 12-6. Нелинейные операции над гауссовскими процессами. 
(а) Теорема Прайса. Если даны две совместно нормальные случай- 

ные величины х1, х. с ковариацией )ло и если функция |(х1, хо) для некото- 
рых действительных а > 0, 6 <2 допускает оценку 

Fey хор < ве +), 
92 (41, Xe) 

Nl Ayn ox! Ox, 
ai — Mi (1 хз) =М (n=1, 2, ...). (18. 12-21) 

Эта теорема позволяет находить средние и, в частности, корреляционные 
функции по формулам вида 

д 2 Mf (x1, 42) = м MEG 2) die $C, _(18.12-22) : 

где С есть среднее значение М{(хи, х.) при А1.=0, т. е. для некоррелиро- 
ванных ху, Хо. 

Эта теорема. приводит также к полезным рекуррентным соотношениям: 

Are 
Mxi'x? = mn \ Мхи — 17-1 Ао Мх" . Мл? (n, m=], 2, ...). (18.12-23) 

0 

В частности, 

Mx2x2 = 202, -+ 4А›Мх, Мх.-- Мх . Мж. (18.12-24) 

(5) Разложение в ряд. Если стационарный гауссовский процесс 
x(t) имеет Мх=0, В, (т) =о?ру,, (т) и если для функции и (х) существует 
Ruy (t), TO 

со ] 

My=a); Rey (t= Ree (t), Ryy (t)= У, арх» (©), 
k=0 

где | | ‚ (18. 12-25) 

ear = | y(ooVS) e~"H,(v)dv = (k=0, 1, 2, «..), 
TRE о 

Нь (о) —многочлены Эрмита (табл. 21.7-1). 

  

an ==  



| ГЛАВА 19 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА 

19.1. ВВЕДЕНИЕ В СТАТИСТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 

19.1-1, Статистики. Математическая статистика занимается как статисти- 
зеским описанием результатов опытов или наблюдений, так и построением и 
проверкой подходящих математических моделей, содержащих понятие вероят- 
ности. Ее методы расширяют возможности научного ‘предсказания и рацио- 
нального принятия решения во многих задачах, где существенные параметры 
не могут быть известны или контролируемы с достаточной точностью. 

Статистическое описание и вероятностные модели применяются к физи- 
ческим процессам, обладающим тем свойством, что хотя результат отдель- 
ного измерения физической величины х не может быть предсказан с доста- 
точной точностыо, значение некоторой подходящей функции у=у (ж, Хо, „.-, Мп) 
от множества результатов ху, хо, ..., хп Повторных измерений может быть 
предсказано с существенно лучшей точностью. Такая функция называется 
статистикой, а указанное свойство физического процесса — его статистиче- 
ской устойчивостью. Статистическая устойчивость в каждой конкретной ситу- 
‚ации есть эмпирический физический закон, котодый может быть проверен 
только опытом. 

Часто точность предсказания некоторой статистики возрастает с возра- 
станием объема л выборки (ху, xy, ..., хп) (физический закон больших чисел). 
Наиболее известные статистики — относительная частота (п. 19.2-1) и выбо- 
рочные средние (п. 19.2-3). | | 

19.1-2. ЖКлассическая вероятностная модель: статистики случайной вы- 
борки. Понятие о генеральной совокупности. 

(а) В классической модели наблюдаемая физическая величина х рассма- 
тривается как одномерпая случайная величина с подлежащей определению 
или оценке плотностью ф (х). Каждая выборка (ху, хо, ..-, Хи) значений х 
рассматривается как результат п независимых повторных измерений (п. 18.2-4). 
При этом x1, хо, ..., хи представляют собой взаимно независимые случайные 
величины с одинаковой плотностью вероятности ф(х). Такая выборка назы- 
вается случайной выборкой объема п и представляет собой л-мерную случай- 
ную величину (х1, Х., ..., хп). Плотность ее распределения называется функ- 
цией правдоподобия: 

(1, Хо, ›.., Ап) == (х1) Ф (х.)...Ф (хи). (19.1-1) 

Каждая статистика, определяемая как некоторая Функция 

у= у (жа, Хо, eee Xn) 
выборочных значений ху, хо, ..., хп, представляет собой случайную величину, 
распределение которой (выборочное распределение статистики у) однозначно 
определяется функцией правдоподобия, а следовательно, и распределением 
величины х. Каждое выборочное распределение зависит, как правило, от 
объема выборки п. 

Кроме рассматриваемой модели, могут встречаться и другие: распределение х может 
быть дискретным (игры, контроль качества), выборка может иметь бесконечный объем, 
вначения х, могут быть не одинаково распределены и не быть взаимно независимыми, 

случайная величина х может быть многомерной,
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(5) Когда возрастает объем выборки (п), многие выборочные статистики 
сходятся по вероятности (п. 18.6-1) к соответствующим параметрам теорети- 
ческого распределения величины х; в. частности, относительные частоты схо- 
дятся по вероятности (и даже в среднем; п. 18.6-3) к соответствующим веро- 
ятностям (п. 19.2-1). Поэтому каждую выборку рассматривают как выборку 
из теоретически бесконечной генеральной совокупности, распределение при- 
знака в которой совпадает с теоретическим распределением вероятностей 
величины х. Последнее называется распределением генеральной совокупности, 
а его параметры — параметрами генеральной совокупности. Во многих прило- 
жениях теоретическая генеральная совокупность есть идеализация действи- 
тельной совокупности, из которой получена выборка. О выборочном методе 
пля конечной совокупности см. п. 19.5-5. | 

19.1-3. Связь вероятностной модели с опытом: оценка и проверка. 
(а) Оценка параметров. Статистические методы позволяют учесть 

данные опыта (выборочные значения) для уточнения деталей вероятностной 
модели, например, для оценки плотности вероятностей ф(х) случайной вели- 
чины х. Знание же вероятностной модели позволяет прогнозировать будущие 
события, что важно для принятия решений. В большинстве приложений отно- 
сительные частоты (п. 19.2-1) применяются непосредственно только для гру- 
бой качественной оценки распределения генеральной совокупности. Обычно 
задаются определенным типом закона распределения генеральной совокуп- 
НОСТИ 

P= (xX; M1, Nea ...) (19. 1-2) 

и по данпым случайной выборки (хт, хо, ..., хп) оценивают лишь неизвестные 
параметры "1, 1», ... В пп. 19.3-1—19.3-5 приведено некоторое количество ти- 
повых законов распределения для подбора их. в соответствии с физическими 
предпосылками. | . ` 

Параметры 11, (г, ... обычно характеризуют определенное свойство теоре- 
тического распределения величины х (например, генеральное среднее, диспер- 
сию, асимметрию, см. табл. 18.3-1). Для оценки значений этих параметров 
по Данным выборки (х1, хо, ..., Мп) Пользуются значениями таких статистик 
Уз (Х1, Хо, ..., Хи), 1 (Хьь Хо, -.., Хи), ..., Которые характеризуют аналогич- 
ные свойства выборки (например, выборочное среднее, выборочную дисперсию, 
пп, 19.2-3—19.2-6). Выбор «подходящих» статистик не обязательно однозна- 
чен; предпочитают оценки у (х1, хо, ..., хп), которые сходятся по вероятности 
к \ при п—+ со (состоятельные оценки), у которых математическое ожидание 
равно 1 (несмещенные оценкн) ‘или у которых выборочное распределение 
имеет наименьшую дисперсию (эффективные оценки) и/или которые легче вы- 
числить (пп. 19.4-1—19.4-5). . | 

(6) Проверка статистических гипотез. Для проверки ста- 
тистических гипотез, устанавливающих некоторые свойства теоретического 
распределения (например, значения параметров 11, "2, ...), оценивается 
правдоподобие (1) испытываемой выборки (хи, хо, ..., хп) при условии, что 
для вычисления функции Г. (хи, Хо, ..., хп) применяется предполагаемая плот- 
ность распределения (2). Гипотеза отбрасывается, если испытываемая выборка 
(х1, Хо, ..., ^п) Попадает в область малого правдоподобия, т. е. если найден- 
ное из опыта значение статистики и (ху, хо, ..., хл) Маловероятно при выбран- 
ной гипотетической функции правдоподобия. Выбор вероятности, которую 
следует считать малой (уровня значимости критерия), зависит от условий 
задачи. | | 

Непараметрические критерии проверяют свойства гипотетического распре- 
деления, которые не сводятся к значениям параметров (например, идентич- 
ность двух распределений, независимость двух случайных величин, пп. 19.6 8 
и 19.7-6); эти критерии удобны тем, что не требуют знания’ типа ‘распреде- 
ления (2) генеральной совокупности.
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Примечание. Некорректное применение статистических методов может пря- 
вести к неверпым заключениям. Все (возможно, и пе высказанные явно) предположения, 
относящиеся к теоретическому распределению, должны быть проверены. Никогда не 
следует применять одну и ту же выборку для оценки и для проверки. Заметим, наконец, 
что статистические критерии не могут доказать ни одной гипотезы: они могут лишь 
указать Ha «отсутствие опровержения». 

19.2. СТАТИСТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ. ОПРЕДЕЛЕНИЕ 

И ВЫЧИСЛЕНИЕ СТАТИСТИК СЛУЧАЙНОЙ ВЫБОРКИ 

19.2-1. Относительные частоты. 
(а) Определение. Пусть событие В состоит в том, что значение слу- 

чайной величины х принадлежит некоторому множеству Se (обычно некото- 

рому классовому интервалу, п. 19.2-2, Б), и пусть дана случайная выборка 
(х1, Хо, ..., Ал) значений величины х. Частотой события Е в данной случай- 
ной выборке называется количество п» выборочных значений х». попадающих 

в бр, а относительной частотой — отношение пр к объему выборки п: 

й {Е} = -(19.2-1) 

(5) Центр распределения и дисперсия. Так как случайная 
выборка может рассматриваться как результат последовательности п испы- 
таний по схеме Бернулли (п. 18.7-3), то случайная величина пр имеет бино- 

миальное распределение (табл. 18.8-3), где $=Р {Е} = \ АФ (х) есть вероят- 
SE 

ность события E 

Мл {Е} =Р {Е}, ОВР СРВ. (19.22)   

Относительная частота й{Е} есть несмещенная состоятельная оценка 
для соответствующей вероятности Р {Е}; при п — со эта оценка В {Е} асимп- 
тотически нормальна с параметрами (2) (пп. 18.6-4 и 18.6-5, а). 

19.2-2. Распределение выборки. Группированные данные. _ 
(а) Эмпирическая функция распределения. Для данной 

случайной выборки (х1, Хо, ..., хп} эмпнрическая функция распределения 

F(X)=h{x < X} (19.2-3) 
есть неубывающая ступенчатая функция с Р(— 00) =0, Р (-- оо) =Т. Она 
является несмещенной состоятельной оценкой для функции распределения 
Ф (Х) =Р {х<Х} (п. 18.2-9) и определяет частотное распределение выборки 
(омтирическое распределение). 

| (5) Классовые интервалы и группированные данные. 
Пусть размах случайной величины х разделен на конечное (или бесконечное) 

число подходящим образом выбранных „классовых интервалов Xj-5 АХ; = 

=х < Xi 5 AX, (=1, 2,...), длины которых соответственно равны АХ,, 

АХ., ... середины интервалов суть Х.<Х.-<...).. Для данной случайной 
выборки групповая частота п; есть число тех х,, которые попадают в [-й 
классовой интервал (описание выборки через группированные данные). 

Относительные частоты fA;=n,/n попадания в |-Й классовой интервал 
должны в сумме давать единицу; они являются несмещенными состоятельными 
оценками для соответствующих вероятностей 

Ку-з 5^, 
20 Г, Корз и T, Кора
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Накопленные частоты М), и накопленные относительные частоты Ё, опре- 
деляются формулами 

1 4 i . 
Nj= пь = У hime Smaak (Xrb 7 4%). (19.2-4) 

i=] 

Для выборок достаточно большого объема при достаточно малых классовых интер- 
валах все выборочные статистнки могут быть вычислены по относительным частотам й, = 

п/п, точно так же как соответствующие параметры генеральной совокупности вычис- 

ляются по вероятностям. Применение группировапных данных. дает экономию в расче- 
тах, если объем выборки и больше; чем 25. Кроме того, статистики Е (Х), ai, М, 

» Р, дают различные графические представления выборочного распределения и, следова- 

тельно, оцениваемого распределения генеральной совокупности (гистограмма, полигон 
распределения ит. .д). 

(с) Выборочные квантили Хр определяются формулой (см. также табл. 18.3-1 

и п, 19.5-2), 
h{x<Xp} =F {Xp}=P O<P< 1). (19.2-5) 

Эта формула определяет Хр неодпозначпо, она лишь указывает границы выборочных зна- 

чения хр; X1), называется выборочной медианой, X17, X17, и Xa), — выборочными 

квартилями; аналогично определяются выборочные децдили и процентили. 

19.2-3. Выборочные средние (см. также пп. 18.3-3, 19.2-5 и 19.5-3). 
(а) Выборочное среднее значение величины х. Пусть дана 

случайная выборка (х1, хо, ..., Хи); выборочным средним значением величины х 
называется 

п 

ха...) У хь. (19.2-6) 
k=] 

Для выборочного распределения, заданного классовыми интервалами 
с центрами х=Ху, Х., ..-, Хи (п. 19.2-2), выборочное среднее Х аппрокси- 
мируется значением 

т 

1 1 Ха=- (тт Х, +... НпттХи)=-- У) вх, (19.2-7) 
| > 

(выборочное среднее при группированных данных). | 
Хх есть характеристика положения для выборочного распределения. Отме- 

тим моменты распределения величины Х: 

Mx=E, Dr=<, (19.2-8) 

M(x—=)8 = Ms, МЕ = (19.2-9) 
ns 

если величины справа существуют (из и и — центральные моменты теоретиче- 
ского распределения величины х). Выборочное среднее Х есть несмещенная 
состоятельная оценка для генерального среднего & = Мх. Если 0? существует, 
то Х имеет асимптотически нормальное распределение с параметрами (8) при 
п—со (пп. 18.6-4 и 19.5-2). 

(5) Выборочное среднее для и(х). Выборочное среднее для функ- 
ции ‘/(х) случайной величины хесть 

в 

у [и (жа) у (жа) -.Ну = Уу@еы —^ (9.2-10) 
k=1 

или, при группированных данных, 
т 

= 1 У ‹ 

j=1
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Оценки, основанные на формуле (11), иногда можно улучшить введением 
поправочного члена (п. 19.2-5). 

19.2-4. Выборочные дисперсии и моменты (см. также пп. 18.3-3, 18.3-7, 
19.2-5, 19.4-2 и 19.5-2). | | | 

(а) Выборочные дисперсии 
п 

SN 1 = 
S?== (x — XP? = — » (x, —X)*, 

a=! (19.2-12) 

  

п 

2. 7% oe | — ха 
ито (&—Х) 

являются характеристиками рассеяния выборочного распределения; $ назы- 
вается выборочным стандартным отклонением. Отметим формулы 

М1 08; MS?=0?, (19.2-13) 

] —3 | 05 (мп 90а), (19.2-14) 
п — 

  

если величины справа существуют. $2 есть несмещенная состоятельная оценка 
для генеральной дисперсии 0*= Ох, и потому она чаще применяется, чем 52. 

(5) Моменты выборки. Выборочные начальные моменты а, и выбо- 
рочные центральные моменты т; порядка г определяются формулами 

п п 

> 1 1 —— 1 = 
Op = Xl = — Xp, MM, = (x— KX) = — > (хв— ху. (19.2-15) 

k=] k= 1 

Заметим, что 
2 

02 — a, 

Ma,=a,, Оба, =", (19.2-16) 
п 

Mm, =u,-+0 (=) 

1 9 1 Dirt, = (Hap —27Hp aH ay PEE HME) +0 (ge), (19.2-17) 
если величины справа существуют, а, есть несмещенная состоятельная оценка 
для соответствующего теоретического начального момента &,=Мх” генераль- 
ной совокупности. Бсли существует а»;, то а, имеет при п — со асимптоти- 
чески нормальное распределение с параметрами (16). т, есть состоятельпая, 
но смещенная оценка для теоретического центрального момента п, =М (х —&). 

Несмещенными и состоятельными оценками для Из и и. будут соответственно 

п? n (n? — 2n + 3) m, — 3n (2n — 3) та 

пи)” ™ (n—1)(@—2) (n—3) 
  

(<) Характеристики асимметрин и эксцесса (см. также табл. 
18.3- ип. 19.3-5). Статистики 

ТЗ. Та. 
=. а = 9 — (19.2-18) 

т!’ т. 

характеризуют соответственно асимметрию и эксцесс выборки и являются состоятельными 
оценками асимметрии и эксцесса генеральной` совокупности (см. также п. 19.4-2). Грубо 
говоря, &: >> 0 указывает на длинный «хвост» в правой части распределения. Некоторые 

авторы вводят &1 И 85 -- 3 вместо &} и &., 

20*
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19.2-5. Упрощенное вычисление выборочных средних wv дисперсий. Поправка на 
группировку. 

(a) Пря вычислении удобно выбрать начало отсчета Х. вблизи центра выборочвого 
распределения и считать по формуле 

я 

- I r= Xot— Sy, — 4) (19.2-19) 
# = 

или, при группированяых данпых, 
т 

- } <= Хо У п, (Х,- Х). = (19.2-20) 

(5) Выборочные дисперсии $ и 5? могут быть подсчитаны по формуле 
nt 

  

  

и в — 1 2 1 y _ “y . 

$ 7 $ A У хь —х (19,2-21) 

. k= j 
или, при Группироваиных даниых, . 

ay 

» n— | 2 1 ча. 9 2 
sG = = SG = = У п; j~ XG. (19, 2-22) 

ix] 

(<) Вычисления при группированных данных особенно упрощаются, если все клас- 
совые иптервалы имеют одинаковую длину АХ и если за начало отсчета принята сере- 
дина одного из классовых интервалов, так что 

  

где у, принимает только целые значения 0, +1, +2,... Тогда 

т 

~ - - | — хо = + аоАХ. we=z >) 4%), (19.2-24) 
. j= 

' m 
о п — .9 1. 2 ~2 ‹ 5. = 55=|-: У, п; — 56 | (Ха, | (19.2-25) 

п 
` j= 1 

Проверять вычисления можно, выбирая другое начало отсчета; например, Х, + АХ. 
(4) Поправка Шеппарда на группировку. Пусть все классовые 

интервалы имеют одинаковую длину АХ. Если для тебретического распределения вели- 
чины х оба «хвоста» имеют высокий порядок соприкосновения с осью х, то приближение 

  

57, к истинной выборочной дисперсии s* можно улучшить путем прибавления лоправки > 

Шеппарда — on . Для выборочвых моментов по групиированпым данным 

т т 
ty г J ? ‘ aga Dak mga >) a, (X,— 46) {19, 2-26) 

==} 1== 

можно ввести зналогичные поправки с помощью оценок 

  

а, = a1G, 

, 1 +. I 2. 
a, = 496 — 19 (АХ)?, п, = тб — 15 (АХ)?, | 

1 { (19.2-27} 
в, = @зб —-р 4,6 (АХ), т, = ту, | 

а’=а — ay (АХ -Р (AX)4 т’=т —_ 1 т (АХ)? <a (AX)4 

Вообще 
| 

r 
‘ г 1-k R , . 

и” Ho (‘,) (2 —3) Baap 4, G АА) (= 1,2,.,.), (19, 2-28) 

где By числа Бернулли (п. 131.5-2),
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Приведенные оценки совпадают с оценками по негруппированным данным в том слу- 
. . к . 

чае, когда х, (4) =0 при |9 | > Ax ® (= >> 0). Для нормально распределенной вели- 

чины х при АХ = 26 

а; = а, с точностью до 2;3 + 10-3 АХ при Ё 520, 

  

? 

а, = а, — (АХ) 19 с точностью до 3,1 + 10-20? при  =0, 

Примечание. [оправка Шеп парда часто применима в качестве оценки ошибки; 
возникающей при округлении выборочных значений в точных формулах (12) и (15). На- 
пример, средняя ошибка округления АХ/2 в значениях х, воздействует обычно на 51 
только как {АХ)?/[2. 

19.2-6. Размах выборки (см. также п. 19.5-4). Размах ш случайной выборки 
(х|, Хо, ..., Хл) есть разность между наибольшим и наименьшим значениями 
хь. Размах выборки имеет физический смысл (контроль качества) и служит 
для грубой, но удобно вычисляемой оценки характеристик генеральной сово- 
купности. Размах выборки, наименьшее и наиболышее выборочные значения 
дают примеры порядковых статистик. 

19.3. ТИПОВЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

19.3-1. Вводные замечания. В качестве теоретического распределения 
{генеральной совокупности) в статистических моделях могут служить распре- 
деления вероятностей, описанные в пп. 18.8-1— 18.8-9, в частности, нормаль- 
ное, биномиальное, гипергеометрическое и пуассоновское распределения. При- 
менимость тех или иных частных типов распределения (с подходящимн пара- 
метрами) может быть установлена как теоретически, так и по графику 
эмпирического распределения. 

Особенно удобно нормальное распределение. Каждое нормальное распределепие 
вполне определяется своим первым и вторым моментами. В случае пормального распре- 
деления генеральной совокупности точно рассчитаны статистические критерии выбороч- 
пого распределения (пп, 19.6-4 и 19.6-6). Применнмость нормального распределения часто 
обосновывается центральной предельной теоремой (п. 18.6-5); в частности, ошибки изме- 
рения часто рассматриваются как нормально распределенные суммы большого количества 
независимых ‹элементарных» ошибок. 

19.3-2. Х Класс распределений Кэптейна. Часто оказывается желательным 
сопоставить с опытными данными такое распределение случайной величины х 
ь интервале (а, 5), чтобы некоторая функция в (х) имела нормальное распре- 
деление, т. е. чтобы 

OD, (x) =D, [| Px = ss exp \— 1 [и] 
г г 2л 2 Og 

Функция с (х) должна быть монотонной при а<х<Ьи изменяться ‘от — со 
до --со. После того как функция в(х) выбрана (например, из теоретических 
соображений), остается оценить только два параметра и= Ме (х) и 0», что 
для нормального распределения сделать нетрудно. 

ag | 
ax \° (19.3-1) 

  

Случайная величина х, описываемая распределением (1), может рассматриваться 
как предел последовательности случайных величин 

каждая из которых есть результат действия малых независимых импульсов 2, Ро weet 2. 
удовлетворяющих условиям п. 18.6-5, с, причем 

r—l x х x Я 
° У, it)” = \ x 

2 9 ——— > —— =. 

— é 
. i=0 Xo ,
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В частности, если Й (Хх) = с0оп${ = С, то В (х) == (х— хо)/С и распределение (1) пормаль- 
пое. Если h (x) = х, т. е. эффект действия импульса пропорционален уже достигнутому 
вначению случайной величины, И Хх, =1, то Е (х) = Шх, и мы нмеем логарифмически 
нормальное распределение 

0 (x < 0), 

Q (x) = 1 [ 1 (* x— =) (19.3-2) ———— exp | — — | -———- x > 0). 
хо У2л р 2 с ) 

19.3-3. Ряды Грама—Шарлье и Эджворта. Плотность стандартизозванной 

случайной величины eat (n. 18.5-5) часто удобно аппроксимировать 
с помощью формулы 

‘4 © ao? 1 | . 10 2 Фо (= фи Фи 0+ [1 (3) 9 +5 (BY ey |, (19.3-За) 
где = ., |, 4 — параметры теоретического распределения велпчины 2 
(п. 18.3-7, Ъ). Вводя коэффициенты асимметрии и эксцесса (табл. 18.3-1, 4), 
формуле (За) можно придать вид 

92 (X) © ue) —3 Oy CO+LE oy W4+2E ow]. (19.3-35) 

ХФормула (3) дает поправочные члены при замене плотности распреде- 
ления фу (х) плотностью нормального распределения ф„, (х). В частности, фор- 
мула (3) может применяться для приближенного построения плотности рас- 
пределения суммы п независимых случайных величин; в этом случае коэф- 

фициент при фи имеет порядок О(п "!*), а коэффициенты при слагаемых, 
объединенных квадратной скобкой, —О (п`!).х 

Аналогичное выражение для функции распределения MD, (x) получается 

из (3) заменой ф) (x) на me) (х). Заметим, что для входящих в формулу (3) 
производных от плотности нормального распределения ф„(х) имеются широко 
распространенные таблицы и что параметры (коэффициенты) могут быть легко 
оценены как функции моментов (п. 19.4-3); все же расчет выборочных рас- 
пределений здесь не прост. 

Для весьма ограниченного класса распределений формула (3) содержит первые 
члены разложения в ряд Грама — Шарлье по ортогональвым функциям (п. 15,2-6): 

Ф = Ф, + Фи @) ФР я (19.3-4а) 

Ns Ta 4) 19.3-46 
Фх (*) = Фу (%) -- 31 Фи (x) +, Su (X) + soe (19.3-46) 

где 

1 \k С | x = (—-— Н, (-—— (x) dx 19.3-4с 
"Me ( 7) « (7) % meg — 

Н, (х) — многочлен Эрмита степени # (п. 21.7-1). В частности, 1: = — Yee Ne = Ya- 
Ряд (4а) сходится к Ф, (х), если существуют все моменты В, ц., ... и если 

—- 43 

[ et аФ, (х) сходится; ряд (46) будет при этом сходиться к Ф.. (х) во всех точках 

wo CO: 

непрерывности, если Ф,, (х) есть функция ограниченной вариации (п. 4.4-8, Б) в (— со, со). 

Для очень большого класса распределений аппроксимация (3) может быть обосноваяа 
асимптотическими рядами Эджворта [18.6]. 

19.3-4. Усеченные нормальные распределения и распределение Парето. 
(а) Усеченные нормальные распределения. Если из нормальной 

совокупности со средним И и дисперсией 0? (п, 19.1-2) исключить все события {* <*o},
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то осгавшаяся совокупность будет иметь одностороннее усеченное нормальное распре- 
деление, для которого’ ф (х) = Ф (4) =0 при х<%<ми 

Ф —- }— T 

(x) = (и) Ф (4) = 2 о (x > Xo) (19.3-5 

    

Хо — . 
rye t = Q, aot) — степень усечения, равная вероятности Р {* < Xo} в исходном рас- 

пределении. 
„Первые два начальных момента усеченного распределения равны 

QQ, = - Op (Xo), | 

Ча == И? -- 6? (в -- х) D (Xp) + 0%. 

Если заданы х,о и моменты 4., а, (последние оцениваются выборочными моментами а1, а. 
п/ 19.2-4, Ъ), то ми в могут быть найдены с помощью таблиц Пирсона, дающих числен- 
ное решение уравнений (6) {18.5]. 

(6) Распределение Парето определяется формулами @ (x) = Ф (х) =0 npux <x a 

(19.3-6) 

  

Ф (4) => (2 )er @ (x) = 1 — (=) (x > x93 a> 0), (19.3-7) 

ё == Мх == 1% (a>1), м); =21/4х,. (19.3-8) 

19.3-5. Типы распределений Пирсона. Плотность многих непрерывных распреде- 
лений вероятностей может быть определена как решение дифференциального уравнения 

dQ K+ Ns 

dx a tee tee? OY we’) 
cofepxKainero yeTLipe Napametpa. Kaxkablt napameTp Ny, может быть выражен через первые 
четыре момента @,„ или Bb, (m1. 19.4-3), но расчет выборочных распределений, даже 

в наиболее простых случаях, труден. Распределения, определяемые уравнением (9). 
могут быть классифицированы в зависимости от характера корней уравнения Na + Ngt + 
-{ Их? = 0. Эти распределения охватывают миогие распределения, приведенные в табл. 
18.8-11, нп. 18.8-З и 9.5-3, как частные случаи. 

Для распределений Пирсона вводится пирсоновская мера асимметрни (табл. 18.3-1); 

 — Ем ¥1(Y. + 8) 
= x AY ‚ (19,3-10) 
  

при малых \,., \ отсюда следует, что om wf -> O71. 
- 

у 

19.4. ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ 

19.4-1. Свойства оценок (см. также п. 19.1-3). 
(а) Статистика y(x,;, хо, ..., Ха) называется состоятельной оценкой для 

параметра | теоретической совокупности, если у сходится к \ по вероятно- 
сти при увеличении объема выборки п, т. е. если вероятность любого конеч- 
ного отклонения |у —\| стремится к нулю при п-—+ со (п. 18.6-1). 

(6) Смещением некоторой оценки у параметра п называется разность 
Му—1. Оценка у называется несмещенной оценкой Параметра 1, если Му==\. 

(с) Асимптотически эффективные оценки и эффектив- 
ные оценки. Желательно применять такие оценки, выборочные распре- 
деления которых возможно меньше рассеиваются около искомого значения 
параметра, т. е. оценки с возможно меньшей стандартной ошибкой V Dy = 
== 6 (y). Для важного класса оценок и (х1, Хо, .... хп), Выборочные распреде- 
ления которых асимптотически нормальны со средней Ч и дисперсией А/в 
(см. также п. 19.5-2), постоянная А определяется формулой 

. 1 
a= Ит пОи > А = 19.4-1 hoc у min one, ( )
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Асимптотическая эффективность ех {и} = ‘min такой оценки измеряет рас- со A ряет р 
сеяние асимптотического распределения около параметра 1; y называется 
асимптотически эффективной оценкой параметра y, если A= Каждая 

асимптотически эффективная оценка является состоятельной. 
min?’ 

Более общо, «относительная эффективность» оценки у (^:, Хо, ..., Х„) параметра и 

по данной выборке объема п измеряется обратной величиной ‘среднего квадрата откло- 
непия М (у —\)?. При достаточно общих условиях средний квадрат огклонепия М (и —')? 
различных возможных оценок у данного параметра 1 имеет конечную нижнюю грань, 
определяемую формулой 

(| db \2 

Amin +55) 
2 9 

n aM (oe | 

rue 6 (nN) = My — yn (cm. [18.6]). 
Для песмещенных оценок у выражение (2) сводится к 

Amin | . 
=—— (19.4-3) 

nM ( — 2)" 
On 

несмещенной оценки, удовлетворяющей соотношению (3), из- 

  М (и — в)? > (19 4-2) 
  

Dy> 

    

A 
SphekTuBuocrs e (y) = ПТ 

nDy 
  

меряет рассеяние выборочного распределения около \ = Му. В этом случае предел 
lim e {и}, если он существует. называется асимптотической эфрективностью. Некото- 
п- о 
рая (обязательно песмещениая и состоятельная) оценка у называется эффективной оцен- 

уп 

  

кой параметра 7], еели Оу существует и равна нижпей грани 

(4) Достатозчные оценки. Онпенка у (ху, хо, ..., Хи) параметра 1] 
называется достаточной оценкой, если функцию правдоподобия для выборки 
(п. 19.1-2) можно представить в виде 

L(Xy, Xo, oe Хи; MHL, 1) La (Xp Xa, vee Ха), } (19 4-4) У =у(Хь, Хь ..., Хи), | 
где [.› не зависит от 1. В этом случае условное распределение вероятностей 
величины (х1, Хо, ..., Ал) при условии {у=уУ} не зависит от 1], так что д0- 
спаточная оценка у параметре \ подытоживает всю информацию относи- 
тельно 1, содержащуюся в выборке. Эффективная оценка обязательно является 
достаточной. 

(е) Обобщения. Формулы (1) —(3) применимы и к дискретным рас- 
пределениям, если вместо плотности распределения ф (ху, хо, ..., хи) подста- 
вить в них р (ли, Хо, -.., Хл). Теория, изложениая выше, применима без изме- 
нения к совокупностям, описываемым многомерными случайными величинами. 

Совокупность т подходящих несмещенных оценок Ут, Ио, --- ‚ Ут Называется совме- 

стно эффективной оценкой т параметров Tye Noe s+» Nye CCH эллипсоид рассеяния 

(п.18.4-8, с) совместного выборочного распределения совпадает с «эллипсоидом минимального 
рассеяния», аналогнчно мивимуму дисперсии, определенному формулой (3). Совместные 
асимптотически эффективные оценки определяются подобным образом через асимптоти- 
ческие выборочные распределения. Обратная величина обобщенной дисперсии (п. 18.4-8, с), 
соответствующей совместному выборочному распределению величин У1, Шо, ---,Ить ЯВЛЯ- 

ется мерой относительной совместной эффективности этой совокупности оценок. 
Чтобы определить совокупность т совместно достаточных оценок уу, И., ..., И, 

надо только. заменить случайную величину и в формуле (4) т-мерной случайной величн- 
ой (№. Yo @er Ут)- 

19.4-2. Некоторые свойства статистик, применяемых в качестве оценок 
(см. также п. 19.2-4). 

(а) Функции от моментов. Каждая статистика, представимая 
в виде рациональной функции от выборочных моментов а;, является состоя-
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тельной оценкой той же самой функции от соответствующих моментов &„ 
генеральной совокупности при условии, что рассматриваемые моменты сищест- 
вуют и что значение функции в: них конечно (см. также п. 18.3-7). 

Несмещенную состоятельную оценку часто удается получить из смещенной 
состоятельной оценки путем умножения ее на подходящую функцию от п. 

Аналогичная теорема применима к функции от выборочных моментов а, и, ** 

для многомерных выборок. В частности, величины Bie Bor lips Tip HO m (п. 19, 7-2) 
12 .. 

являются состоятельными оценками соответствующих параметров ve “Yo: Nine Pip 

в генеральной совокупности. 
12 ° 34..." 8. 

(5) Для выборок из нормальной совокупности имеем: 
1) Х— эффсктивная оценка для &. 

2) хи $5? — совместные асимптотически эффективные оценки для Ё и 

  

„ - п 
6“, но 5?—смещенная опенка; хи 5? = -——- 52 — совместные достаточ- 

ные и асимптотически эффективные оцепки для Ё и 072; 52 имеет эффек- 

THBHOCTh ——— 

3) Если Ё известио, то $2 —=(х— Е)? — эффективная оценка для 02. 
4) Выборочная медиана х, ‚„„ Имеет асимптотическую эффектив- 

ность 2/л. , | 
Для выборок из биномиального распределения (табл. 18.8-3) х — эффектив- 

вая оценка для &. 
Для выборок из двумерного нормального распределения (п. 18.8-6) с изве- 

стным центром распределения выборочные центральные моменты [11, Цо и log 
(п. 19.7-2) являются совместными асимптотически эффективными оценками 
для Ал, №2 И Лоо. 

19.4-3. Нахождение оценок. Метод моментов. Если распределение гене- 
ральной совокупности описывается функцией 

DXF Te Mey ...). OU My Mey ee) или (XI Thy Tay») 

заданного вида с подлежащими определению параметрами 11, 1, ..., то каж- 
дая числовая характеристика распределения Мх, Ох, ©, и т. д. является 
функцией параметров 1, Па, ... В частности, 

О — би (1, 2, ...),  б2=0 (Та, М, ...), +; 

если эти моменты существуют. Метод моментов определяет (совместные) 
оценки 

Ут (<1, Xa, sees хп), Y2 (x4, Хоу ++.» Xn), ...у Ут (xy, Хз, sory Xn) 

для соответствующих параметров 1], Yo, ..., Чт посредством т уравнений 

а, (Из, Ио, +... Ут)==а, (Ж1, Хо, ++. Ап) (r=1, 2, ..., m), (19.4-5) 

получаемых путем приравнивания первых т выборочных моментов а; соответст- 
вующим моментам &@, генеральной совокупности. Получаемые при этом оценки 
у, будут функциями от выборочных моментов (см. также п. 19.4-2, а). 

9.4-4. Метод наибольшего правдоподобия. Для любой данной выборки 
(х1, Хо, ..., Ал) значение функции правдоподобия Г. (х1, хо, ..., хи) (п. 19.1-2) 
есть функция неизвестных параметров 1, 2, ‚.. ЛО методу наибольшего 
правдоподобия в качестве оценки каждого параметра \ч„ выбирается такая 
‘функция ур (х1, Хо, ..., Хи), Которая придает возможно большее значение вели- 
чине L(xy, Хо, ..., Ла; Ул, У, ...) для всех выборок (х1, Хо, ..., хп). Для 
получения совокупности т (совместно) наиболее правдоподобных оценок 

Ул (Хау Хау +ега Хи), Yo (Kas Хоа Ал зао Ив Я Я even Xp)
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решают систему т уравнений наибольшего правдоподобия *) 

dy, In L (x, Хоу ++. Xn: ут, у», een, ут)=0 (Е=1, 2, vee, т), (19.4-6) 

которые выражают необходимые условия максимума функции правдоподобия, 
если последняя дифференцируема (п. 11.3-3). 

Хотя метод наибольшего правдоподобия часто приводит к более слож- 
ным вычислениям, чем метод моментов, наиболее правдолодобные оценки 
могут оказаться предпочтительнее, ‘особенно в случае малых выборок, так как: 

1) Если эффективная оценка (или совокупность совместно эффек- 
пшвных оценок) существует, то она будет единственным решением 
уравнения (или системы уравнений). правдоподобия (6). 

2) Если достаточная оценка (или совокупность достаточных 
оценок) существует, то каждое решение уравнения (или системы 
уравнений) правдоподобия (6) будет функцией этой оценки (или оценок). 

Кроме того, при достаточно общих условиях уравневия правдоподобия (6) имеют 
решения. дающие состоятельные, асимптотически нормальные и асимптотически эффек- 
тивные оценки [18.6]. 

Пример Если величипа х распределена нормально, наиболее правдоподобная 
п 

оценка `Х = хдля Ё является эффективной оценкой и минимизирует У (х;— Х)? (метод 
t 1 — 

наименьших квадратов в.теории ошибок). Заметим, что метод наибольшего правдоподобия 
применим также к многомерным совок упностям, 

19.4-5. Другие методы нахождения оценок. Некоторые методы, обычно применяемые 
в критериях согласия, могут быть использовавы и для оценок параметров (п. 19.6-7, 
см. также пп. 19.9-1 — 19.9-5). 

19.5. ВЫБОРОЧНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

19.5-1. Вводные замечания. Здесь рассматриваются распределения ста- 
тистик, часто применяемых в качестве состоятельных оценок для соответст- 
вующих параметров генеральной совокупности. В п. 19.5-2 речь идет о при- 
ближенном расчете выборочного распределения для болыших выборок, в 
пл. 19.5-3 и 19.5-4 —о распределении статистик, получаемых из нормальных 
совокупностей. 

19.5-2. Асимптотически нормальные выборочные распределения (см. также 
п. 18.6-4). При достаточно большом объеме выборки выборочные распреде- 
ления многих статистик можно аппроксимнровать нормальным распределением 
с помощью следующих теорем, получаемых из п. 18.6-5. 

(а) Пусть статистика у(х1, х., -.., Ха) представима в виде функции 
у=р (ту, ть, ...) от выборочных моментов ть, и пусть (та, то, ...) определена 
и дважды непрерывно. дифференцируема в окрестности точки т == ил, то== Во, ... 
Тогда выборочное распределение статистики у при п -+ со асимптотически 

a t l р 

нормально с- центром (ил, мо, ...) и дисперсией вида + О (-= ). Эта тео- 

  

п 

рема применима, в частности, к выборочному среднему х, к выборочным дис- 
персиям 5? и 52 и ко всем выборочным моментам а, и т, (п. 19.2-4). Анало- 
гичная теорема: применима к многомерным распределениям. 

(5) Распределение каждой выборочной квантили Хр асимптотически нормально 

P (1 — P): 

пФ? (ХР 

венна и если производная Фф’ (х) существует и непрерывна в окрестности точки х=х Р. 

Эта теорема применима, в частности, к выборочной медиане Х1/,. При аналогичных усло- 

виях любое совместное распределение выборочных квантилей (и, следовательно, напри- 
мер, выборочной интерквартильной широты) также является асимптотически нормальным. 

с центром хр и дисперсией ‚ если только генеральная квантиль хр единст- 

  

*) Функции Е ип 1 достигают максимума одновременно,
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19.5-3. Выборки из нормальной совокупности. Распределения 72, Ёи 92. 
(а) В случае выборок из нормальной совокупности (нормальных выборок) 

все выборочные значения являются нормальными случайными величинами 
и многие выборочные распределения могут быть вычислены явно с помощью 
пи. 18.5-7 и 18.8-9. Предположение о нормальности генеральной совокупности 
часто опирается на центральную предельную теорему (п. 18.6-5; пример: 
ошибки измерения). 

Для любой выборки объема п из нормальной совокупности с центром & 

и дисперсией о? 

1) ar имеет стандартизованное нормальное распределение 
ayn 

(и-распределение, п. 18,8-4); 

2) ЯВ (отношение Стьюдента) имеет #-распределе- 
SlVn— slVn=1 

HHe c n—1 cTrenenbio cBoborb (Ta6n. 19.5-2); 
п 

  

— 2 a 1 ~ 
3) м a eS У (х,„—х)? имеет  452-распределевие 

k=] 
‘c n—1 crenenbio свободы (табл. 19.5-1); 

4) 

  

имеет стандартизованное нормальное распределение; 

х-& 4, -€§ n—-l 
5) =— == —— имеет {-распределение < п—1 степенью 

$ п 

свободы; 

      

x; — x n x; — xX 

6) — -—1=—__ имеет г-распределение с т=п— 2 сте- 
п 

пенямн свободы {п. 19.7-4); 
A п 

ns? 1 

7) = = or У (xj —&)? имеет у2-распределение с п степенями 
i=] 

  

свободы. 

Дополнительные формулы см. ннже в табл. 19.6-1. Табл. 19.5-1 — 19.5-3 

списывают распределения 52, Ёи 17°; квантили этих функций табулированы 
(см. табл. 19.5-4 — 19.5-6). _ у 

(5) Выборочное среднее х и выборочная дисперсия 5$? независимы ` тогда 
и только тогда, когда рассматриваемая выборка получена из нормальной сово- 

киупности. 
- —Г 

Для каждой нормальной выборки х, Ss? и тут, /2 взаимно независимы для 

  

всех г, ДЛЯ 51 — 737. /з, =. — 3 имеем 

3 

6 (n ~ 2 
Mg, =9, ато (19.5-1) 

_ 6 __ 241 (п — 2) (n — 3) 
Mg. = ae I Dgo= (п и 1j2 (n + 3) (п + 5)" (19.5-2) 

19.5-4. Распределение размаха выборки (см: также пп. 19,2-6 и 19.7-6). 
(а) Если генеральная совокупность имеет непрерывное распределе- 

ние, то размах ш случайной выборки объема п имеет плотность распре- 
деления - 

co 

Py (W)=n (n—1) \ [Ф (х--ч)—Ф ("2 ф (х) ф(х- и) ах. —(19.5-3) 
—со
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Эта функция табулирована для некоторых видов распределений генераль!:0й 
совокупности. [18.9]. 

(5) Для нормальной генеральной совокупности среднее значение и средбне- 
квадратическое отклонение размаха ш пропорциональны среднему квадратичес- 
KOMY отклонению д генеральной совокупности: 

Mw=k,o, Dw=c?o?; (19.5-4) 

Аи, би И Cy/Ry табулированы как функции от 2; W/ky eCTb несмещенная оцелка 
для 0. Средний размах 

Но, -... +O, 

т 
Ш ==   

для т случайных выборок объема п имеет при т —* со асимптотически нор- 
с? 0? 
  мальное распределение с центром К„о и дисперсией ‚ ш/ви является при 

этом несмещепной состоятельной оценкой для д. 
(с) Для равномерного распределения генеральной совокупности в интер- 

gare (a, 65) 
— 1 

Mw ==(b —a) — nT?   Dw = (6 —a)* и rN Fo) (19.9-5 
n 1 

w att есть несмещенная состоятельная оценка для 6 —а. 

Заметим, что арифметическое среднее из наименьшего и наибольшего 
выборочных значений есть состоятельная несмещенная оценка для Mex. 

(d) Для любого непрерывного распределения генеральной совокупности вероятность 
того, что по крайней мере доля 4 всей совокуйности расположена между крайними зна- 
чениями Хип Я Хтах Данной случайной выборки объема п, равна 

t—ng™? 4. (n ~ 1) q”. (19.5-6) 

19.5-5. хВыборочный метод для конечной совокупности. Пусть дана конеч- 
ная совокупность № элементов (событий, результатов измерений или наблю- 
дений) Е, Ё., ..., Ем, каждый из которых отмечен одним из М=\№ 

различных спектральных значений Ху, Xo een Хи некоторой дискретной 

a AN величины х (п. 18.3-1). Функция р(х) определяется значениями 
Х)=МиИМ, где М; — количество элементов, отмеченных спектральным зна- 

Finn Xj. 
° Математическое ожидание и дисперсия случайной величины х равны 

МЕ у №МХь  Обхо=-у у Ni(Xi—§)% (19.5-7) 
= i=! 

Пусть (х1, хо, ..., хп) — бесповторная случайная выборка объема п. Здесь 
х: рассматривается как случайная величина, соответствующая числовой от- 
метке первого случайно выбранного элемента, х, — второго элемента и т. д., 
причем элементы выбираются без возвращения. Любая из случайных величин 
х; имеет то же распределение, что и сама величина х, однако, в отличие от 
выборки из бесконечной генеральной совокупности, величины х; и х: не явля- 
ются независимыми. Имеем 

Mx;=&, Ох; =0*, 
; : 2 - 1 19.5-8 

cov ty, =—_op Olt» W=— Zo. (
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Пусть = у xX) и Sa x (х;—х)? — соответственно выборочное 

i= | t= | 

среднее значение п выборочная дисперсия. Тогда 

МХ=Е  0х=.М 7:0 more Noe 
№ — Г п’ Мо, 

    

№ (№ — п) 04 х 

(М — 12 (М — 2) (N — 3) 1 (2 — 1) 

x (2nN®—o (n+-1)(V—1) ++ (n — 1) (N — 1)? yo], 

  DS?= 

где Ш коэффициент эксцесса. 
т формулы при М -+ со приводятся к формулам пп. 19.2-3 и 19.2-4. 

Если коэффициентом эксцесса можно препезречь (у» = 0), то при больших М вели- 

чина (= И “^^ Ой 8 нмеет в первом приближении 1 распределение с N (n— 1) 
№—тп $ № -—1п 

числом степеней свободы, 

Таблица \19.5-1 

;?-распределение с 22 степенями свободы 

(рис. 19.5-[ и табл. 19.5-4; см. также пп. 18.8-7, 19.5-3 в 19.6-7) 

  

05 
| .тШ=] 

О4|- 

оз 

р т=2 

G2+- 

m=6 

Ott 7 

} 1 2 1 
  

0 2 4 6 8 0 2 14 
Рис. 19.5-1. Х2-распределение для различных значений т. 

  

0 | , ‚при У < 0, 

(а) Фу 1 У} = Фу ту (= т у с 2 при У>0. 
Г (11/2) 20/2 

(b) My = m, Dy = 2m, 

Мода т — 2 (т > 2). Семиинвариавт порядка rs 

момент порядка г. относительно и == 0; 271 ци Пип. 

т(т--2)... т+ 27-2). Коэффициент асимметрии 2 У 2/. 

Коэффициент эксцесса 12/т. 

Характеристическая функция 

( — 2:0) 7/2      
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Таблица 19.5-1 (продолжение) 

  

(с) Типичная интерпретация. Если т взаимно независимых стандартизованных 
и 

случайных величин и, = st имеют нормальные распределения, то сумма их 
Е 

т 

квадратов %2 = У up имеет х*-распределение с т степевями свободы, 

k=l 
m 

2 Ecau У и, выражена в виде суммы от г квадратичных форм и) (44. gs eee sl) 

= 

рангов соответственно т, (п. 13.5-4, b), то Ут, 9 +... И, взаимно независимы и 

имеют ¥%2-pacn pederenun C т, т., ..., т», степенями свободы тогда и только тогда, 

когда т, -- т, --...-- т, = т (теорема разложения). 

Сумма г независимых случайных величин У. И, -.., Ум имеющих X?-pacnpedere- 

ние ст, т, ..., т, степенями свободы соответственно, имеет Y2-pacnpedeaenue 

ст=т т, -+...-- т, степенями свободы (теорема сложения или свойство устой- 
чцивости, см. также п. 18.8-9). 

(4) Квантили для у обозначаются через xp Или хр (7). В таблицах часто 

дается 71 — а (т) в зависимости от a, 

(е) Приближения. При т -+ ©: 
у распределена асимптотнчески нормально с центром т и диспер- 

сией 2т. 
y/m распределева асимптотически нормально с центром 1 и диспер- 

сией 2/т. 

У2у распределена асимптотически нормально с центром У2т —1 
и дисперсней |]. 

Из последнего свойства вытекает аппроксимация квантилей 

хр (mn) = > (Vim +ир)* (т > 30), 

где Ир — квантили стандартизованного нормального распределения (п. 18,8-4, b). 

Эта аппроксимация не годится при значениях Р, близких к 0 или 1; Лучшая аппрок- 
симация дается формулой 

Х? (т) > т 1—2 ори =) 
Р Эт Р 9m /°     
  

Таблица 19.5.2 

{-распределение Стьюдента с т степенями свободы 
(рис. 19.5-2 и табл. 19.5-5; см. также пп. 19,5-3 и 19.6-6) 

05 

^^  Нормольное 
a распределенив 
   

    

i     &-распределение 
Сльюдента 01 

(m=3) 
            р 72”! ] Ss 

-4 -9 -2 -f OF f 2 8 4 
Рис. 19.6-2, (-распределение Стьюдента; сравнение со стандартизованным нормальным 

распределением, 

—,
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Таблица 19.5-2 (продолжение) 

  guy 
m 

    

(m5 г —) 

2 

т 
(b) My =0 (m> }), Ви=——— (т>?2. 

т-—2 

Мода 0. Коэффициент асимметрии 0, 
3 (т— 2) 

Коэффициент эксцесса Wt (т > 4), 

Моменты порядка 2г относительно 

1.3... (27 — 1) г 
(пт — 2) (nt — 4)... (nN — 2r) m (r<m). 

y == 0: 

(с) Типичиая интерпретация. Распределению Стьюдента подчинено отношение 

№ 
и == 

V Lit at... +m) 

где ху, Х|, Хь, ..., Я Взаимно независимые нормально распределенные случайные 

величины с центрами 0 и дисперсиями 60?. Заметим, что Гот 6? не зависит. 

(4) Квантили Ур для у обозначаются через р; заметим, что ‘p= —?t)_p 

12] связано © {-распределением формулами — 
— Распределение величины |и! 

Р {91 < У} =Р {- У << У} 

У 

= Jy 9: (т) ® WY = 2D, и) (У) 1 De my | 

CO 

Р {17[> У} =2[ 9 (т) ® dy =2 [1 — Dy (my) (Y)] = 1 — Dy (my (Y). 

Kaantunn [fly g = "| —a/2" определяемые cooTHomenuem P {J y|[ >]? lo} =% 

табулированы; в некоторых таблицах значения |2 la обозначены через /.. 

(е) Приближения. При т-»со распределение у асимптотически нормально 
с центром 0 и дисперсией 1, так что (см. п. 18.8-4, 

Zl. =f — . = pep MN a= aye SIA la 41 ay ТЗ.     
Таблица 19.5-3 

Распределение отношения дисперсий (9?-распределение) 
и связанные с ним распределения 

(табл. 19.5-6; см. также п. 19.6-6) 

(а) Py (У) == Фо? (т, т’) (У) = 

0 при У<0, 

  

тут’ . 

т — (т-- т’)/2 
\ при У> 0. 

(myn (a) | у(т— 2)/2 (1 ту 
т’ Г (1/2) Г (т’/2) чт’ 

= 
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Габлица 19.5-3 (продолжение) 

у 

Эт т — 2) 
  

ee ' — ' 
(b) My = mae Wl > 2), Ви = т (п! — 272 ши — 4) un > 

m’ -t — 2) 

Mona a pa) > 2. 
Г (т/2 + r) UT (m’/2 — r) 

Г (т/2) Г ш/’/2) 
  Момент порядка г относительно и== 0; (mim! 

(c) Липичная интерпретация. Этому распределению подчинено отношение у’ 
лвух случайных величин, имеющих ›?-распределения с т в м’ степенями свободы, 
ИЛИ 

паи tn) 
== 0? = ; =? 

# 

~ (x; + +... хт') 

а_т 
т 1-8’ 

  

где все т-- т величии хи Xp взаимно незабисимы и нормально распределены 
с центрами 0 и цисперсиями 02. Заметим. что 9? от 0? не зависит. 

(d) Прсобразопание переменных. Распределение отношения дисперсий 92 опись- 
вается так же другими случайными величинами: 

1} и с плотвостью 

  

Vy (т, п’) (/) = 

0 при У < 0, 

я ги) | a 
= т 2 т-1 т 2 < . , 

2 (=) г( т\ |, в’ у (1 Tine у ) npa V > 0; 

+) (“r) 

2) 2 = шо = > In 952 с плотностью 

т. (747) mm 
2 ANZ ( m 22) 

. 1 + т’ е 
  

т 2 

ат, т =? (=) г(-5-)г (3) r)e(4 
(распределение Фишера); 

3) g = “0 (1 +o ot) с бета-распределением (табл. 18.8-11). 

(е) Квантили 

1 
о? (nm, mn) = ———————— о (т, т’) иг : ' (т, т’) 

1 о (п. т’) 1 1 —а 

табулированы в функциях от а для различных значений т, т’. 
Специальные сличаи 

      

UD (1, т) = ti 4 p im), ”. (m, 00) = — x3, (т). OD (1, со) = ui + Py 

2 
2 

2 2 1 
p ™, 1) = >, Ор (a0, т) = z , Ор (oO, 1) = > 

‘р/о (т т) mre pm ub jo 

(ft) Приближения. Пры т -+ ©. т’ -х с величина 2 распределена аснмптотически 
* m+ m’ 

и дисперсией 
диспер пит’ 

Зта аппроксимацня пригодна 
т ^ 

е м —— нормально © центро min’ 

при т >> 30. т’ > 30. 
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ГЛ. 19. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА 

{-распределение Стьюдента 

19.5-5. 

Таблица 19.5-5 

В таблице приведены значения квантилей |1 (т) |1 — а В зависимости от числа 

степеней свободы т.и вероятности а 
  

  

  

                    

Вероятность Р { НЫЕ (т) |1 — a} 

a 

N 0,80 0,40 0,20; 0,10 0,05 0,02 0,01 0.001 
т 

1 0,325 1,376 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657 636,619 
2. 0,289 1,061 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925 31,598 
3 0.277 0,978 - 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 12,94} 
4 0,271 0,941 1,533 2.132 2776 3,747 4,604 8,610 
5 0,267 0,920 1,476 2.015 2,571 3,365 4,032 6,859 

6 0,265 0,906. 1,440 1,943 9,447 3,143 3,707 5.959 
7 0,263 0 896 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 ‘6,405 
8 0.262 0,889 1,397 1,860 2,306 2,896. 3,355 5.041 
9 0,261 0,883 1,383 1,833 2.262 2,821 3,250 4,781 

10 0,260 0,879 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 4,587 

ll 0,260 0,876 1,363 1,796 2.201 2,718 3,106 4,437 
12 0,259 0,873 1,356 1,782 2,179 2.681 3,055 4,318 
13 0,259 0,870 1,350 1,771 2.160 2,650 8,012 4,221 
14 0.258 0.868 1,345 1,761 9,145 2,624 2,977 4,140 
15 0.258 0,866 1,341 1,753 9,131 2,602 2,947 4,073 

16 0,258 0,865 1,337 1,746 9,120 2,583 9,921 4,015 
17 0,257 0,863 1,333 1,740 9,110 2,567 2,398 3,965 
18 0,257 0.862 }.330 1,734 2.101 2,552 2,878 3,922 

19 0.257 0,861 1,328 1,729 2.093 2,539 2,861 3,883 
20 0,257 0,860 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,850 

21 0,257 0.859 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,819 
22 0.256 0,858 1,321 1,717 2.074 2,508 2,819 3.792 

23 0,256 0,858 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,767 
24 0,256 0,857 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 8,745 
25 0,256 0,856 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,725 

26 0,256 0,856 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 3,707 
27 0,256 0,855 1,314 1,703 9,052 2,473 2,771 3.690 
28 0,256 0.855 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 3,674 
29 0,256 0,854 1,311 1,699 2,045 2,462 2,156 3,659 
30 0,256 0,854 1,310 1,697 2,042 2,457 2,760 3,646 

40 0,255 0,831 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704 3,551 
60 0,254 0,848 1,296 1,671 2.000 2.390 2,660 3,460 
120 0,254 0,845 1.289 1,658 1,980 2,358 2,617 3,378 
со 0.253 0,842 1,282 1,645 1,960 2.326 2,576 3,291     
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19.6. ПРОВЕРКА СТАТИСТИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ 

19.6-1. Статистические гипотезы. Рассмотрим пространство выборок 
(хт, Х, ..., Хи), ГДеХ1, ..., Хи- Действительные случайные величины. Каждое 
непротиворечивое множество предположений, относящихся К распределению 
л-мерной величины (х1, ‚.., Хл), называется статистической гипотезой. Стати- 
стическая гипотеза Н называется простой, если опа однозначно определяет 
распределение вероятностей; в противном случае она называется сложной. 

Пусть распределение п-мерной величины (х1, хо, ..., Хи) определено од- 
ной. из функций D (xy, Xo, eee y Хи; т, Mor ceeds G(X, Xa, eos Xai Nay Nor e+) 
или р (ху, Хо, ..., Хп; Т, По, +..), ГДе Ту, 1, ...— параметры (см. также п. 19.1-3). 
Тогда простая статистическая гипотеза вает параметрам т, 1, ... 
вполне определенные значения 14110, 20, ... («точка» в пространстве парамет- 
ров), тогда как сложная статистическая гипотеза ограничивает «точки» 
1, (о, ... Некоторой областью в пространстве параметров. Класс допустимых 
статистических гипотез (допустимых комбинаций параметров) ограничен усло- 
виями рассматриваемой задачи. 

Если случайная выборка (х1. Ха, sees xn) получена из одной теоретической сово- 

куппости (т, е. если случайные величнны хь взаимно независимы и одинаково распре- 

делены), то статистические гипотезы относятся к значениям параметров совокупности- 
или К отношениям между ними. Заметим, однако, что теория пп. 19.6-1 и 19.6-2 отно- 
сится не только к таким выборкам, но и к выборкам из любого случайного процесса. 

19.6-2. Критерии с фиксированной выборкой; определения. Пусть дана 
некоторая фиксированная выборка объема N; критерий статистической гипо- 
тезы Н есть правило, позволяющее отвергнуть илн не отвергнуть гипотезу 
Н на основании выборки (Л, Х., ..., Ал). Каждый критерий определяет 
критическое множество (область) 5 «точек» (х1, хо, ... п): Гипотеза Н отвер- 
гается, если выборка (Ху, Х., ..., Ал) принадлежит критическому множеству, 
и не отвергается в противном случае. 

Такое принятие или отбрасывание гипотезы не дает логического доказа- 
тельства ее или опровержения. Здесь возможны четыре случая: 

1. Гипотеза Н верна и принимается согласно критерию. 
2. Гипотеза Н неверна и отвергается согласно критерию. 
3. Гипотеза Н верна, но отвергается согласно критерию (ошибка 

первого рода). 
4. Гипотеза Н неверна, но принимается согласно критерию 

(ошибка второго рода). 
Для любого множества (фактических) значений параметров \)1, 1, ... 

вероятность отвергнуть проверяемую гипотезу по данной критической обла- 
сти 5 равна 

Пс (> Nos ...) =Р { (1, Xo» eee 4 x,) = 5; т’ о, ...} = 

=} (X41, Xo, eee Xs Фр 2, ...). (19.6-1) 

Если с гипотезой Н конкурирует лишь одна альтернативная простая 
гипотеза Н\ == {1 ="л1, 2=="21, ...}, ТО вероятность Л$ (111, Пол, +++) OMBep- 

гнуть гипотезу Н, когда верна гипотеза Н!, называется мощностью критерия, 
определенного на 5, по отношению к гипотезе fH, (cM. также рис. 19.6-1, а). 
График вероятности 1—В правильного отбрасывания гипотезы Н в зависи- 
мости от вероятности & ложного отбрасывания ее называется оперативной 
характеристикой критерия (рис. 19.6-1, 6; см. также п. 19.6-3), 

19.6-3. Уровень значимости. Правило Неймана — Пирсона отбора крите- 
риев для простых гипотез. 

(а) Желательно применять такую критическую область 5, чтобы вероят- 
ность Л; (11, 1), ...) была мала, если проверяемая гипотеза верна, и велика
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в противном случае. Пусть критическая область 5 применяется для проверки 
простой гипотезы Ну == {11 =" 10, Ч2=ро, ...} («нулевая гипотеза»), и пусть 
эта гипотеза верна. Тогда вероятность напрасно отвергнуть гипотезу Ну 

А Плотность бероятности статистики Ц 
Плотность bepoamuo- 
сти статистики 

при спрабейлибости 
нулевой гипотезь Ну 

Вероятность с 
ложного отбросыйвния 
гипотезы! Ну В биль ного   

    

   

    

   
   

Протность Bepoam- 
ности стотистьики 

4 при спрабебли- 
бости/ конкирири- 
ОЩЕй zunothesee H,     

    

Kpumuyeckoa ———э Seem 
Вероятность В абласть ‚(при попадании =” era” 
ложного принятия И 8 amy область статистики 

@ у’ гипотеза Лу отбрасыбается) 
а} ° 

Вероятность 1-4 
правильниго 4 
отбрасыбания 

1 —.— eS Outs ee: ee —— 

[ 
| 
| 
| 
I 
| 
} 
| 
! > 

0 1 Вероятиоств © 
ложногдв 

#) отбрасывания 

Рис. 19.6-1.а) Проверка нулевой гипотезы Ло по сравнению с простой конкурирующей 
гипотезой Н, с помощью статистики И = у (;:, х.....Х,). 0) Оперативная характе- 

ристика критерия, 

(ошибки первого рода) есть пс (Ту, Noor °°) = % @& называется уровнем зна- 

чимости. данного критерия: критическая область 5 проверяет простую гипо- 
тезу на ировне значимости a. 

В случае дискретных случайных величин х,, х., ...х,„ нельзя задавать @ произ- 
вольным образом, можно лишь указать верхнюю границу для а. Критическая область, 
применяемая для проверки сложной гипотезы Н == {M1 2, ...) Е О}, будет давать, 

вообще говоря, различные уровни значимости для различных простых гипотез (комби- 
наций параметров 1, No ...), допускаемых гипотезой Н; можно указать точную верх“ 
нюю грань этих.уровней зиачимости. 

(6) Для каждой выборки объема п и данного уровня значимости ©: 
1. Наиболее мощный критерий для простой гипотезы Нуо=з 

== {1}1==1]10, "==, ...} относительно простой альтернативной 
гипотезы ЯН! == {1 =, 2 = 21, ...} определяется такой критичес- 
кой областью $, которая дает наибольшее значение вероятности 

Ms ("hy Nay =). | 
2. Равномерно наиболее мощный критерий есть наиболее мощ- 

НЫЙ критерий относительно всех допустимых альтернативных гипо- 
тез; такой критерий не всегда существует.



632 ` ГЛ. 0. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА 19:6-4. 

3. Критерий называется несмещенным, если лх (1,1, По, ...) = & 
для каждой простой альтернативной гипотезы Н!; в противпом слу: 
чае критерий будет смещенным. Наиболее мощный несмещенный 
критерий . относительно данной альтернативной гипотезы В: и рав- 
номерно наиболее мощный несмещенный критерий выделяются из 
несмещенных критериев, как указано выше. 

Критическая область 5 для наиболее мощного критерия строится так, 
чтобы для всех выборочных точек (х1, хо, ..., хп) отпошение правдоподобия 

Ф (1, %2, +, Хл; 10» 20» +. .)/Ф (ЖА, Хо» vee Xni Па, Таь +.) 
или 

р (№1, Хо, +...» Хл; 10» По» +..)/Р (Ха, Хо, +... , Хи; Ти» Now ++.) 

было меньше некоторого постояпного С; различные значения С будут давать 
«лучшие» критические области при различных уровнях значимости &. Равно- 
мерно наиболее мощный критерий представляет особый интерес при проверке 
гипотезы Но по отношению к сложной альтернативной гипотезе. На практике 
в отборе критерия решающим фактором может оказаться легкость: вычисления. 
Обычно можно увеличить мощность каждого критерия путем увеличения объ- 
ema выборки п (см. также п. 19.6-9). 

19.6-4. Критерии значимости. Пусть проверяемое свойство генеральной 
совокупности сводится к мпожеству значений параметров: | =" 10, 2= о, ..., 
которые сравниваются с выборочными оценками этих параметров. В качестве 
основы критерия пробуют построить такую статистику 

Y=Y (X1, Kos oes s Xn 10» 20, ++.) ЕВ 8 (Ул, Yor +++} Naor Naor +++)» (19.6-2) 

значения которой измеряют отклонения или отношения сравниваемых пара- 
метров геперальной совокупности и выборки. При этом простая гипотеза 
Но == {11 = 16, =", ...} отвергается с данным уровнем значимости @ 
(«отклонение» значимо), если выборочное значение у попадает вне допустимого 
интервала {Ур <= У = ур, }, для которого 

Р {ур, <У= ур, } =Р»—Р:=1— а. (19.6-3) 

Таким способом определенные критерии часто называются критериями 
значимости. Формула (3) определяет: Ур, = Ур, (N30: 150 +.) № Ур, = 

= Ур, (Nor Nog +...) как квантили выборочного распределения статистики 

у (х1, Хо, ..., Хп; 10» Мо, -..). Часто оказывается возможным выбрать ста- 
тистику у так, чтобы ее квантили у› были пезависимы от 1], 1, ... Важ- 
ные примеры приведены в табл. 19.6-1 и в пп. 19.6-6 и 19.6-7. 

В приложениях к контролю качества границы Рр, И Ир , определенные формулой 
: 1 Р› 

(3), называются границами допуска при дапном уровне знапимости @, а интервал 
(Ур ‚ Ур ) называется интервалом допуска (см. также рис. 19.6-2). . 

1 2 , 

19,6-5. Доверительвая область. 
(а) Пусть построено семейство критических областей би, (11, 12, ...,) для 

проверки множества простых гипотез (допустимых комбинаций параметров 
1, 2, ...} При некотором заданном уровне значимости « 1). Тогда для любой 
фиксированной выборки (x,;=— X1,...,%,= Xn) множество Да (Х1, Хо, ..., Хи) 
комбинаций параметров (1, 2, ...) («точек» в пространстве параметров), сог- 
ласуемых с данной выборкой, есть доверительная область уровня a; l—«a 
называется доверительной вероятностью. Доверительная область содержит 
все допустимые комбинации параметров, принятие которых на оспове 
  

:) В случае дискретного’ распределения критические -области 5, (му, tig» ...) опре» 

деляются для уровня-значимости, не: превосходящего -@, .. к
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Таблица 

Некоторые критерии значимости, относящиеся’ к параметрам &, 02 
нормальной совокупности 

(см. также пп. 19.5-3,а и 19.6-4), Выбо 
Квантилн находятся по ‘таблицам. Tipu 

аппроксимации квантилей, данные в табл. 

ки предполагаются случайными, 
ольшом объеме выборки применимы 

19.5-[ и 19.5-2 1) 
  

  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

    
  

  

= хз 
`воя | Критическая 
x oo область $ 

- ЕЯ | отбрасывания 
a я: м@ | гипотезы при Мощность 

№ = и о данном уровне лс (Е, 0) Примезапия 
an хат | значимости а 
oP ozo (<a waa 
во 29 сложных 
as 2 «3 гипотез) 

me. Ox» ZE 

; | & — Е Проетая гипотеза. 
ЕЕ lyl>jalg= ФР, (мал = +| Наиболее мопишый яе- 

| (0 зле — и с7уп смещенный критерий; 
стно) 1 |, ® Е — &\|! равномерно паиболсе 

ти | “ase + OW a мошпый критерий не 
СУП /| существует 

_ Сложные гипотезы. 
Е = & х—Ё Если допустимые ги- 

2 (© изве- р y>u потезы ограничены 
стно} о/Уп 1-а условием $: рля 

© 18 —& | \| критерия 2 или & = & 
и (Ча + р бир. для критерия 3, то 

любой из этих крите- 
Е > и < и, = рнев будет равно- 

3 (б изве- мерно наиболее мощ- 
стно} —=—4 вым для простой ги- 

потезы Е = Eq 

> Иа = Простая гипотеза; 
4 =! 1) «двусторонний {-кри- а 4 = |1 — > терий». См. примеча- 

_ ние к кригерию 1 

x — & (m =n — 1) Применяется фор- 
= мула (19.6- 

5 ЕЕ, $/Уп y>ti_e Ула ( 1) Сложные гипотезы; 
(= 3) «односторонний 

#- критерий». См. при- 
6 ЕЕ ¥<ly=—tiig мечание к критериям 

— 50 (m=n—}) 2u3 

2 2) © 
у< 0 

*eu/2 | Р {x < а жа} + Простая гипотеза; не 
7| в: — о? (п —=п— 1) o существует рапномер- 

0 2 2 3 но наиболее мощный 
и>х _ я |+Р4 > Хх а {| критерий ] —- 0 }— —. p 

2 

Сложные гипотезы; 
(a —1) $? > если допустимые ги- 

. ~ "Ff g2 y> xX — потезы orpanHnyenbi 
8 | oF = 0? 0 (men 1) Pix? > Oy? —а| | условием 03 = 02 для 

= критерия 8 или ‘ex 
= Ge? для критерия 9, 

| | то любой из этих кри- 
2 o2 тернев уУдет равно- 

9 Oo? > 02 у < ke Р {x < xa} мерно. наиболее мощ- 
(m =n —1) 2 ~ gz “G ным для’ простой ги- 

потезы 0? = 08               
1) Во мвогих таблицах | Zz ly. a обозначено „\ерез bos 

.*) SameruM, uTo в таблицах чаще даются “i — 

дует внимательно проверять указания к. таблицам. - 

  
a wen Kou! -B каждом случае сле- 

  

19.6-1 
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Таблица 19.6-2 

Доверительные границы для нормальной COBOKYNHOCTH 

  

  

  

  

    

При больших П применима аппроксимация, данная в табл. 19.5-|1 — 19.5-3 

Доверительный интервал {¥ = и: = v2}. 

Ne Параметр 1 Доверительная вероятность | — © = P, — P, 

1 Ё (0? известно) х—и Е a 
Р.› n ‘ P, Yn 

2 Е (0? неизвестно) х—1 Ея -5_ 
Р+Уп Piva 

3 ot sit! ot seta! 

Хх “7 
Ps P           

данной выборки имеет вероятность Р {(Х1, Хь, ..., Ха) = За (М, 1, ...)} = 
=1— 9. 

(5) Доверительные интервалы, построенные по кри- 
териям значимости (см. также п. 19.6-4 и табл. 19.6-2). Чтобы найти 
доверительные области, связывающие значения одного из неизвестных пара- 

метров, скажем, 11, с данным выбороч- 
ным значением Y =y(X,, Xq,..., Xp) 

Yp, (7,) ‚подходящей статистики у, обратимся 
' к рис. 19.6-2. Начертим нижнюю и 

‚верхнюю границы допуска ур (\.) и 

Ч Ур, (11) в зависимости от 1], для данного 
уровня значимости &. Пересечение этих 
граничных кривых с каждой прямой 

Доверительный y=Y определяет нижнюю и верхнюю 
интервал границы чи =4и (У), = (У) довери- 

тельного интервала Dg = (71, 5) уровня 
a. Доверительный интервал содержит 

l= Fy такие значения параметра , приня- 

тие которых на основе выборочного 
значения у=уУ имеет вероятность 

Рис. 19.6-2. Построение доверительных Р YP, (1) <Y< Ур, (n,)} == 1~-«a. 

интервалов. 19.6-6. Критерии сравнения нормаль- 
ных совокупностей. Дисперсионный анализ. 

(а) Статистики объединенных выборок, Рассмотрим г взаимно 
независимых случайных выборок (хи, Ху», ..., Хт;) Из г генеральных сово- 

купностей с центрами &; и дисперсиями 01 (1 =1, ay ..., Г). Пусть #-я выборка 

объема п; имеет центр и дисперсию 

    

Вы
бо

ро
чн

ые
 

зн
ац
ен
ия
 
ст
ат
ис
ти
ки
 

4 

      
Теоретические значения параметра 77, 

ny ~ 

Хх: =— У хр 5== т i= => (хь— 

(=: 2, че» Г). (19.6-4)
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Эти г выборок можно рассматривать как «объединенную» выборку, объем 
которой, центр и дисперсия даются формулами 

n= у ni ту у Xin у njX;, (19.6-5) 
fx | i=1k= ix | 

S?== = == == у у (Xig — XP = 
i=1le= 

  

= [O—) S+(0r—1) S4],  (19.6.6) 

где 

~ I Г 

1 74 = = S3=—1— S$) (ni 1) 83, S4¥= Ta Ух, 
i=1 i=} 

  

  4 

Статистики 5 (суммарная дисперсия) и Si A измеряют рассеяние внутри выбо- 

рок и между выборками соответственно. 
Сравнение нормальных совокупностей (см. также 

табл. 19.5-1 — 19.5-3). Если имеется г независимых выборок из нормальных 
совокупностей с центрами Ё; и одинаковыми дисперсиями 0}=0°, то 52, 5% 

и $1 являются состоятельными несмещенными оценками для дисперсии гене- 

ральной совокупности, 0? (как правило, неизвестной). Случайные величины 

А 
(п—г) So И (7—1) = независимы и имеют у2-распределения со степенями 

свободы. n—r wu г— | соответственно. 
Отметим выборочные распределения следующих статистик: 

(x; — xp) — (81 — Ee пл 
1. ) = (bi ) —1 имеет стандартизованное нор- 

мальное распределение, 

(+; —*p) — (Bi — Ex) V nip 2. 5. ппу имеет f¢-pacnpedcnenue 0 

nj + п, —2 степенями свободы. 
2 

  

  

) 2 . 
58 имеет 0?- распределение, | 

  

° os (m=n;—1, m! =n, — 1). 
| In = имеет 2-распределение 

k 
SA 
Se HMeeT 02-распределение, 

4, v (m=r—l, m'=n—r). 

S 
In = имеет 2-pacnpedenenue 

Таблица 19.6-3 показывает применение этих статистик в критериях сравне- 
ния нормальных совокупностей. Доверительные границы для разности —;—E, 
можно вычислить Из &-распределения. Случай нормальных распределений 
с различными дисперсиями рассмотрен в [18.9]. 

(с) Дисперсионный анализ.’ В третьем критерии табл. 19.63 
средние значения &; сравниваются путем разбиения общей дисперсии $52 на
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составляющие 5° И S743 обусловленные соответственно статистической флук- 

туацисй внутри выборок и различием между выборками. Этот метод известен 
как диеиерсионный анализ, рассматриваемый здесь частный случай относится 

Таблица 19.56-3 

Критерии значимости для сравнения нормальных совокупностей 
(см. также табл. 19.5-2 и 19.5-3) 

  

Критическая область, в которой гипотеза 

      

  
  

  

  

  

  

№ Прловеряемая гипотеза отвергается при уровне значимости = а 

, 5 

5. m=n.—I1, m’=n, — 1 
шоб se ( i” Ё ) 

S, 1-@ (критерий Фишера) 
ib 0} = 0: 

$} 
или — > 9] —а 

ра ЕЕ к Гия | é к i k 1 |-> (п=и,+п,—2) 
(дано 0% — 0) $ nt Mp ;— t k 

1 cu: ary ({-критерий: 
отметим сле- 

2h 6: = 8% х, — Xp “aan, i циальный слу- 
2 a vain, = 1) 

(nano 67 = G4) Ча 

3 éy Ey = =, in A (ти, тп) 
| . . 3, | 7 "| а (критерий Фишера) 

(дано 0} ==: бу == ... == 0; } ~~ >             
к ‘группировке по одному признаку, соответствующему значению индекса #. 
Подобные критерии применяются в исследованиях эффекта различных методов 
лечения, обработки почвы и т. п. [18.6], [18.9]. 

Дисперсионный анализ для группировки по двим признакам (случайные блоки). Рас- 
смотрим /д выборочцых значений х, №, Расположенных в таблицу 

11 *12 s+ 19 

21 “a2 **° “ag 

г. 73 c+? д 

xX x 

x 

и введем средпие по строкам х;., средние по столбцам Xb и общее среднее х с помощью 

формул 

Г 9 9 Г 

ams х, у У хр , У “ip. (19,6-7) 

s
i
 

te
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Общая дисперсия разбивается следующим образом; 

rq 

S= az ML Ga = 
i=1k4=1 

ветра 5+0 981+ 79-051] 
г a | _ _ 3)" (дисперсия, обусловленная 

$ = У » Xin Xi, — Xp +X флуктуацией внутри 
0 (—I(a—l) & | Ro и строк и столбцов), г (19.6-8) 

7 

} У (2) (дисперсия между строками); 

  
gq 

$} I У (+. — x)? (Qucnepcun menxcdy cmoaGuamu), 

k=! } 

Если случайные величины х,;, распределены нормально с одинаковыми дисперсиями, 
2 & 

то случайные величины 5°, Sy u $11 взаимно независимы и имеют х*-распределения со 

    
степенями свободы (г—1) (9—1), г—1и 9—1 соответственно, Статистика 51/$% имеет 

92-распределение с т=г— 1, т’ == (7—1) (9—1) и служит для проверки равенства сред- 
= 2 2 

них по строкам Мх;. =&;. тем же способом, что и в табл. 19.6-3. Аналогично $11/5, имеет 
92-распределение с т= 9 — 1; 1’ = (7—1) (9—1) и служит для проверки равенства сред- 

вих но столбцам Мх.р = &.р. 

19.6-7. Критерий согласия %? (см. также табл. 19.5-1). 
(а) Критерий 52 контролирует согласованность гипотетических вероят- 

ностей рь=Р {Е›} случайных событий Е, Бо, ..., Е; © их. относительными 
частотами И, = {Е»} == пь/п в выборке из п независимых наблюдепий. Во мио- 
гих приложениях каждое событие Е› состоит в том, что некоторая случайная 
величина х попадает в определенный классовый интервал (п. 19.2-2), так что 

критерий х2 позволяет сравнивать гипотетическое теоретическое распределение 
величины х с ее эмпирическим распределением. 

Согласие измеряется с помощью статистики 

r г ' 
h, — p,)2 n,—np,)2 yon У (и > Е) — у ("р пр. Е) , (19.6-9) 

В =1 k= | 

распределение которой при п -+ со стремится к распределению ¥? ¢ m=r—1 
степенями свободы. Если все прь > 10 (для этого при необходимости объеди- 
няют некоторые классовые интервалы), то критерий 5? отвергает гипотети- 
ческне вероятности с уровнем значимости % при у > 1_ (т). Если т > 30, 

то вместо )?-распределения можно пользоваться нормальным распределеннем 

величины У 252 с центром V 2m—1 u дисперсией 1. 
(b) Критерий 452 с оцениваемыми параметрами. Если 

гипотетические вероятности р» зависят от 49 неизвестных параметров "1, %», ... 
..., М9, ТО сначала находят совместные наиболее правдоподобные оценки этих 
параметров по данной. выборке (п. 19.4-4) и подставляют полученные значе- 
ния рь=рь (11, То, ..., Та) в формулу (9). При достаточно общих условиях 
(см. ниже) статистика у сходится по вероятности к 5? ст=у— 4— | степе- 
нями свободы и критерий х? применим с тпт=г—9—1. Критерии этого типа 
проверяют применимость нормального распределения, распределения Пуассона 
и др. с параметрами, оцениваемыми по выборке.
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Указаиная сходимость имеет место, если функции Pp (Ny Nor ees Та) в некоторой 

окрестности точки ("., Not vee s Ng) совместного максимума правдоподобия удовлетворяют 
следующим условиям: 

r 

1. oy Pp (Ny Noe eee f Ng) — 1. 

2. Вероятности Pp (> Nor wees Ng) имеют положительную нижнюю грань 

и дважды непрерывно цифференцируемы, а матрица (Op, /9N;) имеет ранг д. 

19.6-8. Непараметрическое сравнение двух совокупностей: критерий знаков. 
Проверяемая гипотеза состоит в`том, что две случайные величины х и у неза- 
висимы и одинаково, распределены; последнее утверждение мы будем понимать 
в следующем смысле: 

Р {х—иу> 0} =Р {x—-y <0}= a, 

если известно, что Р {х==у} ==0. | 

Рассмотрим случайную выборку п пар (ха, и1), (хо, и2), ..., (Хи, И); при 
вычислении объема выборки п пренебрежем парами, для которых х;=и); 
(совпадения). Вероятность того, что более чем т разностей х;—иу; положи- 
тельны, равна . 

1 n n 

P= (+) +42} + ™ +I 
Пусть теперь ть есть наименьшее значение Mm, AIA KOTOporo p(m)< a. Odno- 
сторонний критерий’ знаков требует отвергнуть проверяемую гипотезу с уров- 
нем значимости = &, если число положительных разностей х; — и; превосходит 2%... 
Двусторонний критерий знаков требует отвергнуть гипотезу с уровнем значи- 
MOCTH 2@, если число положительных или число отрицательных разностей 
превосходит то; То, табулировано в зависимости от © и п (см. [18.3], [18.5]. 
Критерий знаков может применяться также для проверки: 1) симметрии 
распределения вероятностей, 2) гипотезы о том, что значение х=Х является 
медианой распределения. 

19.6-9. Обобщения. Критерии, -оснсванные на фиксирозанной выборке (пп. 19.6-1 — 
19.6-7), допускают только две возможности: отвергнуть или не отвергнуть проверяемую 
гипотезу на основании выборки. Лоследовательные критерии ‘разрешают увеличение 
объема выборки (дополпительные наблюдения) в качестве третьего возможного решения; 
тогда можно уточнять оба уровня значимости и мощность критерия (относительпво пеко- 
торой альтернативной. гипотезы), пока проверяемая гипотеза не будет в конце концов 
принята или отвергнута. 

Схемы критериев с фиксированной выборкой и последовательных критериев пред- 
ставляют собой частные случаи решающих функций или правил поведения, связанных 
с принятием гипотезы (решением) по каждой выборке пекоторого наблюдаемого признака. 

19.7. НЕКОТОРЫЕ СТАТИСТИКИ, ВЫБОРОЧНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

И КРИТЕРИИ ДЛЯ МНОГОМЕРНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 

19.7-1. Вводные замечания. Здесь даются лишь некоторые часто приме- 
няемые определения, формулы и критерии, не исчерпывающие исследования 
многомерных статистик. Отметим, что многомерные статистики служат для 
оценки и проверки стохастических связей между случайными величинами. 

19.7-2. Статистики, получаемые на основе многомерных выборок. 
(а) Пусть дана многомерная случайная величина х==(х%1, Хо, ..., Ху) 

(п. 18.2-9); по аналогии с пп. 19.1-2, 19.2-2, 19.2-4 определим случайную 
выборку объема п: 

(ху, Xo, eney Xn) = (Эль Nols toes Ху А12, Хоз, 99:3 Ху, tes ; Xin» Xone oor? д
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и статистики: выборочное среднее от х; 

  

п 

R= xy (LHL, 2 vee Ws _ (19.7-1) 
k=1 

выборочное среднее от f (Xz, Хоз ++. Ху) 
.. п .. . 

f (x1, Хо» sees x)= + У (ль, Хар» +». э Ху): (19.7-2) 

k=l -. 

выборочные дисперсии (при 1=]) и ковариации (при 152] 

Lig == (x; —- Xj) (47 —X J = ln (i, j=l, 2, .0, V) (19.7-3) 

и выборочные коэффициенты корреляции 

1 

пени, 1=Ь 2, ль м). (19.7-4) 
Ия 

`Точка х==(Х:, Хо, ..., Ху) есть центр выборочного распределения, матрица 
[. == (1;;) — матрица моментов выборки. 

(5) Для двумерной случайной выборки (х11, х21; Х1о, Х20; ...; Мп» Хоп) 
двумерной случайной величины (х:, х2) определяют выборочные коэффициенты 
регрессии 

  

И 55 fia 51 
= Иа, И. (19.7-5) 

Эмпирическая линейная средняя квадратическая регрессия х; на х; 

Ba (X1) = Kot bay (41 — %1) (19.7-6) 

представляет линейную функцию ах,--6, которая минимизирует средний квад- 
рат отклонения в выборке 

[,— (ax; FOP =— SY [op — (ar НОР (19.7-7) 
k=1 

(см. также пп. 18.4-6, Б и 19.7-4, с). 
Для у-мерных совокупностей эмпирические сводный и частные коэффи- 

циенты корреляции и коэффициенты регрессии получаются из выборочных 
моментов /1; по формулам, аналогичным формулам (18.4-35} — (18.4-38), и служат 
для оценки соответствующих параметров генеральной совокупности. Полную 
теорию см. в [18.6] и [18.9]. | 

(с) Статистики (1)—(4) могут быть аппроксимированы оценками по грул- 
пированным данным по способу пп. 19.2-3 — 19.2-5. Оценки по группированным 
данным [с Центральных моментов второго порядка /;, можно улучшить 

поправками Шеппарда 
, | о 
= ноте (АХ) lin=lne (52 А), . 

где АХ;— длины классовых интервалов. Эти поправки часто сглаживают 
ошибки, возникающие от группировки, если АХ; не превосходит восьмой 
части размаха величины х;. Практические схемы вычислений даны в [18.9]. 

19.7-3. Оценки параметров (см. также п. 19.4-1). Теорема п. 19.4-2, а 
применима к многомерным распределениям, и поэтому статистики (3) — (5), 
так же как и выборочные средние Х;, являются состоятельными оценками 
соответствующих параметров генеральной совокупности. Среднее значение
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и дисперсия каждого выборочного среднего Х, и выборочной дисперсии [;, = $} 

даются формулами (19.2-8), (19.2-13) и (19.2-14); дополнительно отметим формулы 

Miy= = hij dy +0 (2), (19.7-8) 

Diyj=- м мВ, МО (=), (19.7-9) 

cov {lit liz} ah “IM (x; —§3)? (x;—&))? — АМ +0 (4, ) ’ (19.7- 10) 

соу {Вр lis} => 1M (x; —§3)8 (xj —§)) — Aid ij] +0 (=) , (19.7-11) 

Mriy=p;)-+0 (=): . (19.7-12) 

Ои;у имеет порядок 1/п при возрастании п. 

‚ Для многомерных нормальных распределений (см. также п. 19.7-4) 

(1 — 1) (22)... (2 — V) 
M det [iz] = det [№]:   

  

\ 
п . 

‚ (a>v> 2). 
_  v(2n4- 1 —v) (п — 1)? (A#— 2)? ... — м) 

D det Td = Gayle “av det? [A;;}, 

(19.7- 13) 

19.7-4. выборочные распределения в случае нормальной совокупности 
(см. также пп. 18.8-6 и 18.8-8). Для случайной выборки из многомерной 
нормальной совокупности выборочные распределения и критерии, содержащие 
только выборочные средние Хх; и выборочные дисперсии [;==5$;, Получаются 

непосредственно из п. 19.5-3. Остается исследовать статистики, которые описы- 
вают стохастические связи между случайными величинами х;, в частности, 
выборочный коэффициент корреляции и коэффициенты регрессии. 

(а) Распределение выборочного коэффициента корре- 
AAW. Рассмотрим, случайную выборку (X44, Хол: Хо, Хоо; -..; Мл» Хоп) ИЗ 
двумерной нормальной совокупности с плотностью распределения 

о пои 2 - дут Уре Mat дришь- ие), (19.74) 
д —Ё Х: —Ёь 

uy = 

©: ’ 2 Da 

где 

и! = (01>0, 08>0, —1<р=рь< 1. 

Плотность распределения выборочного коэффициента корреляции Г; =7 
(п. 19.7-2) равна 

—1 —4 
2“ 2) 3 „> ул га (1—1 (209 

Фе, == — 9?) (1 — г?) У, Г ( 5 ) A 
k=0 | 

1 

n—2 ay) 2 2) 2 т" 49 = ——(1—0') (1 —r?) ) aera тут 5 (—-1<г<!) (19.7-15) 

  

  

  

>
 — | n— 

    

  

  

и равна 0 при |r| > 1; отметим формулы 

Mr=p-+0(-), Or tae oe +0(- an)" - (19.7-16)   

Заметим, что Prin) (1) He 3aBHCHT от &1, &, ба, 6; П2=4, 
Полезно ввести новую случайную величину 

1+ y= ingt, (19.7-17)
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которая при п> 10 ‘распределена приблизительно нормально с центром и 
дисперсией 

"1 Го о 

My = 5 "i= + ta=T' n—3 
Бу". _ (19.7-18) 

Поведение статистик ги y при различных значениях би п представлено на 

рис. 19.7-1. | 

  

    

7 f= 08 | Py | 

t 9 т BA 
6k 

9 |- 

дн 

ЗЕ 

Zt 

1 |-- 

’ 
>             

-10-08-05-4- 02.0 02 04 06 08 ier 

а} 
Рис. 19.7-1. Плотности распределения статистик г и и, применяемых для оценок коэф- 

фициента корреляции р двумерных нормальных распределений. 

Если ун /” — значения статистики (17), вычисленные для двух независимых случай. 
НЫХ выборок объемов и и и’ из одной и той же нормальной совокупности, то у— и’ 

+ имеет приближенно нормальное распределение с центром 0 и дисперсией. = ео 

(5) г-распределение;. Критерий некоррелированности 
величип. В важном частном случае о=0 (гипотеза некоррелированности 
величин!) плотность распределения (15) сводится к 

  

Г tt— } 4 

Prin: = VS) -) (1 — г?) 2 (—-Il<r< 1). (19.7-19) 
Ул г(. 5 ) 

. —— г 

ном случае величина ([=Уп— 2 -——— имеет #-распределение c n—2 В уч у yion & распр | 

степенями свободы (табл. 19.5-2). Статистика г Уп—Т имеет г-распределение 
сп—2 степенями свободы. r- распределение табулировано; оно асимптотически 
нормально со средним 0 и дисперсней | при п — со. Как {-распределение, так 
и г-распределение дают критерии для гипотезы р ==0. 

(с): Проверка гипотетического значения коэффициента 
регрессии (см. также п.19.7-2). Если дана случайная выборка из дзумер- 
ной нормальной совокупности. с плотность (14), то гнпотетическог значение 

А. 
коэффициента регрессии Вы ов < 6, *- (п. 18.4-6, 5) проверяют при помоги 

Ant 

статистики 

$1 и й — 2 ПРЕ” bu bao (19.7-20) = 

01 Г. Кори и T. Kopa
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которая имеет {-распределечие с п—2 степенями свободы. Этот критерий значи- 
тельно более удобен, чем непосредственное применецие распределения выбороч- 
ного коэффициента регрессии 6.. [18.9 

(4) у-мерные выборки. Для случайной выборки из \-мерной нормаль- 
ной совокупности с плотностью распределения (18.8-26) совместное распреде- 

ление выборочных средних ху, хо, ..., ху является нормальным со средними 
значениями Ё1, Е», ..., &) И матрицей моментов А[]". Совместное распределение 

У 
величин х; не зависит от совместного распределения awe выборочных 

моментов [;; (обобщенная теорема Фишера, см. также п. 19.5-3, b). 
19.7-5. Выборочная средняя квадратическая сопряженность признаков. Кри- 

терий независимости двух случайных величин, основанный на таблице сопря- 
женности признаков (см. Также п. 19.6-7). 

(а) Пусть дана двумерная случайная выборка (ху, И1; Хо, Уз; ...; Ал, Уп) 
случайных величин х, и. В таблице сопряженности признаков эти л выборочных 
пар размещены в г классовых х-интервалах и $ классовых у-интервалах. 
Пусть 

nj. Nap (Xp, Yr) попадают в {-й классовый х-интервал, 
п.; пар (хь, Ук) попадают в ]-Йй классовый У-интервал, 
пу; пар (хь, Ук) попадают в {-Йй классовый х-интервал и ]-й классовый 

у-интервал. 
Выборочная средняя квадратическая сопряженность признаков есть статис- 

тика 
1° 

J у и in ) -y у tet (19.7-21) 
i=lj=l i= 1 jas 

  

которая измеряет зависимость между х и у. Величина [2 заключена между 0 
и пил (г, $) — 1 и достигает последнего значения тогда и только тогда, когда каж- 
дая строка (при г25) или каждый столбец (при г = $) содержит только один 
элемент, отличный от нуля. . 

(b) Ecau x u у независимы, то при п-— со статистика п]? сходится 
по вероятности к 52 с т=(г— Г) ($ —1) степенями свободы (табл. 19.5-1). Если 
все п; > 10 {при необходимости некоторые классовые интервалы объединяются), 
то гилотеза о независимости отвергается с уровнем значимости & в критиче- 
ской области п]? > 1 (т) (п. 19.6-3). 

(с} Особый интерес представляет частный случай гб =2 (таблица сопря- 
женности признаков 2Х 2); в этом случае 

Р = (111022 — П12П21)?_ (19.7-22) 

My Mg Mites 
  

(см. также [18.6]. 
19.7-6. Порядковая корреляция по Спирмену. Непараметрический критерий 

независимости. Пусть относительно случайной выборки п пар (ха, Ул; ... . Хи» Уп) 
известно только, что х, в порядке убывания величины занимает Аз-е место, 
а у, в порядке убывания величины занимает В,-е место (к =1, 2, ..., п). 
Если величины х и у независимы, то при п -—- со статистика (коэффициент 
порядковой корреляции) 

R=l—- и 5х (Ap —B,)? (19.7-23) 

распределена асимптотически нормально с центром 0 и дисперсией (0—1). 
Для любого значения n> 1 гипотеза о независимости отвергается с уровнем 
значимости = @ (п. 19.6- 7), если 

в>- 
l—a 

Vn—-1i 

  

оносторонний. критерий) (19.7-24)
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ИЛИ - 

1 — @72. 

  

(двусторонний критерий). (19.7-25) 

лк 
Примечание. Если двумерное распределение (х; /) вормально, TO 2 $ —“ есть 

состоятельная оценка дли коэффициента корреляции р xy? 

IR > ae 

19.8. СТАТИСТИКИ И ИЗМЕРЕНИЯ СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА 

19.8-1. Средние по конечному промежутку времени. Пусть 

F (Eq, tay ooey by) meme [x (ty), х (В) ooo Х (1); УСН), У (В), се, y (tn); eee} (19.8-1) 

есть функция от выборочных значений х (4), у ((;), ... одномерного или мно- 
гомерного случайного процесса х(:), у (2), ... (п. 18.9-1). Средние по конечному 
промежутку времени вычисляются либо через выборочные значения, либо 
путем непрерывного усреднения по конечному промежутку времени с помощью 

формул 

(Aa У f (teat, НЕА sees Eg“ b RAD = — у f (RAL), (19.8-2) 
т k=l 

T 

= ЕЕ М lok, wees Sn A) aay | (A) dh. (19.8-3) 

Эти средние [1] и и {Ё)г представляют собой случайные величины, распре- 
деление которых определяется данными случайными процессами. 

Если случайный процесс х (1) стационарен, то 

M [fla =M (fi) p= Mf, (19.8-4) 

T. €. CpeHHe NO KOHeYHOMY MpOoMemyTKy BpemeuH [f], HM (f) 7p являются несме- 

щенными оценками центра распределения М7. 
Дисперсия оценки |{|, равна 

ОИ = у у eov [f (GA), f (RAD) = 
== [ ра | 

= 1 p+ 2 "У (1~L) cov / (0), FRAN. (19.8-5) 
Ё == | 

Среднее (3), если оно существует, может быть получено предельным 

переходом из среднего (2) при АЁ —0, п =-: др Os ЕАЁ==А, Такой предель- 

НЫЙ переход приводит к исперсии оценки 4Г)т: 

Dir=+ | (1- +) зо [f (O), F )] a (19.8-6) 

В зависимости от характера корреляционной функции 

Кул (0) = соч ff (0), f(A] = М1 (0) —МЯ 1 —МЯ= 
== M f (0) f (A) —(M f)?= Ви (А) —(МРз (19.8-7) 

дисперсии (5) или (6) могут убывать или не убывать при возрастании объема 
выборки п или промежутка времени интегрирования Т. 

91%
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19.8-2. Усредняющие фнльтры. Усреднение по времени часто осуществляется пиз- 
кочастотным фильтром четырехполюсника или электромеханнческим измерительным при- 
бором с инерцией и затуханием. Рассмотрим, в частности, фильтр, инвариантный относи- 
тельно сдвига времени, со стационарным входным сигналом [ (0 ={ (4, +4 2-Е, wert +2), 

ограниченной функцией влияния Й (Е) и частотной xXapaxTepuncTuKon H (fw) (n. 9.4-7). 
Если входной сигнал действует от { == 0 До { == Т (время усреднения), то выходной сигнал 
фильтра будет . 

T со 

2(Т) = f ap (T—NFOd=f hp iT —¥ at, _ 19,8-8) 
— © , . 0 

где . 

вт ® = {5° (O=ZE<T), 1989 

т 0 t ¢ 0, 7). (19.57) 
Таким образом; r | 

М2 (ТГ) =мМА[ В) 4 =а( м - (19.8-10) 
0 

так что’2 (Т)/а (Т) есть весмещенная оценка для М}. 
Дисперсия атой оценки находится из соотвошевия 

. © 

О 2 (Г) == М [г (7) — М2 (Т)} = J ony в [Ву — (MDA) dds” (9.81 

где (см. также п. 18.12-3) 
° co 

Crake Y= Гот © hr &+A) at. (19.8-12) 

При Т-» со дисперсия О 2(ТГ) ne стремится, вообще говоря; в нулю, а‘обызно 
приближается к стационарной дисперсии выходного сигнала: 

co со 1 . 
Dz (wo) = | Pr, [Rey (А) — (МР:] ал =5л | | Ho) [2 Ф (6) ао = 

=2|Н (0) [2 Ф (0) ВЕС, (19.8-13) 

где PD (mw) — cneKTpanbiiad nanoTHocTb (Nn. 18.10-3) функции # (0) — МХ, Beq — ширина спек- 

тра эквивалентного «равномерного» низкочастотного фильтра с частотной характернстикой 

Н (0) при |®]}=< 2nB EQ, 
Hero (io) = 
ЕО ) |. при [© | > 2^ВЕо. 

Bro есть мера приведенного рассеяния усредняющего фильтра. Табл. 19.8-1 дает 
Н (о) и Bra для пекоторых фильтров (с плоским спектром па входе). 

Таблица 19.8-1 

Усредняющие фильтры 

  

  

H (iw) Brg 

Фильтр первого порядка 149 То + | 1/(4То) 

Фильтры второго порядка 
с сильным затуханием W/LG@T, +1) (dT, + 0} 1/[4 (TT, + T.2)} 

- с критическим затухапием . И@® Го + 1)? 1/(2T 4) 

ou? -+ o? 02 -}- w? 
со слабым затуханием порта to,          
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19.8-3. Примеры. . 
(а) Измерение среднего значения. При измерении математического 

ожидания. М х == некоторого стационарного случайного напряжения х (#) с 

Заа? 

w? +- a? 

(белый шум, проходящий через простой фильтр с шириной спектра а/(2л) герц; или 
случайная телеграфная волна со средней скоростью отсчетов а/2, п. 18.11-5) дисперсия 
оценки (х)т равна 

Rix O = ate ЧТ а, Ф г (©) = + 2152640) (19.8-14) 

r | 
2аз A\ — 2a? _ 2a? 

D (x) -т | (1-7) e— ON gh as ary (aT — I +e arjy< ету (9.88 

    

и для усредняющего фильтра первого порядка из табл. 19.8-1 с Тэ То (практиче- 
ски Т>4Т.) 

а 
со -_. 20, . dw a’ a? О 2 (Т) = О 2 (©) = я Г ЦоТоз -Е Г] © а") orp aT,” 
  

  

(19.8-16) 

(65) Измерение среднего квадрата. ̀ При измерении среднего квадрата 
МР = Мх? для гауссовского шума х (1), удовлетворяющего условиям (14); 

R gy (0) = Bate P41 Tl + (a2 + 2), 

  

Заа? (19.8-17) 
a 2 2 Dey (@) о (ays mt (a® +. £2)5(), 

aa — —2ат 2а* 9.8-1 Di), =a CaT—1+e < _ 19.818) 

н для усредняющего фильтра первого порядка с Т > Ти [== л1 

eat ae (19.8-19) 02 (Г) = 62 (50) = тг < ат. 

(с) Измерение корреляционных функций (см. также п. 18.9-3). 
Дисперсия оценки корреляционных функций для совместно стационарных процессов х ({), 
# (2) дается соотношепиями (5). (6) и (tl) при | (1) ==хФуС- т. К сожалению. эта 
дисперсия зависит от момента четвертого порядка 

MIF OFQT=M[zx (Ox (tba yt tuy(t+t+a)y, (19.8-20) 

который редко бывает известен. В частиом случае совместно гауссовских и стационарных 
сигналов х (1), у (1) с нулевыми средними значениями 

M EF (0) FAY] = Ry A) Ry (M+ Rey (+ Ryy (CHM Ry (TO), (19.8-20 

но даже это выражение содержит неизвестную корреляционную функцию Rey (т) и, 
следовательно, бывает полезным только в простых случаях. 

Для стационарного гауссовского процесса х (1) 

со 

Ох хит < т | КЕМ (< Т) (19.8-22) 
0 

Зависимость оценки автокорреляционной фуикции 

(x (t) £ Ut +O p= | x(Mx (V4) da (19.8-23) 
т) | 

от ширины спектра сигнала и от запаздывания можно иллюстрировать на примере 
гауссовского шума х (1). удовлетворяющего условиям (14). В этом случае 

D (x (Qe +r = 

= 3 aT {2aT — 1 4 2е— 291 --[ (205 - 1) QaT —1I—2(atpzJem ET} (LP >T> 0). (19.8-24)
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При т =0 это выражение совпадает с (18). Если время наблюдения ТГ велико по сравне* 
нию с обратной величиной ширины спектра сигнала (при а7Т > 10%), то: 

а tS 7), (19.825) 

Для более общего случая стационарного гауссовского сигнала x (t) $ 

| хх (1) = ое @ 17] соз @3t + | Mx]? {19.8-26) 

получается такое же неравенство 

Ре 0х1); < 22. @т > 10, |11< 1). (19.8-27) 

19.8-4. Выборочные средние. Через 1х (8, 2х (1), ... здесь обозначены раз- 
личные реализации случайного процесса (рис. 19.8-1). Независимость реали- 
заций означает, что любое конечное множествр выборочных значений x(t), 

  
  

    
Рис. 19.8-1. Четыре независимые реализации х (й = Ry (4) непрерывного случайного 

процесса. 

8х (45), ... не зависит от любого множества выборочных значений другой реа- 
лизации #х (5). | | 

Если в последовательности независимых опытов можно получить некото- 
рое множество реализаций 1х (1), % (1, ..., "х (1), то выборочные значения 
1х (1), 2х (В), ..., пх (1) образуют классическую случайную выборку объема п, 
т. е. Ах ([)— независимые случайные величины с одинаковым распределением 
вероятностей. Аналогично, 4х (#1), 1х (&), 2х (В), 2х (6), ..., пх (В), пх (6) или 

1x (11) у (Ь), 2% (#1), 7y (te), oe 7х (#1), пу (@) образуют двумерную случайную 
выборку.
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Поэтому такие выборочные средние как 

x (4) => + [hx (1) +2 (A). + 2% a) I, 

  

PoE). A). da SM f= у F{*x (4), Px (te), od | (19.8-28) 

  (Ay) =~ у Rx (th) 9 (6) 
k=1 ) 

являются статистиками в смысле классической статистической теории. Для 
пахождения выборочных средних`нужны повторные или множественные опыты, 
но обычно проще получить дисперсии и распределения вероятностей для вы- 
борочных средних, чем для средних по времени. В частности, 

D x x (t;) =-— Dx (41), Df =— Df, (19 8-29) 

D(x Gy Ga) == Delt) y 
Kak ивп. 19.2-3 (см. также рис. 19.8-1). 

19.9. ПРОВЕРКА И ОЦЕНКА В ЗАДАЧАХ С0 СЛУЧАЙНЫМИ 

ПАРАМЕТРАМИ 

19.9-1. Постановка задачи. Практически важный класс ситуаций, требу- 

ющих принятия решения, может быть представлен на модели рис. 19.9-1. 

    

  

            

  

  
    

  

Vl 

Наблюденя, Решающий метанизм, 
измерения, L > содержащий априор- 

>| 20сприятие ные знания `в систе- 
Данные |ме и среде  *\ 

от арганов 
Чубстбв или’ 
атчиков 

Дешения 
$ y=9 2) (ответы, управли-. 

° Состояние эщея сила) 
Среды 

(‘бнешние. у 
условия, — 

блияющие ] Действия _ системы, . 
на работу _ дключающие b3aumedeucmbue C(s,4) 
системы ) > системы и среды on 

- | действия     
  

Рис. 19.9-1. Контекст для статистических решений (принятие гипотезы). 

Цена С (риск) некоторого действия системы есть функция от состояния 
среды, представленного л-мерной случайной величиной $ == (51, $2, .... 3m), 
и решения, представленного г-мерной величиной у == (у, Ио, ..., И): 

С=С (5, у). (19.9-1)



648 ГЛ. 19. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА 19.9-2. 

Человек, машина или система принимает решение у, основываясь на дан- 
НЫХ, представленных п-мерной случайной величиной х==(х1; Хо, ..., Хв), 
которая связана с состоянием среды через совместное распределение $ и х. 
Принимающий решение образует у как решающую функцию (см. также 
п. 19.6-9) от имеющихся данных 1): 

y=y (x). (19.9-2) 

Если дано совместное распределение $ и х вместе с функцией риска (1), 
представляющей действие. системы для каждой комбинации состояния среды 
и решения, то задача состоит в минимизации ожидаемого риска 

MC(s, у)=\ С [, у(х)} аФ 6, х) _^ (19.9-3) 
5х 

путем оптимального выбора решающей функции у(х). Величины $, хиу 
могут быть как непрерывными, так и дискретнымн. | 

19.9-2. Оценка и проверка с помощью формул Байеса. Если параметры 
состояния среды $1, $», ..., $т рассматриваются как параметры неизвестного 
распределения вероятностей наблюдаемой выборки (ж, хо, ..., хп), ТО задача 
лохожа на классическую задачу оценки и контроля; существенное различие 
состоит в том, что параметры $1, $50, ..., 5т являются ‘теперь случайными ве- 
личинами. 

Для непрерывных величин $, х знание состояния системы на основе полу- 
ченной выборки х означает знание плотности условной вероятности @ (s |x). 
Мипимизация ожидаемого риска (3) или 

МС(, y= Sao () (CIs y (x)] d@ (s | x) (19.9-4) 

сводится при этом к минимизации условного риска 

MC(s,y|x)=| CIs, у] аФ 6 [х) (19.9-5) 
: 

для каждой выборки х путем выбора подходящей решающей функции у (х). 
Если дано «априорное» распределение $ и плотность условного распреде- 

ления ф(х | $), то «апостериорное» распределение вероятностей, нужное для 
фогмуль (5), получается с помощью формул Байеса (пп. 18.2-6 и 18.4-5) 
в виде 

аФ ($|х)=-? 19 92 8), (19.9-6) 
[+ 15) аФ ($). 
$ 

Метод принятия решений, основанный на такой минимизации ‘ожидаемого 
риска, называется оценкой по Байесу. 

Если, как это часто бывает, неизвестны функция риска С ($, у) или 
«априорное» распределение величины $, то оценка по Байесу становится ие- 
возможной. Иногда удается свести задачу к классическим методам оценок 
наибольшего правдоподобия (п. 19.4-4) и критерию Неймана — Пирсона 
(п. 19.6-3). 

19.9-3. Случай двух состояний, проверка гипотез (см. также пп. 19.6-1— 
19.6-4). Пусть существуют только два состояная среды: $=0 (нулевая гипо- 
mesa) и $=1 (конкурирующая гипотеза). Допустим два возможных решения 
  

') Здесь не рассматривается. слузайный или частично случайный выбор решения 
(нак в играх со смешанной стратегией, п. 11.4-4,
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у==0, у=1|, которые соответствуют принятию или отбрасыванию нулевой гило- 
тезы на основе выборки наблюденных значений (х, хо, ..., Ади). Задача сво- 
дится к установлению критической области (области отбрасывания) $ выбо- 
рочных точек (х1, Хз, ..., Хз), Которая дает минимум ожидаемого риска 

MC(s, y)=C(s=0, y=0) po) p(x Noy veey Xp | $==0) ах: Axo 00. dX_ + 
3 | 

+-C (s=0, y=1)Po\ ole, Noy sony Xq-|S==0) dx, dXp „.. ха + 

+C(s=1, y=0)(1—po) (ea, Xo, soe, Xq | SH1) dx, dry... dxXqgt. 

5 

+C(s=1, y=1)(1—po) \@ (xn жь seey Xp |S 1) 4х, ах....ахи, (19.9-7) 

где ро=Р ($= =0), а $ — дополнение ко область принятия гипотезы). Ожи- 
даемый риск МС ($, у) будет минимальным, если нулевая гипотеза ‘отвергается 
каждый раз, когда отчошение. правдоподобия 

5 , __ Ф (у, Хо, +, Хи |5 =1) . 
| A(t, Xo) eee, Xn) — Ф (Xp х.. ves х, | c= 0) (19.9 8) 

(см. Также п. 19.6-3) превосходит критическое значение 

Ac= Ро _С ($ =0, у=1) —С (3 =0, у=0) 

1— о С ($ = Б и=0, —С ($ =1, y=) 
  

Po цена ложного отбрасывания (ложная тревога) (19 9-9) 

1 — Ро _ цена ложного принятия (промах) ° ° 
  

Заметим, что любая возрастающая или убывающая функция OT отноше- 
ния правдоподобия ($8) может заменить его в качестве статистики для про- 
верки гипотезы; само отношение правдоподобия является монотонной фувк- 
цией от «апостериорной» условной вероятности р (5 | х1, Х2ь «++ Хи), которая 
тоже может служить в качестве такой статистики. 

Пример. Обнаружение сцгнала на фоне гауссовского шума с плоским спектром. 
Надо решить, является ли принятый сигнал х (1) с шириной спектра В чистым шумом 
[$ =0 или х({) =п (1)]] или полезным сигналом с добавочным шумом [5 = [| или х (1) = 
—$ (1) + a (f)). Конечная ширина спектра позволяет описать и сигнал и шум © помощью 
выборочиых значений 

х, =х (RAZ), S,= 5 (RAZ), пр =п (RAZ), 

где ДЕ 55: 2=1, 2, ..., 2ВТ; Т — время наблюдения (п. 18.11-2). 

Отсюда 
2BT 

Px | 5 (Xp Xoo cos *9BT | 8 = 9) = (20P y)— BT exp Ру У xh , 

k=! 

' 2BT 

; er = = Р —BT ~— — 5,)2 Ox 15 (Ey Foy ore 2287 [8 = 1) = PAP) PT exp | — ap w a a) 
так что. 

2BT 2BT 
1 2 1 реж чету [ту У ately Dy os) 

- ==



650 ГЛ. 19. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА 19.9-4, 

Так как величина 
2BT `2ВТ т 

2(51, Хи +, ХОВТ) = 55- >, ЗаХь = У s (RAL) x (RAL) At ~ | s (t) x (i) a? 
| k=l k=l 

есть возрастающая функция от отношения правдоподобия A (+, Xo, eo y XOB т). то она 

может быть использована как статистика для проверкя гипотезы. Подсчитаз эту вели- 
чину либо путем дискретного суммирования, лнбо путем интегрирования, сравнивают 
ее с критическим значением 2с, определяемым с помощью ро и С ($, у); неравенство 
2 >2гс соответствует решению у = 1. 

19.9-4. Оценки по методу наименьших квадратов. Пусть среда имеет не- 
прерывно распределенное множество состояний, представляемых значениями 
величины $ == (51, $, ..., Sm), H MYCTb т компонент у» решающей функции 
у== (91, у, ..., Ут) надо выбирать так, чтобы аппроксимировать соответст- 
вующие значения $, возможно лучше в некотором смысле, уточняемом функ- 
цией риска С ($, у). В практически важном случае оценок по методу наимень- 
ших квадратов функция риска задается в виде 

т 

С ($, у) =С (51, $0) эзьу бт» Gy, Yo, eoey Ут) == У (Sp— Yp)*. (19.9-10) 

k=] , 

B smom cayuae munumym MC(s, у) достигается, когда каждая компонента уу 
равна условному математическому ожиданию величины $» для полученной вы- 
борки (х1, №2, -..) Ж): 

со 

ик =М (5 | х1, №2, eee, хп) = \ Sp ® (Sp | X14 Xo ооо у Xn) dsp (k=1, 2; eee) m) 

— со , 

(19.9-11) 

(см. также пп. 18.4-5, 18.4-6 и 18.4-9), где ф (ь | хт, х, ..., ха) получается 
из Ф (х1, Хо, +...) Ал | 51» 52, +--+, Sm) C Помощью формулы Байеса 

Ps | x (51, ...) Sm | xz, very <n) = 

Фх |< (%1, see Хп | 51, ...’ Sm) Ps (51, ao Sin) (19.9-12) 
= 

. 

J ex [$ (+1: cree Хл | 5, ..., Sim) Ps (Sqr ores Sm) ds, ... 45 т 

$ 

  

Пример. Измерение случайной величины на „фоне гауссовского шума. Надо оценить 
случайную величину $ по выборке (ху, Хо, ves Xn) измеренпых значений 

ty = 5+ My, 

если для величины $ известна плотность априорного распределения вероятностей 

$5 (9) = у я ехр |= 8 ©] 

а относительно величин п, известно, что они независимы между собой и от $, причем 

п 

| pf a yale ! 
Px] s (Xp Ха ++, *n19)= (sap) °XP 1 Py У - 

k=1 

Формула Байеса дает 

  

(| 
Ps |x (S| Fy Хо» -** › п) == ex |— 3 ag7 S—8) ‘|,
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где 
_ п 

| nx 8; - Iw 
B= M (S| Xs Xs vos fq) = ot +1). тя роты N $ k=] 

n } \~t 
o? =D (s| x5 Хх м > (та) . 

Поэтому оценка по методу наименьших квадратов (минимизация М (у -— $)?) приво- 
дит к зиачению 

_ PN 2 os +8.—— 
у = РИ Os; to 

которое зависит от выборочных зиацений Xp, только через статистику x (выборочное 

среднее) и является смещенной оценкой; смещение возрастает с возрастанием Ру и убы- 

ванием объема зыборки п. Для полученной оцеики ожидаемый риск равен 

Р o . Р 
М < №.



ГЛАВА 20 

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ И КОНЕЧНЫЕ РАЗНОСТИ 

20.1. ВВЕДЕНИЕ 

20.1-1. Вводные замечания. Глава 20 содержит описание вычислительных 
методов, причем упор делается на методику, а не на схемы или программы 
расчета. В пп. 20.4-1—20.5-7 дается исчисление конечных разностей. Разност- 
ные методы представляют интерес не только для численного’ интегрирования 
дифференциальных уравнений, но также и в тех математических моделях, где 
переменные изменяются дискретными шагами. 

20.1-2. Ошибки. За исключением возможных промахов (грубых ошибок) 
в приближенных вычислениях встречаются ошибки начальных данных, ошибки 
округления, вызванные использованием конечного числа знаков, и ошибки 
усечения, вызванные конечной аппроксимацией бесконечного процесса. Влия- 

. Ах: 
ине малых ошибок Ах; или малых относительных ошибок = на результат 

t 

i (X1, Xo) «..) MOKeT GbITh OWeHEHO C NoMobio Aupdepekunana (n. 4.5-3); Tak, 

A (X4- %_) =Axy + Ar,, A (xy XQ) == 41 Avg +02 Аж, (20. 1-1) 
A (41 = %2) | | Axi Fl Axe | A (Xi%a) Ах | Ал». Vo 
om IS Ree? ee Sa 20-12) 

Возникновение и распространение ошибок в более сложных вычислениях 
составляют предмет продолжающихся исследований; точные результаты полу- 
чены лишь в отдельных классах вычислений. Желательно своевременно обна- 
руживать промахи и ошибки с помощью различных программ контроля 
(например, подстановкой приближенного решения в исходное уравнение), осу- 
ществляемых на каждом этапе расчета. В качестве весьма грубого практи- 
ческого совета можно рекомендовать сохранять на две значащие цифры больше, 
чем это оправдывается точностью исходных данных или требуемой точностью 
результата. В сходящихся итерационных процессах (пп. 20.2-2, 20.2-4, 20.3-2, 
20.8-3 и 20.9-3) влияние ошибки уменьшается, за исключением ошибок, нару- 
шающих сходимость. 

Вычислительная схема называется устойчивой, если ошибки округления (абсолют- 
ные или относительные) в исходных данных и при расчете не вызывают возрастающего 

эффекта. Более точно, определение устойчивости вычислительной схемы часто оказы- 
вается. возможным связать с асимптотической устойчивостью рещения разностного урав- 

невия (рекуррентного соотношения), как в п. 20.8-5. 
Вместо слова «ошибка» часто применяют «погрешность». 

20.2. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ — 

20.2-1. Вводные замечания. mney решению уравнения 

| (2) = | (20.2-1) 

лолжно быть предпослано хотя бы грубое исследование вопросов существова- 
ния и положения корней, их оценка и т. д. (см. также пи. 1.6-6 и 7.6-9). 
Решения могут быть проверены подсгановкой.
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20.2-2. Итерационные методы. . 
(а) Данное уравнение (1) приводят к виду 

2= (г). | _ (20.2-2) 
Выбирая некоторое начальное приближение 210}, вычисляют Последовательные 
приближения - —. 

2+ Ne (27) (1==0, 1, 2, ...). (20.2-3) 

Сходимость таких приближений к искомому решению = требует отдельного 
исследования. 

Теорема о сжимающих отображениях п. 12.5-6 часто позволяет ycmano- 
вить сходимость и оценить быстроту сходимости. Итерации заканчивают 

[27 —2И/-1 | 

|267} | 

Признак сходимости и оценка ошибки. Если существует такая область Б в ком- 
плексной плоскости и такое положительное число М < 1, что 

1 Ф (21) —Ф (201 < М1!2,—2,| для всех 21, 2» из О, 

  

гогда, когда отношение становится достаточно малым. 

и если Р содержит 20], 211] ‘и все точки 2, удовлетворяющие неравенству 

| < 

  

fa 12 — 21 —.1 | (20.2-4) 

для каждого значения {> 1, то приближения (3) сходятся к некоторому решению 2 
фравненил (1); это решение удовлетворяет неравенствиу (4) и является единственным 6 1D. 
аметим, что правая часть неравенства (4) дает верхнюю грапвь ошибки {1-го приближме- 

ния 27]. 

(5) Возможны различные способы приведения уравнения (1) к виду (2). Вот 
некоторые итерационные формулы, основанные на снециальном выборе pynx- 
нии ф (2): 

  

а ИП - вв (27), | (20.2-5) 

zl +1 ft) (метод Ньютона), ``  (20.2-6) 
i’ (2l/)) 

+ ал) т бер’ Л) (20.2-7) 
(27) 2 ЦР) * 

Эти итерациовные формулы особенно удобны при вычислении действительных. кор- 
ней. Для нахождения комплексных корней действнтельных уравнений надо выбирать 
комплексное начальное приближение al J, Признак сходимости и оценка ошибки из 
п. 20.2-2,а применимы во всех случаях. | 

Формула (6) есть частный случай общего метода Ньютона (и. 20.2-8). Вели произеод- 
ная }’ (2) непрерывно дифференцируема в рассматриваемой области и если можно найти 
такие положительные числа А, В, С, чло 

    

т |< Jt) | ct (20.2-8e1 
р (210) и (219) 

и . . 

(lace В (20.2-86) 

при : . 

|2 — 2[0] | = ac (1 ~V1— 2ABC), (20,2-8c) 

то искомый корень 2 удовлетворяет последнему неравенству и быстрота сходимости 
#71004 Неютона оценивается неравенством 

  

1—1 
|2— 21| <. = (2АВС)? (=1,2, ...). (0.29) 

2 | | 
Отметим, что здесь имеет место относительно быстрая сходимость.
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‘Примеры. Применение метода (6) к уУравневиям 1/2-—а==0, 2— а=0, 

1/22 — 1а=ои 2” a 0 дает итерационные формулы вычисления 1/а, Уаи У? {а > 01 

  

21+ = Л (2 —а&П) = 1 при 1-5 0< 210] < 2, (20,2-10) 

gir 1) x (ил + ) +VYa при /1-+ 0, 20]>0 (алгоритм Герона), (20.2-11) 
21] | 

+1 — 27 а— (2111) ] у. Neva | 2 2] 1 —— 5 ——| + Уа при 7-0, 0< 210] < УЗа, @г.2-12) 

21-1 = ( 1 —=) aff] + sas Уд при jroo, so, (20.2-13) 

(с) хХПравило ложного положения (regula falsi, Metog 
секущих). Правило ложного положения’ отличается от приведенных выше 

нтерационных методов тем, что для определения нового приближения git} 
используют два предыдущих (возможны и более общие схемы, использующие 
несколько предыдущих приближений, см. п. 20.2-4, 5). Для решения уравне- 

ния (1) выбирают два начальных приближения 2101, 211 и строят последова- 
тельные приближения 

tN tI tI UN ty Ш “14 г 2 И ТЕТЕ f (2443) (j=1, 2, ...,).  (20.2-14a) 

Для отыскания действительных корней действительных уравнений прибли- 

жение 2'/`+ обычно строят по г и. 21, где kR=k () </-— наибольший 

индекс, такой, что | (21*]} и {(2[Л) имеют разные знаки: 

  

  
Я — (+1) _ 27] 211] — 21 /] о 2 == iii — —— 2‘/4). 0.2-14b 

Е (ЕЛ) — 7? (cL) Е (=) ( ) 

В частности, разные знаки должны иметь (2101) и [ (201); при указанной 
схеме обеспечена локализация корня между 2 и 2Л. | 

(9) Улучшение сходимости по Эйткену — Стеффенсену. Если 
Ф (2) действительна и трижды непрерывно дифференцируема в окрестности действитель- 
ного корня =, причем $’ (2) 52 1, то сходимость итерационцого процесса (3) можно улуч- 
шить с помощью следующей итерационной схемы: 

2119 = gq (203),  2[21 = ф(21]), | 

| (oN #08 | 
212] — 22[1} -- #[0]' 

214] =ф (213), 251 = (2149), Г — | (20.2-15) 

(2[4] — 2131)? 
245} — 22[4] | 213} 

  203] = 2[0] — 

26] = 2[3] —     5. # @ es @# @ д 

Итерации заканчивают, когда один из знаменателей оказывается близким к нулю 
(вообще говоря, желаемая точность достигается раныше этого, если последовательность 
(15) сходится). Этот метод, подобно методу секущих, может применяться вместо быстро 

сходящегося метода Ньютона, если вычисление значений { (2) вызывает затруднения. 

(е) Кратные корни. Итерационные схемы, опирающиеся ва фор- 
мулы (6) (метод Ньютона) или (7), не будут сходиться в окрестностн кратного 
корня уравнения. Заметим, что кратные корни функции ] (2) являются. кор- 
нями ее производной |” (г); для алгебраических уравнений наибольший общий 
делитель функций [ (2) и [ (2) может быть получен методом п. 1.7-3.
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() Метод проб. Если изолиреванный простой корень действительного уравне- 
а =}. 

| имеет тот   

  

ния (1) лежит между 2 =а4и 2=26, то вычисляют } . Если | 
2 

1 . 

же знак; скажем; это и { (5), то далее вычисляют [ [5 (a +S+")], и Т. д. 

20.2-3. Вычисление значений многочлена. 
(а) Последовательные умножения. Для применения рассмат- 

риваемых далее итерационных методов надо уметь вычислять значения 
многочлена 

# (г) =a ag2” + a, 27-1 +E... a, 42+ ap. (20.2-f6) 

Для эзой пели либо вычисляют последовательно G52 -- a4; 2 (Apz-- Ay) -4- Aa, wees 

либо предварительно находяз величины | (с), /* (6), |" (с), ‹.. по схеме Гор- 

нера и затем пользуются формулой (17). . 
(5) Схема Горнера. Деление многочлена }{(г) на (2—с) дает новый 

многочлен |+ (2) и остаток } (с) (п. 1.7-2); деление Й (2) на (2—5) дает много- 
член {5 (2) и остаток р (с). Продолжая этот процесс, получаем последова- 

тельно остатки / (с), }’ (5), aft (c), ah (Cc), ee, Которые являются коэф» 

фициентами разложения многочлена 

Е (и) ==} (и-- с) = 

ahh Cuba i © +... № (©) ай Кг). (20.2-17) 

Схема Горнера для комплексного аргумента. Если | (2) — многочлен с дейст» 
вительными коэффициентами, а Сс==а--№%, то | (с) == Ас-- В==(Аа-+ В) АВ, 

‚где Аг-- В — действительный остаток от деления }(2) на (24— 2аг + аз). 
20.2-4. Численное решение алгебраических уравнений. Итерационные 

методы. 
(а) Общие методы. Чтобы вычиелить изолированный простой корень 

алгебраического уравнения 

f (2) = age" --a,27 1+... -- a, 2-+ a, =0, (20.2-18) 

1] применить метод Ньютона (6)} 
2) применить формулу (5) в А= Шаз_4, вычисляя по схеме Гор» 

нера последовательные значения многочлена 

Cnet 

можно; 

  

Если а,_1==0, заменяют г на и=г2—0о и применяют формулу (17), 
чтобы привести уравнение (18) к виду Р (и) =0; 

3) применить метод секущих (п. 20.2-2, с). 

Сходимость этих и излагаемых ниже другнх методов итерации зависит от выбора 
начального приближения. Начальное приближение может быть получено или из предва- 
рительного исследования; или из квадратичной интерполяции фуикции } (2), или мето- 
‚дами п. 20.2-5. Ирн отсутствии Такой информации иногда можно выбирать в качестве 
начального приближения нуль или малое действительное число. В случае комплексных 
корней применима схема Горнера для комплексного аргумента, если только ] (2) есть 
многочлен с действительными коэффициентами; при этом в качестве начального прибли- 
жения можно испытать такое число а -{- {0, которое мивимизирует величины | А] и| В] 
в указанной схеме. Как только найден один из корней 2,. можно разделить многочлен 
f(z) Ha (2 —2,) и затем в качестве начального приближения для следующего корня 

можно выбирать 2ь или 2, (О. . 

Для комплексных корней методы Мюллеря и Бэрстоу упрощают вычисления и 
обеспечивают более быструю сходимость, чем метод Ньютона; если корни близки друр 
к другу.
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(b) Метод Мюллера. Вместо линейной интерполяции метода секу- 
щих здесь применяется квадратичная интерполяция, что приводит к итерации 
вида оС 

] 
  2+) = ап — (21—11) | sign By, (20.2-20а) 
|B,|+ Bi —4A,C, 

где , 

А,=9/,—9, (1 9) ТЕЧ, 

B y= (24;+ 1) fy,—(l+4,)? Fy a+ aij, 
Cr=(1+9)) fis | (20.2-205) 

; [Л — 27—01 | =f (ti) — —~” 2 — ). =F lz ) "V=T—h_ wey | =O 1,2, ...)   

Для начала решения можно положить 

2101=— 1, 211=1, 2021 =0 (в=—5) 

fo = On — An_1+4n_o+ ... f= An tan_itkanot..., 2— Чи. 

Метод Мюллера распространяется также и на неалгебраические уравнения. 
(с) Метод Бърстоу. Пусть многочлен (16) содержит квадратный 

множитель 22—иг—0, определяющий два различных простых корня уравие- 

ния (18), и пусть известны достаточно хорошие начальные приближения ull 

и 910] для ии о. Тогда `последовательность лучших приближений, сходящихся 
киио, дается формулами 

  
UI), 0/1 Ai 

ии ил" aia = | 
(ait yo sit rel 

ИПП, Пал, 
(7.5) — ofl ll J 

rie величины pf], ch вычисляются последовательно для каждого jf nO. -pop- 

мулам. 

  

_ (20.2-21а) 
pl +1) 2 yl 

ИП=а, + ШП | о о, 

olf = = 1 = = 0. 

‚ (в ==0, I, 2, ove, 1), | (20.2-215) 

Этот метод более удобен для многочленов четной степени. 
20,2-5. Специальные методы решения алгебраических уравнений. 
(а) Алгоритм разделенных разностей. Этот метод, обобщаю- 

щий классический метод Бернулли, может давать приближения ко всем кор- 
ням алгебраического уравнения (18) за один цикл расчета. Он применяется 
также для получения начальных приближений в итерационных ‘методах. 

Вычисления располагают по схеме табл. 29.2-1, где 

Е] 
О = 011+ (Eel ЕТ] ), 

glet+1) r (=1, 2, ...) (20.2-22) 
R ‚=, ЕС _ Ebel ay 89 = El") — 

ЧЕ
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Таблица’ 20.2-1 

Таблица алгоритма разделенных разностей 

  

  

fa 9] 0 gt} =o. gil =o | 

ees RS etl 
о] Qt?) 913] tes Qt") 

eft) Ef?) ee, gin 

og a po of, 
Е] В El?) ses Ele- 1       

Вычисления становятся невозможными, если О или Е] обращается 

в нуль. Тем не менее, метод разделенных разностей эффективен во многих 
частных случаях. Например, если все п корней 24, 2., ..., 2, уравнения (13) 
положительны или если все корни являются простыми с различными пенуле- 
выми абсолютными величинами, то для каждого Е имеем 

lim Qi*l 2, (20.2-23) 
t--+ | 

lim ЕЁ 0, (20.2-24) 
{+00 

так что каждый столбец таблицы 30.2-1 дает приближение к корню. 
| Вообще, пусть |2. |= |2. | >=...2|2и|>0. Если алгоритм разделенных 
разностей не отказывает, то формула (23) дает каждый корень г2,, который 
отличается по абсолютной величине от ‘соседних с ним в указанной выше 
последовательности, а формула (24) остается справедливой при |2. | > |2ь п |. 
Это помогает указать корни с равными абсолютными величинами, вапример, 
сопряженные комплексные корни. 

(5) Метод Греффе— Лобачевского. Если дано алгебраическое 
уравнение с действительными коэффициентами 

` п . | 

[(г) = ]] (2— 2.) = 27 + а12771--,.. а, =0, 
k=1 

то сначала находят коэффициенты а)’ многочлена 

Кг) (= Э= (17  (@-—2) =(— 1 а (аа... ат, 
k=1
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С помощью. таблицы 

  

  

  

    

kon k=n—|]) в =п-2. в =п-3 obec, 

‘п ‘п ^ Fag on3 

— бп, @п_5 —4n_g 

9 2 2 g 
an — an —| Qn —2 — ал —3 

“+ 24,4, _4 20,4 4g + 24,3 4 
+ 2a, Ans = 20, i an 8 

| + 20, ang 

(1) (1) (1) (1 
an Ah — I a —2 an 3 `*.             
  

  
Повторяя этот процесс, получают последовательно коэффициенты а’? много- 

члелов 

(—1)^ TI (2°! — 22/) == (— 1)" (22/) al! (221—141. reba), 

k= I 

При возрастании ] столбцы в расчетных таблицах оказываются одного из трех 
типов: 

1) В некоторых столбцах удвоенвые произведения становятся 
пренебрежимо малыми, так что последовательные записи в этих 
столбцах становятся квадратами с одинаковыми знаками (правильные 
столбцы); если последовательные записи имеют одинаковые знаки, 
а их абсолютные зпачения оказываются равными определенной доле 
квадрата предыдущего значения, то мы имеем частично правильные 
столбцы. 

2) Записи столбцов могут иметь чередующинеся знаки (колеблю- 
щиеся столбцы). 

3) Некоторые столбцы могут не обладать указанной выше пра- 
BHJIBHOCTbIO. 

Каждая пара правильных столбцов (например, № и Ё—г), разделенная 
г—1 неправильными столбцами, соответствует г корням 2 6 равными моду- 
лями такими, что 

at) 
~ pz fer7t при ]- оо. (20.2-25) 

    

(Л 
SR—r 

Эти г корней все либо действительны, либо чисто мнимы, если г— 1 разделяю- 
щих столбцов частично правильны. В частности: 

1. Два соседних правильных столбца (например, Ки Ё-—1) 
определяют простой действительный корень 2 такой, что 

al!) 
k ; 

aT «I~ |= [27 при fC. 
al”
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9. Два правильных столбца (& и k—2), разделенные одним 

колеблющимся столбцом, определяют пару простых комплексно 

сопряженных корней г таких, что 

al) 
k ' |——_]~ |z2,/+!? npn foo. 

al!) 
k—2 

На практике сначала находят действительные корни и чисто мнимые, 

знаки определяют подстановкой или с помощью п. 1.6-6. Затем упрощают 

уравнение делением на выделенные множители. 

(с) Матричный метод. Корни алгебранческого уравнепия (18) л-й степени 

с а =1 можно вычислить как собзтвенные значения (п Х п)-матрицы 

0 1 0 ... 0 0 

0 0 1 ... 0 0 
А = “seeeret ee eeeeeeese et eee ¢ @ (20, 2-26) 

о. 0 0 eee 0 1 

одним из методов; описанных в п. 20.3-5. 
- (9) Метод Горнера. Метод Горнера (пля действительных корней) сводится 

к последовательному вычислению коэффициентов многочленов А (и) ==} (и + с1), Е» (и) == 
===: (и -|- с.),... ПО схеме Горнера, ГДе са, Се, ... выбираются`так, чтобы уменьшить 
абсолютные величины остатков. Если удается получить Е, (0) = 0, то искомый корень 

приближенно равен cy ео... Che 

20.2-6. Системы уравнений и экстремальные задачи (см. также пп. 11.1-1, 
12.5-6, 20.2-2 и 20.2-3). 

(а) Постановка задачи. Итерационные методы. Задача 
решения системы пл уравнений ' 

(жа, Key +... , жа) (=12,...п) (00.227) 

сл неизвестными ху, Xo,..., X, эквивалентна задаче минимизации функции 

п 

F (X1, Xa ey Xn) = DY} [Gre Xen oes Xn) (? (20.2-28) 
=] 

или какой-либо другой возрастающей функции от абсолютных величин |}; | 
невязок (ошибок) {7=f; (X41, хо, ..., Ап), [=1, 2,..., п. Задача отыскания 
минимума (или максимума) функции И переменных и сама по себе имеет боль- 
шое практическое значение. | 

Для решения этой задачи итерационными методами начинают с произ- 

вольных значений x1) (=12,..., И) и строят последовательные приближе- 

HHA 
ИНО — АП. МПИ (=Ь2,..., в; j=0, 1, 2,...), (20.2-29) 

которые сходятся к некоторому решению х; при ]-— со. 
Различные методы отличаются выбором «направления» ]-го шага, т. е. 

выбором отношений о 1; ol 1:...: yl ]. Величина шага определяется значением 
‘т --1 i+ fd napamerpa AL/], минимизирующим величину F (dit }, ху + 1. wees lit 1} 

как функцию от МП. Эту функцию обычно аппроксимируют ее тейлоровским 
разложением или интерполяционным многочленом по трем — пяти выбранным 

вначениям. 0/1, Последний метод применим для отыскания тах и тит таб- 
лично заданной функции Ё (х1, Xe prov, Xp)- |
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Сходимость таких нтерационных методов часто можно установить © помощью тео- 
ремы о сжимающем отображении п. 12.5-6: при этом искомое решение рассматривается. 

как вектор с нормой V @4g+...442 HAH [yz Jt] agp. +]%, |. 
  

(6) Изменение на каждом шагетолько одного пере- 
меннвого. На каждом шаге изменяют только одно из х;, либо циклически, 
либо так, чтобы уменьшить наибольшую по модулю невязку (см. также 
п. 20.3-2, с, релаксация). 

(<) Методы поиска. Чисто случайный поиск состоит в отборе наи- 
большего (или наименьшего) из значений F (x4, хо,..., хп) Для некоторого 
количества случайно выбранных точек (х:, хо, ..., Хи); он применяется, глав- 
вым образом, при отыскании начальных приближений для итерационных мето- 
дов. В методе случайных возмущенийначинают с некоторой точки (ху, ха»... , Ап) 

и вводят множество случайных возмущений всех неизвестных Ахл, Ахо, ..., Ахв 

рля получения большего (или меньшего) ‘значения ‘исследуемой функции F. 
Рассчитанная при этом точка дает следующее приближение, и поиск продол- 
жается. При этсм методе, в отличие от метода чисто случайного поиска, можно 
использовать свойство непрерывности исследуемой функции. Метод случайных 
возмущений часто применяегся в.тех случаях, когда градиентные методы отка- 
зывают из-за таких особенностей многомерной области, как «хребты», «ущелья», 
«плоскогорья» и кратные экстремумы. Дальнейшее развитие этого метода при- 
водит к стратегиям, включающим изменение шага и предпочтение определен- 
вых направлений, зависящих от прошлых успехов или промахов. 

(dq) Условный экстремум (см. также пп. 11.3-4, 11.4:1 и 11.4-3). Задачи на 
Условный экстремум с рравнениями связей 9; (*;, Moy seer xn) = (@i=1, 2,..., 7 

можно решать методом вспомогательных функций, добавляя к исследуемой фунвции 
г . Г д | т 

F (x1, 5, ..-, Хи) Член вида > К; | ©; (41, хо, ---, ^д) | ила > K jj" (%4, 00 Xa) 
‘= i= . 

где наждый множитель К, — некоторое большое положительное число при отыскавии 
мипимума (отрицательное — при отыскании максимума). а т — четное положительное 
число, Существуют программы по оптимизации на цифровых ЭВМ, включающие выбор 
меняющейся стратегии поиска в случае медленной сходимости. 

20.2-7. Градвентные методы. | | 
(2) Метод наискорейшего спуска. Выбирают о =— OF fox, 

где все производные вычисляются при х; = xl), и уменьшают величину шага 

AUT no мере приближения к минимуму функции А (рис. 20.2-1). 
‚< `Для аналитических функций РЁ и малых значений }; тейлоровское разло- 

жение Р (At) позволяет выбрать оптимальную величину шага 

п п 
(j=0, 1, 2, ...)» (20.2-30) 

У | 
9х, Gx, OX» Oxy, 

где все производные вычисляются при х,== Ci), Параболическая интерполяция 

= | —
^
 

> | 
м
н
 

функции Р (МП) может оказаться более удобной. 
(bt) Спуск свычислением координат градиента. Часто 

вычисление координат вектора градиента ОЁ/дх», необходимых для метора наи- 
скорейшего спуска, оказывается невозможным или непрактичным. Тогда ука- 
занзые производные заменяют разностными отношениями АР/Ах,, получаемыми 
путем поочередного изменения только одного переменного хь. Так как при 
этом на каждый шаг расчета в направлении градиента затрачивается пл шагоЕ
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расчета координат градиента, то предпочитают продолжать расчеты в вычис- 
ленном направлении до тех пор, пока больше нельзя уточнить исследуемую 
функцию, и только после этого снова пересчитывать координаты градиента. 

  
Рис. 20.2-Г. График исследуемой на мипимум фуикции в случае Двух независимых пере- 
менных. Показано три минимума, линии уровия и линии наискорейшего спуска. В этом 
примере все три минимума функции ЁЕ (х1, х2) имеют одно и то же пулевое значение. 

20.2-8. Метод Ныюотона и теорема Канторовича (см. также пп. 20.2-2 
in 20.9-3). . 

(а) Метод Ньютона. Выбирая некоторое начальное приближение xt0) 

находят последовательные приближения xe путем решения системы линей- 

ных уравнений | 
п 

Of. . . 

fit У si (dit U— xf) 0  (=12,..., п),  (20.2-310) 
k 

k=] 
. 

где значения функций [; и частных производных дЁ;/дх» берутся при хь = xt 

j=0, 1, 2,... . 
(6) Теорема Канторовича о сходимости. Предположим, 

что матрица ([Of;/Ox,] имеет обратную матрицу (п. 13.2-3) [Of;/Ox,]7! = 
== [Typ (41, Xo, ..., X_)] для рассматриваемых значений хи. 

Пусть А, В, С— такие положительные числа (пормы матриц, п. 13.2-1), 

что в начальной точке =] . 

A n 

шах У |Гь |< А, max У; | Гир | < В, С= де” (0.2-329) 
г | k=l | 

Если | (жь хо, ..., хп) дважды непрерывно дифференцируемы и удовлетворяют 
условно 

х 
f, k=! 

OF 
ox, OE, <=C (=I, 2, vee, M) (20.2-325) 

  

  

для всех точек (хи, хо, ..., 1) в кубической области 

max! x, — 1 | < с (1-Ит—2АВС), = (20.2-33)
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то система (27) имеет решение (ху, хо, ..., kn) в той же области (33), и ско 
рость сходимости оценивается так: 

В mo] — . max lx; — xl] | <r АВС) +, (20.2-34) 

Это указывает на относительно быструю сходимость. 

20.3. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ И ОБРАЩЕНИЕ МАТРИЦ. 

СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ И СОБСТВЕННЫЕ ВЕКТОРЫ МАТРИЦ 

20.3-1. Методы исключения. 
(а) Решение системы линейных уравнений 

аа - @12хо--.-.-Р али =, 

2X1 AnoXg +... Aon Xn = Oe, (20.3-1) 

On1X1 H+ AnoXa+.. ~HOnnXn = On 

по правилу Крамера (п. 1.9-2) требует слишком большого количества умно- 
жений, если п —>4. Излагаемые ниже методы позволяют решить систему (1) 
путем последовательного исключения неизвестных. 

(5) Метод исключения по главным элементам (метод 
Гаусса). Пусть а,,— коэффициент, наибольший по абсолютной величине. 

Чтобы исключить х,; из го уравнения (1521), умножим Г-е уравнение на 

а;/а’; и вычтем из {-го уравнения. Затем повторяем этот процесс для исклю- 

чения другого неизвестного из оставшихся п —| уравнений и т. д. 
(с) Компактная схема исключения. Находим хд, Хит, +++, 1 

в указанпиом порядке из уравнений 

ха -- олохо -- олзяз-Н...-Ё билх п == В, 

tat Ott. tanta = В», (20.3-2) 

В 

после вычисления элементов следующей п Хх (п-[ )-матрицы: 

Vit 1g биз ee Ain | Be 

Yot You Ong «+» Gon | By 

Vat Yn2 Тиз vee Yan! Bn 
с помощью рекуррентных формул: 

, a 

Vir =i, (C= 1, 2, 00, 1)? Ope (R=2, 3, vee, п), 

#—1 
Vik=Tin— >) Vitin (i, &=2, 3,...,m ik), 

j=! _ 

' ft о 5 ' ‚ (0.3-3) 
ву в — 2 Vi; Mk (1, = peor GER), 

1—1 | 
bj 1 ‚_ 

а ВЕ — У VijBy} @=2, 3, ...,.П), 
п . 

j=! ]  
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Вычисление определителя производится по формуле 

det [aig] =VirVex ++ Yan (20.3-4) 

Компактный метод требует менышего количества промежуточных записей, 
чем метод Гаусса, и становится особенно простым, когда матрица [а;2] сим- 
метрична (а; =а;р). В этом важном частном случае 

у | Chip = (i< k), (20.3-5) 

(4) Матричная запись методаисключения. Метод Гаусса можно 
толковать как преобразование данной системы (1) вида 

Ах=6 

Th ni ... Т.Ах = Tt 
к виду 

nates 74 

с помощью последовательности неособенных матриц Тр Ty sees Ти выбираемых так 

чтобы получающаяся матрица Т Ти Т.А была треугольной матрицей, как в сн- 
стеме (2). . 

Кроме того, в компактной схеме речь идет об отыскании простой матрицы преобра- 
зования Т такой, чтобы система ТАх == ТЬ имела треугольную форму (2). Встречаются 
и другие методы, в которых вместо умножения слева применяется умножение справа. 

екоторые из модифицированных схем, приведенных в литературе [20.5], позволяют 
уменьшить накопление ошибок округления. 

a eee 

20.3-2. Итерационные методы (см. также пп. 20.2-6 и 20.2-7). 
(а) Итерационные методы имеют преимущество перед методами исключе- 

ния для таких систем линейных уравнений, которые имеют достаточно «раз- 
режениую» матрицу [а;„], т. е. для которых многие из а;», особенно вдали 
от главной диагонали, равны нулю. Такие системы (и притом очень большие) 
встречаются в задачах численного интегрирования дифференциальных уравне- 
ний с частными производными (п. 20.9-4). 

Излагаемые ниже итерационные методы для системы линейных уравпе- 
ний (1) с действительными коэффициентами дают последовательные прибли- 
жения решения х;(1=1, 2,..., п) в виде (20.2-29). Невязки, получаемые 
на каждом шаге итерации, будем обозначать. через 

п 

ВЛ = У авхП —6; (1—1, 2, въ. У п; j=0, 1, 2, ...). (20.3-6) 

k=! 

Замечание, Для многих итерационных схем требуется; чтобы матрица коэф- 
фициентов А == а, была нормальна с положительно определенной симметричной 

частью (п. 13.3-4) или чтобы матрица А была симметричной и положительно определен- 
ной .(п. 13.5-2), Если для данной матрицы коэффициентов это условие не выполнено, то 
можно попробовать так переставить или преобразовать данные уравнения, чтобы полу- 
чить относительно большие диагональные коэффициенты, или можно решать эквива* 
лентную систему . : 

п п п 
я Ш . 

> 2 ага; ьх, = > а, ;6; (= 2; ... кп), (20.3-7) 
= = = 

матрица коэффициентов которой обязательно симметрична и положительне определена, 
если только матрица А. не вырождена. 

(5) Простая итерация и итерация Зейделя. Преобра- 
зуем данную систему (путем перестановки уравнений и/или умножения их 
на постоянные) к такому виду, чтобы диагональные коэффициенты ад были 
положительными и возможно большими. Начиная с произвольных значений
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0 xi Vd, 2, ..., п), вычислим последовательные приближения по формуле 
простой итерации 

п 

xlit pe a ff ay — У ая — 9; 

(i==1, 2, ..., ny 1=0, 1,2, ...) (20.3-8) 

или по методу Зейделя 

хитах — 5х O;px' Ait yay У ах — b; 

(i= 1, 2, ..., 7; j=0, 1, 2 ...) (20.3-9) 

Обе схемы просты, по могут сходиться медленно или не сходиться совсем. Положи- 
тельная определенность матрицы [2:2] гарантирует сходимость. 

(c) Методы релаксации позволяют ускорить сходимость итера- 
циониого процесса при вычислении вручную. Начиная с произвольного приб- 
лижения xi0] (обычно просто xl aed, О ХО ==... == (03 —0), пробуют 

находить последовательные приближения dil таким образом, чтобы свести п 

невязок (6) к нулю., На каждом шаге выписывают невязкй fi и комбини- 

руют следующие методы: | 
1. Координатная релаксация. На каждом шаге «ликвидируют» 

наибольшую. по абсолютной величине невязку fi путем исправле- 

ния одного только х:: 

„ № 
т ПАЙ (521. © 490.3-10) 

Для начальных шагов допустим грубый подсчет хИ/`+ 1. 
2. Блочная и групповая релаксации. В некотором множестве 

(«блоке») координат xl придадим им равные приращения xl rH 

— xt! так, чтобы ликвидировать одну из невязок ЕР или чтобы 
свести. к нулю сумму всех невязок. Этот последний метод применя- 
‚ется, в частности, когда все начальные невязки [2 имеют одинако- 
вый зпак. 

При групповой релаксации для выбранного множества координат 
Г. х;’ приращения могут быть различными. 

3. Сверхрелаксация. Иногда можно ускорить сходимость релак- 
сации, изменяя знак регулируемой невязки и уменьшая ее абсолют- 
ную величину, вместо того чтобы полностью ликвидировать ее на 
данном этапе, 

Методы релаксации ‘особенно удобны при решении вручную большого количества 
простых - линейных ‘разностных уравнений, используемых обычно для приближенпого 
решения уравнений с частными производными (п. 20.9-3). Эффективность методов релак- 
сации во многом зависит от навыков и искусства вычислителя, а также от. знания им 
физического существа вопроса. 

(а) Систематическая сверхрелаксация применяется при 
решении «разреженных» систем, возникающих в задачах численного ннтегри- 
рования уравнений с частными производными. Рассмотрим систему уравне
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ний (1), преобразованную так, чтобы все диагональные ‘коэффициенты были 
равны 1 (а; =1), и заменим итерацию (9) на: следующую: 

К —=1 

(i 1, 2. ..., Л; j=0, 1, 2, ...), 

где’ сверхрелаксационный множитель в, > 1 выбирается для ускорения сходи- 
мости. Методы выбора множителей в; описаны в [20.5]. 

(е) Градиентные методы минимизируют некоторую положитель- 
ную функцию типа 

п . п 

FS 2 fil, = 21! Ti |? y eee 

способом, изложенным вп. 20.2-7. Если матрица коэффициентов [a;z} 
симметрична в положительно определена, можно вести расчет по формулам 

| 

  

= , . 

V+ fA k=) (i) i=1, 2,...,2 
* =x ; , 90.3-11 é . . Zé: Ё (о. 1, 2, ... ( ) 

Если сходимость имеет колеблющийся характер, то ее можно ускорить путем умно- 
жения последнего члена формулы (11) на 0,9 при некоторых значениях {. 

` (Г) Метод взаимных градиентов. Пусть дана система линей- 
ных уравнений (1) с действительной, симметричной и положи тельно опреде- 

ленной матрицей коэффициентов [а;,], и пусть хо] — начальное приближение. 

Положим 901 fil и вызислим последовательно 

x iol {/J \ 

    

  

| xr — ft yl] | 
al Ops 

п e . 

х ИТ, | | (1 2, ..., ") (00,812) 
УИ — k=! Soot 0 1 р .3- 
fi =; mil] po} во, ’ J 0, ? 2, ee 

п п. 

У ayn tht Noy! 7 
gli +1) = f/t1]_ kates! gl] 

тЁ 7] fy   
rae mJ — у у apne!) oy. Значения ЕП удовлетворяют формуле (6). При 

k=1h=1 
отсутствии ошибок округления этот метод дает точное решение х;=х; [7] 

после п шагов; сверх того, этот ‘метод имеет все преимущества итерацион- 
ной схемы, но требует много умножений. 

20.3-3. Обращение матриц (см. также пп. 13.2-3 и 14.5-3). 
_ (а) Методы пп. 20.3-[ и 20.3-2 непосредственно применимы для числен- 

ного обгащения -данной невырожденной матрицы А == [а], а также длЯ 
вычисления 4е ау, |.
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%) Итерационная схема обращения матрицы. Чтобы для данной 
(2 X п)-матрицы А найти обратную матрицу А-!, начинают с произвольной (п Ж п)-матрицы 

X 0) (скажем, xs == Е) и вычисляют последовательные приближения 

xU +h == xl (26 — дхИ1) (7 =0; 1,2, ...). (20.3-13) 

Если эта последовательность сходится, ее пределом является А-* (см, также п. 20.2-2, Ь). 
(с) (см. также п. 13.4-7). Для каждой невырожденной (ипЖп)-матрицы A 

1 —1 —2 А = а. (Atl 4. aan hae ta, A + a,_yE)s 

где 
а! =_— Tr A; , (20.3-14) 

1 - 
a, = — 7 la, 3 TrA+a,,T7r Att + a, Tr A/ 14.Tr АЛ 

(7 = 2, 3, ее. $ п). 

20.3-4. Решение системы линейных уравнений и обращение матриц при 
помощи разбиения на клетки (см. также п. 13.2-8). 

(а) Система линейных уравнений (1) может быть записана в матричной 
форме (n. 14.5-3): 

Ayr yg vee @т\ Им by \ 

Ах==| б91 [22 eee Aen \f Xa | _f Oe |, (20.3-15) 

Qn1 Ang eee Ann/ \Xn On 

Уравнение (15) можно преобразовать путем разбиения матоиц на клетки: 

аа) (4%) (55) } 
Хх = ульев ье : oeexsane № | рожь. wes) Cte eee = 

A (a! : Аз: , Х: В, , ; 

ay aU eee Qim x1 by Г (20.3- 16) 

.. = а а eee а __ x . — b 

Ay = 21 22 3m ? or 2 | В; == 2. (m <n). 

где 

  \@m1 @тё +. @тт Xm Om ; 

Решение системы матричных уравнений | 

Ay X y+ ApXe= By 11 it 12442 1’ } (20.3-17) 

- АХ: А» Хз = Вз 

приводит к уравнению 

(Ayy — Az2A7 As) X4 = B, —AysAg Ba, (20.3-18) 

которое дает п ‚линейных уравнений для первых т неизвестных ху, ха, ..., Хи 
если только известна обратная матрица Азх порядка п—т. Этот метод осо- 
бенно удобен, если надо найти лишь первые т неизвестных. 

(5) Обратная матрица А”1 получается тоже разбитой на клетки 

где (20.3-19) 
Си =(Ан-— Ар АА)  Сл=— АзАзлСи, 

Со =(А»— Ад Ат!А,)) Сь=— АпА оС, 

так что обращение матрицы порядка п сводится к обращению двух матриц 
меньших порядков (ши п— 1).
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20.3-5. Собственные значения и собственные векторы матриц (см. также 
пп. 13.4-2—13.4-6, 14.8-5 и 14.8-9). 

(a) Характеристическое уравнение. Собственные значения 
Ap матрицы А==[а»|] порядка п находят как корни характеристического 
уравнения 

Ра (A) = det [a;,—45;,] =0 | (20.3-20) 

одним из методов, описанных в пп. 30.2-1 —20.2-3. Чтобы избежать непосред- 
ственного развертывания определителя, можно вычислить Р„ (А) для п--1 

выбранного значения А, (скажем, A=O, 1, 2,..., п), после чего многочлен 
п-й степени Р„ (А) находится по одной из интерполяционных формул п. 20.5-3. 

(5) Итерационный метод. Пусть матрица А —эрмитова, так что 
все ее собственные значения действительны; во многих приложениях А дей- 
ствительна и симметрична. Если наиболынее по модулю собственное значение 

^м-— простое, то, начиная с произвольного начального вектора xl например, 
{1,0, 0, ..., 0}, вычисляют последовательно произведения 

хи 13 Axl ((=0, 1,2, ...), (20.3-21) 
где @«;— подходящий множитель, выбираемый, например, так, чтобы наиболь- 

шая по модулю координата вектора х(/Т!] равнялась 1. При возрастании ] 

векторы x) будут приближаться к собственному вектору, принадлежащеми 
доминирующему собственному значению А; последнее можно вычислить по 

формуле 

  

п п ae 
Di BX Xp 

__ (, Ах) _т=1 = 
hu= (x, x) n . (20.3-22) 

м 

a 
i= 

Этот метод сходится тем быстрее, чем значительнее отличается [Ам | OT Mony- 

лей всех остальных собственных значений матрицы А и чем ближе направ- 

ление начального вектора x19) к направлению искомого собственного вектора; 

если xl 1={1, 0, 0, ..., 0} не удовлетворяет этому условию, то пробуют 
10, 1,0, ..., 0} и т. д. Можно ускорить сходимость путем применения 4? 
или ДЗ вместо А в формуле (21). | | | 

Последующие собственные значения и собственные векторы находят после 
приведения матрицы (п. 14.8-6). О других методах см. [20.5], [20.9]. 

Если наибольшее по модулю собственное значение A М имеет кратность m>1; To 

последовательность векторов, определенных формулой (21), сходится к одному из соб- 

ственных векторов; принадлежащих ^ м. Выбирая различные начальные векторы х 0}, 

можно построить т линейно независимых векторов инвариантного подпространства, при- 
надлежащего Ам. 

(с) Метод вращения. Если дана действительная симметричная матрица А = 

== [а;,] == [0 ‚ то начинаем с исключения иедиагонального элемента аук, имеющего 

наибольшую абсолютную величину; путем ортогонального преобразования 

  

А = т ally , Ti = (1), 

где " 

tip = 8 [1+ (cos 9, —1) (8) + бк) + sin, (5,6; — 68) \ (20.8.23) 
= а,...в п), 

| a1] —4KK
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(вращение на угол 9, в плоскости, натянутой Ha e; H ек; см. также пп. 2.1-6 и 

14.10-2; 5). Применяя аналогичный прием к А’`, получают ДА и >. д. Произведение 
матриц преобразования ТГ: ТГ. Тз... сходится к некоторой ортогональной матрице, кото- 
рая приводит матрицу А к днагональному виду; даже если она имеет кратные собствен- 
ные зизчения. 

20.4. КОНЕЧНЫЕ РАЗНОСТИ И РАЗНОСТНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

20.4-1. Конечные разности и центральные средние. 
(а) Пусть и=и (х) —функция действительного переменного х. Для данного 

множества равноотстоящих значений аргумента - 

хх КАх (k=0, «1, +2, ...; Ах-=й > 0) 

и соответствующих значений функции и» = (хр) =и (х-РАлх) определяют 
нисходящие разности (для интерполяции вперед) 

AYR =Ypi1— Yrs 

APy p= Ayn 41 — AYe = Yea 2Y kar typ 

; [о (20.4-1) Г 

Агур =”, .1—А7 у, = У, (— 1 ( i) Gkeer-j 

  (r=2, 3,..3 k=0, t1, 2,..,) } 

и восходящие разности (для интерполяции назад) 

Ууь== Ук — Ув -1= АИ, 
Улик = УГ у, — У 1, _1=АГУк_, (20.4-2) 

(г==2, 3, ...; A=0, +1, + 2, «..). 

Число г называется порядком разности. 
(5) Центральные разности определяются формулами 

892 = Yn 1/2 Ye 1/2 = AY — 1/25 (0.4.3) 

гу == 07 1у, 2—6” 14, — 1/2==АГу, — ‚ро (r=2, 3, ...). 

Центральные средние определяются формулами 

1 
НУ =-5 (Ук — 12-Е Ув + 12 о (Ив — 112 Ув + 1/2), 0.44 

1 - 1, . 
ГУУ (и у, — ен И” Ve 4. 1/2) (r=2, 3, ...). 

Если значения функции ук==и (х--ЕАх) известны лишь для целых 3Ha- 
чений А, то центральные разности и центральные средние можно вычислить 

для В=- 1, + 3/5, ..., если порядок г нечетный, и 
для #=0, 1, +2, ..., если порядок г четный.



80.4-2. 20.4. КОНЕЧНЫЕ РАЗНОСТИ И РАЗНОСТНЫЕ УРАВНЕНИЯ 669 

(с) Конечные разности удобно располагать в таблицы таких тилов; 

  

X—1 Y-1 

. Ay 1 

Xo Ho А?у_1 

Ауо АЗу—1 

Xo А?уо А“ (20.4-5) 
Ау: . АЗуо 

Х2 Ys А?у: 

_ Аз 

Я Ya 

Хз Y-s 

Уу-› 

Х—5 1—2 Уи 

Vy-1 Уз 

#1 и Уи У*и {20.4-6) 
Ук Узи 

Xo 41 У? 
Уи, 

1 Ш 

Х-э И-— 

oy 3), 
Я—1 1—1 02/1 

Sy t/, B°y 1/5 
Xo Yo 57Yo 6'Yo (20.4-7) 

Sy), fy), 

Х1 Ut 02, 

bys), 
Xo 1) - 

` Заметим, что вычисление разности порядка г требует знания г-- 1 значе- 
ния функции и что у многочлена п-й степени разности п-го порядка постоянны. 

20.4-2. Операторные обозначения. 
(а) Определения. Оператор смещения Е для фупкции у==И(х) дей- 

ствительного переменного х и фиксированного приращения Ах==й определяют 
формулами 

Ey(x)=y(x+Ax,  ЕГу(х) ==у(х--гА»), (20.4-8) 

где г — любое действительное число. | 
‚-Разностные операторы ДА, У, 6 и оператор усреднения р определяются так: 

Ду =у (Ау), 
Vy (x) =y (x) —y (x — Ax), . (20.4-9) 

Би. | | 
| wy =z ly (#4 )-и (+55). (20.4-10) 

Заметим, что при Up, = 4 (Xo + Ах), 9, = 9 (ху - #Ах) 

A (ug + Op) = Аи, - Ао), 2 (аи,) = оАи,, 
A (Ugly) = Op 4 Ady + OpAuy = UpAv, +O, Аи, = р. (20.4-11) 

= up Av, + vpAu, + Au,Av,,
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Заметим также; что при Ах =1 

Al = Ale Doo. (mrt Dre (fl) г) = г И, 

a(7)=(,*,) _ (r==l, 2, ...). 

(b+) Соотношения между операторами (cM. Taxxe п. 14.3-1): 

д =Е-—1==ЕУ==Е‘/26, У=1—Е71!=Е ЙА =Е- */45, 
- _ 1/5 1 1 §6=B4—E MSE AREA, pos (Ete), (20.4-13) 

Е =1--А, УЛД=АУ = 62. 

Отметим для памяти 

Ar=(E—1y= У! (- (5 Е’) (=1,2,..), _(00.4-М) 
i=0 

(20.4-12) 

откуда легко получаются формулы gin V=E~'A wa 6=E~ ‘SA, Заметим 
также, что 

Е =(и-Ау=1+(1)А+(5 ) 4+ ves _ ©0415) 

Если г— целое и положительное, то ряд (15) конечен) в противном случае 
его сходимость требует исследования. 

(с) Для аналитической фувкции 

Е’ ==е” АХО — |-+-гДх D+s-(r Ax D)® ++ ... (Ds =) (20.4-16) 

(операторное обозначение ряда Тейлора, п. 4.10-4). 
20.4-3. Разностные уравнения. 
(а) Обыкновенное разностное уравнение порядка 7 есть уравнение 

С (хь, Ув, Уват» ses Yror) = GlXps Yar Ep, ooo, ЕГУь) = 0 
(А =0, + |, + 2, зоо у r=l, 2, ...), (20.4-17) 

связывающее значения у, ==и (хь) = (х-- Е Ах) функции у==у(х) на дискрет- 
HOM множестве значений х=х,==х,-Н# Ах, где Ах—фиксированное прираще- 
ние. Часто бывает удобно ввести в качестве новой независимой переменной 

х — 

величину k= a ==(), + |, + 2, @ee 

Обыкновенное разностное уравнение порядка г можно представить как 
соотношение, связывающее значение ук и конечные разности № уь, Ууь или б'уь 
вплоть до порядка г. .Разностное уравнение может также связывать ур и раз- 

    

Ар Vite Ofup | | ностные отношения — , ——— или вплоть до порядка г. 
Ах Ах Ах 

Решением разностного уравнения (17) назывзется такая функция y = y (x), 
что последовательность у, удовлетворяет данным уравнениям для некоторой 
области значений Rk. Общее решение обыкновенного разностного уравнения 
порядка г содержит, вообще говоря, г произвольных постоянных, которые 
должны быть определены по начальным, краевым или другим дополнительным 
условиям, налагаемым на у». Решение разностноге уравнения в любой ‚конеч- 
ной области значений сводится в принципе к решению системы уравнений. 

Разностные уравнения применяются: 1) для аппрокеимации дифференциальных 
уравнений (пп. 20.9-2 и 20.9-3) и 2) для решения задач, представляющих модели с дискрет- 
ными переменными,
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Пример: суммирование рядов. Задача решения разностного ‘уравнения 
первого порядка вида 

Ау,-т = Уи, “=O, HTH Yp=Yp 4 -- ay (20.4-18) 

с данным начальным значением ро == 0% равносильна задаче суммирования ряда (п. 4.8-5) 

в 
Vp Up gta, = 2 а, (Е=0, 11 2p os). (20.4-19) 

Эта задача аналогична интегрированию дифференциального уравнения 1’ =} (х). Опера- 
торы Хи У являются взаимно обратными. Отметим суммирование по частям 

п п 

wm, Е Av, = (пал +1“ Um” m) ~ k a UR 4144p, (20.420) 

(5) Уравнение с частными разностями связывает значения 

Фу ... = Ф (Xp -НАх, Ho + fay... .) Е 1... =0. +1 -2,...) 

функции Ф = Ф (х, у, ...); порядок уравнения с частными разностями есть наибольшая 
азность между значениями {, зпачениями |,..., встречающимися в этом уравнении. 

п. 20.9-3 приведены формулы, выражающие различные разностные операторы через 
значения функции Ф;; ..., И Указано их применение для приближенного решения диф- 

ференциальных уравненнй с частными производными, 

20.4-4. Линейные обыкновенные разностные уравнения. 
{а) Структура общего решения (см. также пп. 9.3-! и 15.4-2). 

Линейвое обыкновенное разностное уравнение порядка г имеет вид 

ао (#) Year+ Oy (R) eg rat o£ (A) oe = | 
= [aq (A) EX ay (A) EVA... a, (A) yp =F i(k),  (20.4-21) 

где aj (k) u f(k)—aanuple dynkunn от #=0, +1, +2, ... Общее решение 
уравнения (21) может быть представлено в виде суммы какого-либо его частного 
решения и общего решения соответствующего однородного уравнения («приве- 
денного» уравнения) 

[аз (Е) Е^-на, (#) ЕГ-1-| ... а, (В уь=о. (20.4-22) 
„Любая линейная комбиниция решений линейного однородного разностного 

уравнения (22) является. решением этого уравнения (принцип наложения). 

Теория обыкновенных разностных уравнений во многом подобна теории обыкновенных 
дифференциальных уравнений. В частности, однородное линейное разностное уравнение (22) 
допускает не более г решений Ур, Ию * +, линейно независимых на мнажестве 

в =0, 1. 2,... Линейная независимость г таких решений равносильна требованию, чтабы 
определитель Казоратти 

рр Ya) k *** Ил) в 

Hoy) par Yoy rat °° Wry prt (20.4-23) 
K Yep? Farge 29 Ирув] == 

Ya rerat Yoarrerut °° Wry kerei 

не был тождественно равен нилю при Е =0, 1, 2,... Этот определитель аналогичен 
определителю Вронского в п. 9.3-2. 

Если в неоднородном уравнении (21) правая часть представляет собой линейную 
комбинацию { (Ё) =а | (#) -- ВР (2). то решение уь этого уравнения есть подобная же 

линейная комбинация решений, отвечающих правым частям [ (k) w fy (2). , 
(0) Метод вариацин произвольных постоянных (см. также 

п. 9.3-3). Если известны г линейно независимых решений Yury pr Yay pe Yep) R SAU 
веденного» уравнения (22), то общее решение неоднородного линейного разностного урав- 
нения (21) можно найти в виде 

Ив = 1) Ик + Со р ь Р.С, (В My py _ (20,4-24а)
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где 
г 

р лу ру АС (®) =0 о (=, . 57-1, 
. (20.4-245) 

Ou Mite ba Ay AY mT 

После решения системы г линейных уравнений (245) относительно AC, (2) находим. каж- 

дое С» (е) путем суммирования, как 'в формуле (19). 

20.4-5. Линейные обыкновенные разностные уравнения с постоянными 
коэффициентами (см. также пп. 9.4-1—9.4-8). Общее решение линейного 
‚однородного разностного уравнения 

вок Чел ...-Калув == (07-Е аа Е 1 -[.. а, ук = — (20.4-35) 

с постоянными коэффициентами а, а1, ..., а; имеет вид 

ур = А ЕСА -...- СЕМ, . (20.4-26) 
где Ал, А», ...., Аг — Корни характеристического уравнения 

AV + aA t+... fa, = 0, (20.4-27) 

если только все его г корней различны. Если некоторый корень, скажем, 
\., имеет кратность 11, то соответствующий член в решенни (26) составляет 
(СНЕС... RIC, п) №". Если все коэффициенты ‘а; действительны, то два 

члена, соответствующих простым комплексно сопряженным корням А =0е-=®, 
можно заменить на (›* (А с0з Ёф-- В зт №). Коэффициенты С‚, А, В, ... должны 
быть определены по начальным или краевым условиям. 

Решение неоднородного линейного разностного уравнения 

ау -Е аук, ...-Н агУк == (а Е” -На:Е/ “beet ar) Yr=Ff (R) (20.4-28) 

можно находить общим методом п. 20.4-4, Б, но более удобными могут ока- 
заться специальные методы, излагаемые ниже. 

20.4-6. Методы преобразований для линейных разностных уравнений с 
постоянными коэффициентами. 

(а) Метод 2-преобразования (см. также пп. 8.7-3 и .9.4-5). Подвергнем 
обе части разностного уразнения (28) г-преобразованию с помощью теоремы 
сдвига 2 из таблицы 8.7-2, обозначив через 

Vz) =Z (ys 2] Не-а... < (20.4-29) 
г-преобразование неизвестного решения — последовательности у, и, И., ... Это 
приводит к формуле 

Fz (2) Gz (2) 

r r—1 r r—l , (20.4-30) Ge + a,2 ..-а, a2" 4-2 --... + ay 
  

где первое слагаемое справа, как й вп. 9.4-5, представляет «нормальную 
реакцию» на заданное внешнее воздействие — последовательность # (0), (1), 
| (2), ..., а второе слагаемое отражает действие г начальных значений и, И, 
Yor oo» Yrs Здесь 

С, (2) = yo (Qg2" + ал № --...-На,-12) +. 

+ (a,2"—! -- ay2"~2 +... -+- A,_»2) --...-Н И, _1002. (20.4-3 | 

Неизвестные у, могут быть получены либо как коэффициенты при 1/2“ 
в разложении У (2) по степеням 2, либо с помощью таблицы г-преобразова-
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ния (таблица 20.4-1). Как и в случае преобразования Лапласа, обращение 
77 (2) можно упростить с помощью разложения на простейшие дроби, кото- 

рые представляют «собственные колебания», соответствующие корням харак- 
теристического уравнения (27). 

Таблица 20.4-1 

Краткая таблица 2-преобразований и преобразований Лапласа 
от ступенчатых функций 
  

  

  

  

    

  

  

    

  
          

=-преобразование | 
Преобразование Лапласа 

Ц т - . = тии | Же cerymeniaron фу 
значений oO $ со 

— y =e - Ув и | - ¥ + . др У уфе” 
(ё =0, 1,2, ...) = 27 [=0 

2 

I 2 — | 5$ 
2 1 1 

2 & ; (2—1)? $ 25 | 

8 № 2 (2 + 1) де! 
(2—1: $ (#5 — 18 

k 2 —___| ИИ 4 ( ) n=0, 1, 2. ees) rT 

a) § “1 s (eS —1)” 
$ 

z—a s cma 

$ k az г’ — 1 а 
-6 ка — ~~ , | (2 — а)? $ (2—0) 

1 (FY abn z endl ee ВИИИИ 
п (2 — а)" о ат 

(п =0, 1,2, ...) 

8 ме аки = vo! a—b (2 ~ а) (2—6) $ (е5 — а) (2—5) 
| ; 

9 ak sin BR ; az sin 8 > = cone 2% — 2а2 с05 6-- а $ 225 — 2ае5 соз 6 +- ай 

| — Sip oS 
10 ай с0$ 6 3 2 (2 — a cos 5) $ < - и 28 — 2az cosb+a $ 225 _. oae* cos b + а?     

(6) Представление выборочных данных рядами импульс- 
ных функций и ступенчатыми функциями. Метод преобразо- 
вания Лапласа, Если формально ввести асимметричную импульсную функцию 
64 (4), To последовательность выборочных значений уз, -И1:; зе ... МОЖНО представлять 
(и притом взаимно однозначно) рядом импульсных функций 

и* (1) = yg 54 (E) 4- у16. ((— ТТ) nb (Ff = 27) +... (¢ > 0), (20. 4-32) 
roe T ~— nonoKuTenpbHan NOcTOHHHAaA (sol60po4uHol интервал).4 

Если две последовательности выборочных значений Yo, Wes Yar oe HE (O)o PF U)s Ff (2). ... 
удовлетворяют разностному уравнению (28), то соответствующие функции и* (1) и {* (1) 
удовлетворяют функциональному уравнению (разностному уравнению для фуикций): 

аи" ЕТ) + аду br —-UT) +... +4ay alo  ¢€>9 (20. 4-33) 
$ опрелеленнымн начальными услозиями. . 

92 (Г, Корв и Т. Корн
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К уравнению (33) можно применить форнальное преобразование Лапласа импульсных 
Функций (п. 8.5) 

& (y* (t); sls (y* “J = yo + me Т8 ие 273 +... (20.4-34) 
При этом 

8 [у* Е -- ету] = ей Т8 {9 [у (01-— (фо + se WTS 4. yy — po @— ПТ»). 

Изложенный метод преобразования аналогичен методу 2- преобразования с z= els 
(дискретпое преобразование Лапласа; п. 8.7-3}. 

Вместо того чтобы применять обобщенные функции; можно представить последова- 
тельность Ио, Иа, 2, ... С ПОМОЩЬЮ СсООТВетствующей ступенчатой функции (см, п. 21.9-1) 

t . 

1,9 t) =f yt Add = yp mpn kT <P S(R+ NT (E>0; R= Oe dy By... — (20.4-35) 
0 | 

Функции 1. 0 н LF удовлетворяют тому же функциональному уравнению, 

что и у* (1) и Pe (f), Tak UTO CHOBa допустимо преобразование Лапласа. 
Отметим формулы 

—е-Тз . — 
£[], 9 O] = we tye 794.) =! - 

  

$ 

& [y* (t)], 

k—1 
~—T . 

& [9 ¢ + aT)] = ekTs &[],y ]-=_— > upto 

f==0 

В табл. 20.4-1 приведены пары преобразований Лапласа для некоторых ступенчатых 
фувкций; прн этом йринято, что Т =!. 

20.4-7. Системы обыкновенных разностных уравнений. Матрячная запись. 
Как и в случае дифференциальных уравнений, можно рассматривать систему 
обыкновенных разностных уравнений, содержащую. две или более неизвестных 
функций и (хь) = ь, 2 (хх) =2ь, ... Любое разностное уравнение (17) порядка 
г можно привести к системе г уравнений первого порядка введением ‘новых 
переменных Е*у» или А‘у, (1=1, 2, ..., ГП. 

Так же, как в п. 13.6-1|, система линейных разностных уравнений пер- 
вого порядка (рекуррентных соотношений) 

Ува == али -Н аль ...-НР ь. | 

Zpr1 = Gai Y pb Aoatp tothe (FR), (20.4-36a) 

с постоянными коэффициентами а;; может быть записана в матричной форме 
(см. также п. 14.5-3): 

Ул =АУ,-Е РЕ (®), (20.4-365) 

где У» == {иуь, 2ь, ...!, Г (©) == {р} (%), Ь (©), ...} — векторы (матрицы-столбцы), 
а А == [а;]. Если дано У, == {у%, 2%, ...}, ТО решением является 

&—1 

Y,=A*Yo+ » АВА (В, (20.4-37) 
A=0 

где матрица А*, по аналогии с’п. 13.6-2, Ъ, называется матрицей изменения 
состояния для системы (36). Степени матрицы 4^, нужные для решения, 
могут быть вычислены с помощью теоремы Сильвестра (п. 13.4-7, Ь), так 
что каждое собственное значение матрицы А, т. е. корень характеристиче- 
ского уравнения 

det [A— ЛЕ] == (20.4-38) 

снова соответствует собственным колебаниям (см. также пп. 13,6-2 и 20.4-5),
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Этот метод применим, в частности, к решению линейного разностного 
уравнения (28) порядка г; если оно сначала приведено к системе вида (36) 
путем введения урл, Ур» -..›, Ирдьт В Качестве новых переменных, так что 

  

Ур == {Урлгл» Ирин» ++. а Ув} | 

F(t) = {= f(b), о, 0, ..., 0}, 

_м“ _% ЩЕ 4 
м 0.439 

1 о... 0 0 
4 = 0 lo... 0 0 

0 о... 1 of |   
20.4-8. Устойчивость. |. 
(а) Аналогично п. 9.4-4, линейное разностное уравнение (28) или вистема 

(36) с постоянными коэффициентами называется устойчивой, если все корни 
соответствующего характеристического уравнения (27) или (38) по абсолют- 
ной величине меньше единицы. При этсм действие малых изменений началь- 
ных условий затухает (стремится к 0) при возрастании К. 

Имеется признак устойчивости, аналогичный условию Раусса —Гурвица 
(п. 1.6-6, 5) для корней с отрицательной действительной частыо. 

(6) Определение устойчивости и асимптотической устойчивости решений 
по Ляпупову (п. 13.6-6) и соответствующие теоремы (п. 13.6-6) легко рас- 
пространяются на решения У, Ух, У., ... линейных и нелинейных автоном- 
ных систем разностных уравнений 

Уи ==Р (Ур) (Е =0, 1,2, ...). (20.4-40) 

Условия типа <0 для функций Ляпунова V (y) непрерывного аргу- 

мента просто превращаются в условия АИ (У,) =0 для функции Ляпунова 
У (У») дискретноге аргумента. 

20.5. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ФУНКЦИЙ 

20.5-1. Вводные замечания (см. также пп. 12.5-4, Б и 15.2-5). Интерполяци- 
онная формула сопоставляет с функцией и(х) функцию известного класса 
Y (x) = Y (X; Gg, Gz, “», ..., би), зависящую от п --1 параметров &;, выбран- 
ных так, чтобы значения Y (x) совпадали со значениями и (х} для данного 
множества п--|1 значений аргумента х, (узлов интерполяции): 

Y (xq) =y (Xp) = Yo. 

В пп. 20.5-2 —20.5-6 излагается параболическая интерполяция. Другие 
интерполяционные методы рассматриваются в пп, 20.5-7 и 20.6-6. . 

Применение интерполяции (и, в частности, интерполяциояных мпогочленов} не 
всегда оправдано. В случае эмпирических функций может оказаться желательным сгла- 
жизание колебаний Y (Xp)s вызванных случайными ошибками, например, посредством 

апароксимации по методи наименьших квадратов. 

20.5-2. Общие формулы параболическэй ннтерполяции ‘(заачения аргу- 
мента могут быть и неразноотстоящими). Интерполяционная формула л-го 
порядка аппроксимирует функцию у (х) многочленом п-й степени У (х), удов- 
летворяющим условиям Я (х,) =зу (хь) =у, в п--1 узлах интерполяции —точ- 
KaxX Xp (k=Q, 1, 2, feos п). 

22%
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(а) Интерполяционная формула Лагранжа 

+ 

с: — = i =F — = = и --... 

oa nee 
(5) Разделенные разности и интерполяционная фор- 

мула Ньютона. Разделенные разности определяются так: 

  

  -(20.5-1) 

  

__ 1 — И 
Ai (Xo, X43) = 

A (X15 Xyi oe 6 X,) — А (о Ху» --- 9х ) о _ Аг (17 Хо 1 ("9 *4 1 .Б- 

r 0 

(7=2, 3, ...). 

Интерполяционная формула Ньютона имеет вид 

Y (X) = York (X— Xo) Ay (X%q, X1) + (% — XQ) (х— ху А» (Хх X11 XQ) foe 
n~} 

week ED xg) Mn (жж, Far vee s Xn) (20.5-3) 
k=0 ~ 

В отличие от формулы (1), прибавление новой пары значений (хил, Илл) сво- 
дится здесь просто к прибавлению одного нового члена. Разделенные раз- 
пости (2) для формулы (3) удобно записывать в таблицу того же типа, что (20.4-5). 

Нахождение разделенных разностей есть липейная операция (п. 15.2-7) мад у (х)- 
Каждая функция (2) вполне симметрнчиа по всем своим аргументам. 

(с) Итерационно-интерполяционный метод Эй-ткена. 
Если требуется найти лишь значения интерполяционного многочлена У (х), 
а не его представление, то может быть применена следующая схема. Пусть 
Урь...— интерполяционный многочлен, определяемый парамн (х, у;), (хр и}, 
(хь, Иь), ... так что 

У 012 ...в == (x). 

Интерполяционные миогочлены возрастающих степеней могут быть получены 
последовательно так: 

  

  

    

1 х—х 1 X—X, | Yayo ол т, и 1 0 Хх — А Yy , Хз 1 Х —Хз Yo у ое 

~ 1 — у. У ло = Х — о Yo1 .... У =“ 40 012 
012 А2 — № х—х. Уз ’ ’ 0129 Я; — № А — Аз У123 3 ооо     

e ® e e e о e e e e e e ® e e e e e e e e а ® e e e e e a e e - © > 

Этот процесс можно закончить, когда у значений двух интерполяционных 
многочленов последовательных степеней совпадет требуемое количество знаков. 

(9) Остаточные члены. Если и(х) достаточное число раз диффе- 
ренцируема, то для интерполяционной формулы, базирующейся на п--1 зна- 
чениях функций уо, 1, /..„ Ип, остаточный член (ошибка интерполяции) 
может быть записан в виде 

Кана 9 = у) У (9) = рту" Д @-ж, = (20.5-4) 
: & =0
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где Е лежит в наименышем интервале /, содержащем все точки ху, ху, Хо, ..., Хл 
их (м. также п. 4.10-4; вообще говоря, Ё зависит от х), Отсюда следует 
оценка р 

п 

[Rasa OO 1 aopayr max ye (XD Пя @0.6-5) 

20.5-3. Интерполяционные формулы для равиоотстоящих значений аргу- 

мента. Ромбовидные диаграммы, Пусть ур =и (хр), хь==л-- Е Ах (# =0, + 1,...), 
где Ах — фиксированное приращение, как в п. 20.4-1; введем обозначение 

х — Xp 

Ах 

(а) Интерполяционные формулы Ньютона. Если даны и, 
д» ба»... ИЛИ И, У И... То из формулы (3) получаем соответственно 

¥ ()=yo+ 7 Ayo + АЖ... 
1 Ур м ЕО р... 

Первая формула применяется для интерполирования «вперед», а вторая для 
интерполирования «назад». 7 

(b) Интерполяционные формулы с центральными раз- 
ностямн. Табл. 20.5-1 дает наиболее употребительные интерполяционные 
формулы для того случая, когда заданы значения ш, И1, Из, ... ИИ, У, ..- 
(см. также рис. 20.5-1). Заметим, что формулы Эверетта и Стеффенсена удобны 
при работе с такими таблицами, для которых проще составлять таблицы раз- 
ностей только четного или только нечетного порядков. 

Коэффициенты всех указанных выше формул приведены в табл. 20.5-2. 
(<) Применение ‘ромбовидной диаграммы. Многие интер- 

поляционные формулы можно получить с помощью ромбовидной диаграммы 
(диаграммы Фрезера), приведенной на рис. 20.5-1. Некоторые более сложные 
интерполяционные формулы "(например, формулу Эверетта) можно получить, 
усредняя несколько эквивалентных ‘интерполяционных многочленов. 

=U. 

(20.5-6) 

20.5-4. Обратная интерполяция. 
(а) По данным значениям 

хь = хо -- ВАХ, ypmy (Xp) — =0,1.2,..., п) 

требуется найти заключенное между хо и х, значение Ё аргумента х, соответствующее 
данному значению 1 функции и (х); Ах предполагается настолько малым, чтобы & было 
единственным, Можно применить общую формулу (1) или (3), меняя ролями х ир. Вместо 
этого можно применить одну из итерационпых схем п. 20.2-2 для решения Ураввения 

У (Е) —п=0. 
где У(х) — подходящий интерполяционный многочлен; аппроксимирующий и (х); для 
первого шага итерации применяют линейную интерполяцню, для второго шага — кзад- 
‘ратичную и т. ‘д. Наиболее удобен итерационно-интерполяционный метод Эйткена 
(п. 20.5-2, с), в Котором надо поменять местами д и и. 

(5) Обратная интерполяция с помощью обращения рядоь, 
Применяя любую подходящую интерполяционную формулу в виде степенного ряда 

¥ (x) = A+ aX 4 2x? ... > Ys 

~ Y= % у — @\2 
x= а, + сь (| а1 ) --.. 

получаем 

где. 

8 с @ а:\8 | | { be 
С: = Чт, С: at +? (=) ’ р (20.5 a 

а аа а» \3 
С _-% 5 Sats 5 (8 

  1 o@*eeeeteesefeeeesesereveee4nreeeeeexs#ees8 J
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ии Ny 
/ Ди (4+ I), A 44-2 (u+2)4 A {/-7 (и*3)5 A Y-4 

`` д 4 „“ 5 „и 

/ 

Ay Da ДЗ, (4-24 А (uy By 
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Рнс. 20.5-1. Ромбовидная диаграмма для интерполяциоцных формул. Сокращенное 
обозначение 

&- = +1“ *). 

`Для получения интерполяционной формулы вдоль некоторого пути диаграммы при- 
меняются следующие правила: 

1. Когда столбец разностей пересекается слева направо, добавляется один член. 
2. Если путь входит (слева) в некоторый столбец разностей с положительным на- 

клоном, то добавочный член равен произведению разности, стоящей на пересечении пути 

н столбца, скажем, Ау р, на коэффициент (и -- р — 1), лежащий точно под этой раз- 
? 

ностью. 
3. Если путь входит (слева) в некоторый столбец разностей с отрицательным накло- 

ном, то добавочный член равен произведению разности, стоящей на пересечении пути 

и столбца, скажем, Ay _ ps на коэффициент (u -+ p)p, лежащий точно над этой разностью. 

4. Если путь входит (слева) в некоторый столбец разностей горизонтально, то доба- 
вочный член равен произведению разности, стоящей на пересечении пути и столбца, 

скажем, Ау р, на среднее арифметическое двух коэффициентов (и-- р)ь и (и -- р — Пр, 

лежащих соответственно точно над и под этой разностью. 
5. Если иуть пересекает (слева направо) столбец разностей между двумя разно- 

стями, скажем, Ary —(p+1) ¥ АКу_ р, то добавочный член равен произведению среднего ариф- 

метического этих двух разностей на коэффициент (и -- р)», стоящий на перссечении пути 

и столбца. 
6. Каждая часть пути, проходимая справа налево, вызывает те же самые члены, 

что и при прохождении слева направо, но с противоположным знаком. 
7. Со столбцом табличных значений функции можно обращаться, как со столбцом 

разностей. нулевого порядка, по тем же правилам, что и с остальными столбцами раз- 
постей, если только ромб входит точно в этот столбец (левым концом). Таким образом, 
этот столбец может пересекаться путем, образующим положительный, отрицательный 
или нулевой наклон, как и с остальными столбцами,
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Табли ца 20.5-2 

Коэффициенты интерполяционных формул 

Интерполяционная формула Лагранжа по пяти точкам 

Р-НЕ (9) Fy t hg (8) fy + Ly (8) Fy + Ly (8) fy. 

Для отрицательных $ обозначения столбцов указаны внизу 

  

  

                      

ГР {$) L_y (s) Lo (s) Ly (s) Г. (5) 

0,0 0.000600 0.000000 1,006000 0,0000:00 0 000000 0,0 

0,1 0,007638 — 0.059850 0.987525 0.073150 — 0.008663 —0.1 
0,2 0.014400 —0 305600 0,950400 0.158400 —0,017600 —0,2 
0,3 (0),019338 —0,136850 0.889525 0.254150 —0,026163 —03 
04 0.022400 —0,153600 0,306400 0,358400 —0,033660 . | —04 
0.5 0.023438 —0.156250 0,703125 0 468750 — 0 ,039063 —05 

06 0.022400 —0,145600. 0582400 0.582400 —0,041600 —0,6 
0,7 0,019338 —0,122850 0,447525 0.696150 — 0.040163 —07 
0.8 0,0 14400 ~—.089600 0302400 0806400 —0,033600 —0,8 
0,9 0,007838 — 0.047850 0,151525 0,909150 — 0021663 —09 
1,0 0.000000 0.000009 0.000000 1.000000 0.000000 —1,0 

1.1 —0,008663 0,051 150 —0.146475 1,074150 0.029838 —1,1 
1,2 — 0.017600 0.102400 —0.281600 1,126400 0 070400 —1,2 
1,3 — 0.026163 0.150150 —0.398415 1,151150 0,123338 —1,3 
1.4 —0,033600 0.190400 — 0.489600 1,142400 0,190400 —1,4 
1,5 —0,039063 0,218750 — 0546875 1,693750 0,273438 —1,5 

1,6 —0,041600 0,230400 —0,561600 0.995400 0,374400 —\,6 
1,7 —0,040163 0,220 150 —0,524475 0,849150 0.495338 —1,7 
1,8 —0 033600 0,182400 —0,425600 0.635400 0,635400 —1,8 
1,9 —0,020663 0,111153 —0,254475 0.358150 0,885338 —1,9 
2,0 0.000000 0.600000 0.000000 ` 0.000000 1,006000 —2,0 

[о ($) L, (s) . Го ($) [1 ($) L_, (s) 5 

\{ римечание. Все коэффициенты становятся точными, если замевить 
каждую конечную цифру 8 на 75, а 3 ва 25. | 

Интерполяционная формула Стирлинга 

f, ~ fy + SUOly + Cy (8) 8%) + Cy (5) BO, + Cy (5) 84F, 
  

    
5 - Cz {s) . C, (s) C, {s) 5 

0.0 0.00000 ° 0.00000 0,00000 0.0 

0.1 0.00500 —0.01650 *) —0,00041 0,1 
0,2 0.02600 —0.03200 *) — 0.00160 —0,2 
0,3 0.04500 —0,04550 *) —0.00341 —0,3 
0,4 0.08000 —0,05600 *) —0,00560 —0,4 

0.5 0,12500 — 0416250 *) —0,00781 —05 

0,6 0,18000 —0,06460 *) —0,00960 —06 
07 _ 0,2450 —0,05950 *) —0,01041 —07 
08 0 32000 — 0.04800 *) — 0.00960 —0,8 
0.9 0.40500 —0.02850 *) | —0,00541 —09 
1,0 0.50000 0.00000 0.00000 —1,0         

*) Для 5$ из правого столбца вадо изменить SHAK,      
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Таблица 20.5-2 (продолженае;} 

Интерполяционная формула Ньютона 

Fig =F, SVE, + Cy (8) У, — С, (9) УР, С, 65) У*, — С, (5) УЧ, 

(для интерполяции надо брать положительные $) 

  

  

          

$ С. ($) . Cy is) . Cy (8) Сь (5) 

—1,0 1,00000 — 1,00000 1,00000 — 1,06000 

—0,9 0.85500 —0,82550 _ 08584 —0,18972 
—08 0,72000 —0.67200 0.63840 —0,61286 
—0,7 0.59500 — 0.53550 0.49534 — 0.46562 
—0.6 0.48000 —0.41600 . 0.37440 —0,34445 
—0,5 0,37500 —0,31250 0,27344 - —0,24609 

—0,4 0.28000 —0,22400 0,19040 — 0,16755 
—03 0,19500 —0,14950 0.12334 —0.10607 
—0,2 0.12000 — 0.08800 0,07040 — 0.05514 
—0,1 0.05500 —0,.03850 0.02984 — 0,02447 

0,0 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 

0,1 — 0.04500 0,02850 — 0.02066 ` 0.01612 
02 —0,08000 0 ,04800 — 03360 0.02554 
0,3 —0,10500 0,05950 — 0.04016 0.02972 
0,4 —0,12000 0.06400 — 0.04160 © 0.02995 
0,5 —0,12500 0,06250 — 0.03906 0.02734 

0,6 — 0.12000 0.05600 —0.03360 0,022285 
07 —0,10500 0,04550 —0,02616 0.01727 
0,8 —(,08000 0.63200 — 0.01760 0.01126 
09 — 0.04500 0.01650 — 0.00866 0.00537 

_ 1,0 0.00000 0.00000 0,00000 0.00000 

  

Интерполяционная формула Бесселя 

F = изу, + (s—s) би, + Са (5) иб?Р и, -Е C, (5) ОЗРаи, -- С. ($) 8% F174 + С, ($) ну, 

  

    

5 Сз (5) Gy (8) С. ($) ° Сь (5) 5. 

0,0 0,00000 0,00000 000000 St 0,00000 1,0 

0,1 —0,04500 0,00600 *) 0,00784 —0,00063 *) 09 
0.2 —0.08000 0.00800 *) 0.01440 —0,60086 *) 0'8 
0,3 —0,10500 0,00700 =). ‚ 001934 —0'00077 *) 07 
04 —0,12000 0,00460 } 0.02240 —0,06045 *) 06 
05 —0,12500 0,00000 0.02344 0.60000 05             

  

*} Для $ из правого столбиа надо изменить знак.       
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Таблица 20.5-2 (продолжение) 

Интерполяционная формула Эверетта 

Тс = (1 — $ К -- С, ($) 62 - С, ($) 641; - 5, С, а — $) 827, -- С, 1 — $) 641, 
  

  

    

              

$ С. ($) С. ($). $ С, ($) Су (5, 

0,0 _ 0,00000 0.00000 0.6 —0,05600 0,01075 
0,1 —0.02850 0.00455 0,7 — 0.04550 0.00890 
0,2 —0,04800 0,00806 0,8 —0.03200 0.00634 
0,3 —0.05950 0.01044 0,9 — 001659 0,00329 
0,4 —0,06400 0,01165 1,0 0,00000 0,00000 
05 —0,06250 0,01172 

    

Интерполяционная формула Стеффенсена 

= С ($) Рау, + Сз ($) 0371, — С, (— $) Of 17, — Cy (— 5S) 6°f 1, 

    

  

    

$ С! (5) С; ($) 5 С! ($) С. ($) 

—05 —0,12500 0.02344 0,1 0.05500 . —0,00866 
—04 — 0.12000 0.02240 0,2 0,12G00 . —0,01760 
—03 — 0,10500 0.01934 0,3 0.19500 —0,02616 
—02 —0,08000 0,01440 0,4 0,28000 —0,03360 
—0.1 —0,04500 0,00784 05 0,37500 _ —0 03906 

00 0,00000 0.00000         
  

20.5-5. Интерполяция с оптимальным выбором узлов (см. также п. 20.7-3). Много- 
член У (х} степени п, который совпадает с и (х) вп -|- 1 точках х =x] (i =90, 1, 2, ..., п) 

n 

на [а, 5} таких; что max II (x — xz) будет иметь наименьшее зпачение, MpH6- 
а<х=8| 0 

лиженпо минимизирует максимум абсолютной величины ошибки интерполяции (4) на [а, 6]. 
Такой многочлен У (х) дается формулой 

п 

] vy x—b—a 

ум ot SAGs (AST), 
k=l 

где $ (20,5-8а) 

1 

  
n 

_ 2 У (21 Пел |, _ 

j= 
Г, (Е) — мвогочлен Чебышева степени # (п. 21.7-4); 

ato  b—a Qj+tilja an ху — 5 + 5 cos ва. (f=0, 1, 2, 0.5 7). (20.5-85) 

20.5-6. Интерполяция функций нескольких перемеиных. Для аппроксимации функ- 
ции #=2(х, у) многочленом Z (x, у), удовлетворяющим условию & (х, 1) =2 (х, и) Ha 
заданном множестве точек (ху, у»), можно сначала иптерполировать по х функцию 2 (д, yp) 
прн фиксированных у,; а затем интерполнровать относительно х, что даст 2 (х, и). 

Другой путь заключается в подстановке в интерполяционную формулу по и интер- 
роляционной формулы относительно х, Если Ах = Ау = В — фиксированное приращение и 

2 (хо -- ГАх, ш НЕА = 2 (i, R= Hl, а...), 

k—% и (20,5-9) 
a 

AR 2 Ay 1 
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то, дважды применяя интерполяционную формулу Бесселя из табл. 20.5-1, получаем 
формулу Бесселя интерполяции по двум переменным; 

2 (жи и) = + (Zoo “F210 “F 201 -[ 211) + (a -+) (210 —200 - 211 — 201) + 

+ > ( — =) (201 — 200 - 21 — 210) -{ (1 — 5) (> — =) (211 — 210 — 201 - 200) --... 

(20,5-10) 

Аналогичные методы применяются для функций трех и более переменных. См. также 
{20.1 

`20.5-7. Обратные разности и интерполяция рациональными дробями. Пусть у (к) = 

== Ур (== 0, 1 2, vee), Где ло, м,, 2, ...’ — произвольные узлы интерполяции; определим 

обратные разности: 

  

  

  

Хо —Я1 Хо — Х2 } 
é x ———=—>; №; Х ; x: = 

Ps (oe *1) Ио — 1’ рз (Же дня Хз) О: (Хо, Х:) — 9: (Ха, Xo) т, 

р; (о, ХТ: Хо coef Хр) = 

x,— Xx 
— +e | г-2 (р, Х5, ЯР — 1 

Ре — 1 (0, Ху +в Xp 1) — Pr — 1 (1, Фо, ++ Xr) (i a ) 

(7 = За 4е ..,). 7. 
. (20,5-11) 

Функция и(х) для узлов хи; х.; х.; ... аппроксимируется рациональной функцией: кото- 
рая получается. нз разложения в непрерывную дробь вида 

х—х 
Y (x) = 1, 20.5-12а (x) uit oe x2) ( ) 

где 
х—х. 

х; Х Xi; x Pa (Xs X1) = Ps (M1 о, с, хх) He? 

x= x5 (20.5-126) 
  sXe => x 

’ 
05 (Xs X19 Xa) = M4 (X19 Xs Xa) Тр; (Х, Х1, Хз, д) —Р!: (Ха, Ха) 

Если у (х) — рациональная функция; то непрерывная дробь обрывается. 

20.6. АППРОКСИМАЦИЯ ФУНКЦИЙ ОРТОГОНАЛЬНЫМИ 

МНОГОЧЛЕНАМИ, ОТРЕЗКАМИ РЯДА ФУРЬЕ 

И ДРУГИМИ МЕТОДАМИ 

20.6-1. Вводные замечания. Параболическая интерполяция на практике 
хороша лишь для аналитических функций и только тогда, когда их значения 
не искажены шумом (случайными ошибками). Случайные ошибки в значениях 
функции сильно искажают интерполяционные многочлены высоких степеней, 
а при интерполяции многочленами низких степеней теряется существенная 
информация. Поэтому при наличии случайных ошибок предпочитают ирименягь 
«сглаживающую» аппроксимацию такими многочленами или рациональными 
дробями, которые минимизируют либо взвешенную среднюю квадратическую 
ошибку аппроксимации, либо максимум абсолютной ошибки на всем выбран- 
ном интервале (а, 6). Отметим, что разложения в ряд Тейлора аппроксими- 
руют аналитическую функцию лишь в непосредственной близости от одной 
выбранной точки и поэтому редко применяются в численной аппроксимации 
(только при условии сверхбыстрой сходимости). 

20.6-2. Приближения функций многочленами по методу наименьших квад- 
ратов на интервале (см. также п. 1[5,2-6). Для данной функции (х) требуегся 
построить функцию РЁ (х) вида 

F (x) =a Фо (х) Е 21 фи (х) --, +. -Р ал Фа (%) (20,6-1)
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так, чтобы минимизировать взвешенную среднюю квадратическую ощибку на 
интервале (а, 65): ‚о | 

= {р (х) [Е () —РоР а, (20.6-2) 

где y (x) —3ananHan неотрицательная весовая функция. 
Если функции ф» (х) действительны и попарно ортогональны с весом /Y (x) 

на интервале (а, 6), т. е. если 

6 

Jr) pO) yO) de=0 (=), _ (20.6-3) 3 | 
то искомые коэффициенты а; определяются по формулам 

5. 

J v (x) F(x) @; (x) dx 
в = — (i=0, 1, 2,...). (20.6-4) 

J ¥ (x) ©? (<) 4х 

  

Аппроксимация ортогональными функциями, например, ортогональными 
многочленами (пп. 20.6-2—20.6-4) или тригонометрическими полиномами 
(п.20.6-6), имеет то замечательное преимущество, что улучшение аппроксимации 
путем добавления нового члена апт Фа (x) He меняет. ` ранее вычасленных 
коэффициентов ау, ал, As... @п. 

Подстановка х=о+-В, 4ах=а4г в формулах (1) (4) позволяет изменить 
масштаб или сдвинуть рассматриваемый интервал, 

Заметим, что вычисление коэффициентов по формуле (4) гребуеъ знания 
функции f(x) на всем рассматриваемом интервале (а, 6). 

20.6-3. Приближения фувкций многочлевами по методу наименьших квад- 
ратов на дискретном множестве точек, Если функция {(х) задана только на 

дискретном множестве. (т--1) точек Xo, х1, хз, ... Хш» ТО приближение `(1) 
по методу наименьших квадратов принимает другой вид. Здесь надо миними- 
вировать взвещенную среднюю квадратическую ошибку вида 

a= SY) Ye lF (xe) —f (xe), = (20.6-5) 
k= 0 

где ^\»--заданные положительные веса. Это опять-таки проще всего сделать 
в том случае, когда функции ф„ (х) представляют собой многочлены степени г, 
попарно ортогональные с весами ^)» на заданном множестве точек, т. е. когда 

У! ть фи (хь) Фу (хь) =0 (15). (20.6-6) 
Е =0 

Такие многочлены можно получить из последовательности 1, х, х*,,.. 
методом ортогонализацини Шмидта, п. 14.7-4. Коэффициенты а; определяются 
по формулам 

т 

Dd Vel (XQ) O (Xp) 

==. (1=0, 1, 2,.,.„ п; п=м). (20.6-7) 

у Vp $: (Xp) 
k= 0 
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При п=т получающийся многочлен совпадает с интерполяционвзым много- 
членом; если п< т, то добавление нового члена ап.,Фл-1(хХ) оставляет 
предыдущие члены без изменения. Особый ингерес представляют указанные 
ниже два частных случая. 

(а) Многочлены Чебышева. Если значения аргумента ху, ху, 
Хе, ... Хт МОоЖио свободно выбирать, скажем, в интервале (— 1, 1), го целесо- 
образно в качестве этих значений взять корни многочлена Чебышева Ти. 1 (х) 
(п. 21.7-4), в. е. положить 

xp=cosse tin (k= 0, 1, 2,..4 m). (20.6-8) 

Тогда при единичных весах Y,=1 ортогональные многочлены, определяемые 
соотношением (6), совпадают с многочленами Чебышева Т` (х) (см. также п. 20.5-5). 

(5) Равноотстоящие точки. Если т--]==2М--| точек хь деляв 
отрезок [а, 8] на 2М равных частей, так что 

же +k Ax (=. k=O, £ 1, ии 2 eee + м), (20.6-9) 

    

то. ортогональные многочлены Фр; (х), определяемые соотношевием (6) при еди- 
ничных весах уь==1, имеют вид 

piso (AAS? M, 2M) (=0, 1, 2.4 2M; M=1, 2.4), 

  

(20.6-10) 
где 

° i+- el2) (mM 4.7) £4] М Тит ‹ lla pi (t, 2M) 2 1) темы (20.6-11а) 

211} = 2 (2—1) (2—2)... (2-1) (R=1, 2,...), (20.6-118) 

216 —1 (220), 0111 =0 (#=1, 2,...); 
при этом 

M 
+ _ (2M Fit! QM ~ Dd! 7 Me dF (k, M)= Shem о (=0, 1,2,...2М; М=1, 2, ...)   

.. (20.6-12) 
(встречаются и другие нормировки ортогональных многочленов). 

Ортогональные мпогочлены до пятой степени: 

ро (Ё, ЗМ) ==1, ру, 2М) =. | | 

8 — M(M +1) 
Pol, = тему 

__ 518 — (3М2 +3М — 1 
p(t, 2M) =p) eM a | (20, €-13) 

3574 — 5 (6M? + 6M ~ 5) 72 -- 3M (M2 — dy (M- +2). 

  

  

Pall, 2M) = 2M (M — 1) (2M — 3) (2M — 3) 

ps (t, 2M) = 
_. 5325 — $6 (2M? + 2M — 3)¢3 + (15M4-+ 30M#— 35M2— 50M + г       2M (M — 1) (2M — 1) (2M — 3) (M — 2) J 

В частности, при М ==2 (пять точек): 

I 1 , 
PWM=1, AM=sh eM=zF (P— 2), 

; | — | (20.6-14) 
рз (== 5 (588—170), Pa it) = т; (358 — 1552-72).
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Если обозначить значения функции [ (хь) через |», то аппроксимация мно- 
гочленами до третьей степени при М==2 дает следующие сглаженные значения: 

F 9= 75 (69f 5+ 4f1—Sfo+4i—fe)=fe— a Of, | 
F_y= ay (fo+ 21+ 12fo— 8h + fe) = Lat x Of = 
Fy ge (— 3f_g-+ 12) EI Tfo+ 12h — 3fo) = fo— az S4fo, $ (20.6-15) 

Fy a5 (2Fa—8 at 1fot+2th+2Ad=—h+ gz Oo, | 
Fe= 75 (— hat 41— fot 4+ 6%) = то №. | 

20.6-4. Равномерные приближения. i 

  
(а) Равномерные приближения минимизируют наибольшее значение ‘абсо- 

лютной ошибки |ЕЁ (х)—1(х)| либо на всем отрезке |а, В], либо на дискретном 
множестве точек. Вычисление коэффициентов а; многочлена (1), дающего рав- 
номерное приближение к.функции [ (х), весьма трудоемко. 

На практике при использовании в формуле (1) в качестве ф, (х) многочле- 
нов Чебышева (возможно, с изменением начала отсчета и масштаба, см. также 
п. 20.6-4, 5) равномерные приближения оказываются близкими к приближе- 
ниям по метолу наименыших квадратов. Это нмеет место тогда, когда прибли- 
кение многочленами Чебышева 

п 

Е(х)= У) аь Ть (ах) Ть (х)=с0$ #9, с03 @ =] 
b= 0 

uMeeT OWNOKY Toro 2%e NopAgAKa, YTO M NepBHIN OTOpacniBaeMblit WeH An41 7744 (aX) 
для всех хе= [а, 8]. Так как многочлен Ty4; (ax) B paccMaTpHBaemomM HHTep- 
вале колеблется с амплитудой 1, то наибольшее значение абсолютной ошибки 
приближенно равно | @щ.. |. 

(5) Иногда удобно применять смещенные многочлены Чебышева Т* (х). опре- 
деляемые на отрезке [0, 1| формулами 

Т* (х)==Т, (2х-— 1) =с03 пФ (с03 9 =2х— 1; п=0, 1,2,...) (20.6-16) 
или 

TR(x)=1,  TH(x)=2xe—1, TH (x)= 2(2e—1) TH (x) —TH_ (x) 
| (п=1, 2, ...). (20 6-17) 

(с) Таблица 20.6-1 дает несколько первых многочленов Т’, (х) и Т* (х), 

а также разложения степеней |1, х, х?, ..., х5 по этим многочленам (см. также 

п. 21.7-4). Таблицы 20.6-2—20.6-4 дают некоторые полезпые приближения 
трансцендентных функиий многочленами. 

20.6-5. Экономизация степенных рядов. Если вычислевие коэффициентов 
разложения по ортогональным функциям значительно сложнее, чем вычисле- 
ние отрезков степенного ряда для функции } (х), то с небольшой потерей точ- 
ности можно понизить стенени этих отрезков, выразив высшие степени х через 
низшие степени и многочлены Чебышева. Например, из табл. 20.6-| находим. 

9—5 (—9х-+ 12053 — 43254-57647) + a Tp (x). 

Носледний член на отрезке [—1, 1] колеблется ‘с относительно малой 
о 1 

амплитудой sex. Отбрасывая этот член, мы получаем представление х? через 

многочлен седьмой степени; далее эту процедуру можно повторить сх? ит. д, 
Вместо этого можно все степени выразить через многочлены Чебышева и 

пренебречь теми из них, которые будут иметь малые коэффициенты,
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Таблица 20.6-} 

_Многочлены Чебышева Гл (х) и Т#(х) и степени х 
  

  

То = 1 1 == 7, 
T,==<x х = fT, 

Тё == 2х? —1 jx? = bo + Ty 

Т, == 4х3 — Зх | tate 37, -+ T,) 

T , == 8x4 — 8x2 +1 | ЖЕ Ty + AT, + Ty) 

Ть == 168 — 20х3 -|- 5х | ХВ = a5 | (107, + 67,5 + T,) 

Tg == 32x® — 48x4 +- 18x? — J xe = = (10 То + 157, + 67, +- T,) 

Г, = 641 — 112x + 568 — 7х № = : (857, -+- 217, + 77, +- T3) 

T == 128x8 — 256x% + 160x4 — 32x24. J хв = тв (3579 +- 567, + 287, + 87, + Ts) 

T, == 956x° — 5761 -- 432х8 ame 120.43 - 9х x? = a5 (1267, +. 847, +--+ 867, + 9745 -+ Ty) 

TE= | | = 7% 

Ти 2х — | х =} (TH+ T#) 

T¥ ox 8xt — 8x +1 Р-р 

Т% == 32° — 48? + 18х —1 х8 == 377 - (10T# + 157% + 6T# + T#) 

T# cx 128x4 —— 256х3 -|- 160x3 — 32x 4-1 xt = oF (357 * + -56T* + 28Т* -- ST ¥ ++ T) 

      
20.6-6. Численный гармонический авализ и тригонометрическая интерполя- 

ция (см. также пп. 4.11-4, Би 20.5-1), 

(а) Даны т значений функции у (хи) ==ук при Xpoko (k=Q, 1, 2, ... 

.., т—1); требуется аппроксимировать и (х) на интервале (0, Г) тригономе- 
трическим полиномом ; | 

Y (x)= 5 Ao Y) (Aycos FE +B; sin j=) — (n<F) (20.6-18) 
j=l 

m—1 

так, чтобы минимизировать cyMMy KBagpaTos oTKnoHeHH =) [Y (x_)—yel 
ko=0 7 

Искомые коэффициенты А;, В, определяются по фоомулам 
9 т—1 omh 9 m—lI onk 

. 27 é oe 2 SSL ’ т 
=n » YR COS J —-, Ву= > У UR Sin J =~ (0=1<5). (20.6-19) 

В частном слузае л = т/2 формулы (18) и (19) вместе с 

, a! 

An= Amp = (У —- 0 и (20.6-20) 
"ко 

дают У (*ь ) = y (*p) (тригонометрическая интерполяция) при произвольном В 

Аналегичные формулы для неравноотстоящих Xps а также численные uerogs для 

многомерного анализа и синтеза см, в [20,11],
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Таблица 20.6-4. 

% 

Приближения многочленами Чебышева Т» (х) = с0$ п, где cos 9=2х—1 

  

  

  

  

  

                
    

f (x) Приближение- п A, n An 

‚я 7 0 0.64503 B70 | а 0,00019 9919 
= * ] —0,31284 1606 5 —0,00000 9975 0 <х<1 > А, Та 9 0'03370 416 6 0.00000 0415 

n= 3 —0,00320 8683 7 —0,00000 0015 

„Хх м 0 1.75833 7654 4 0,00054 3437 ~ * |. (),85039 165 - 0.00002 7115 Ose SN Da An Ta ® 9 0110520 8694 6 0.00000 1125 
n= 3 0.00872 2105 7 0.00000 0040 

8 0.00000 0001 

note | || Soe aS} -1 4 5 25 5х) > А, Та 2| -002943 7252 8| —0'00000 0188 
n=0 3 0.00336 7089 9 0.00000 0029 

4 —0,00043 3276 10 —0,00000 0004 
5 0,00005 9471 И 0.00000 0001 

on 5 0 0.47200 1216 3 —0,00059 6695 69$ 5 У, А, ТЕ 9) 1]  —0,49940 3258 4 0,00000 6704 
Hl<2< tu 2 0.09799 2080. 5 —0.00000 0047 

mx 5 0 1,27627 8962 3| —0,00013 6587 Уд х У А. Ти 0 |!| —0.28526 1609 4 0,00000 1185 
-1<x< no о 0.00911 8016 5 —0,00000 0007 

ae ; т а |2 о —l<x<l я * ] —0,10589 29: —00 
(ise sb х МА, Та м |g 0'01113 5843 8 0'00000 0086 

n=0 3 —0.00138 1195 9 — 0.06000 0013 
4 0.00018 5743 10 0.00000 0002 
5 —0,00002 6215 

При |х| >> 1 nosarawr arcte x = ~ arctg р С 9 > x 

ыы О |8 о = a my * 05 , 0777 "2 << v2) # Anta x) || 000080и |7| 0000007 
2 2 n=0 3 0,00040 7890 8 0,00000 0015 

4 0,00004 6985 9 0.00000 0002 

д 
Замечание: агссоз х —= —)- — arcsin х. 

При ¥2/ <x <1 nonarawr 

arcsin x = arccos Yl — x2, arccos x = arcsin YI — x2.         

(5) Схема на 12 ординат. Вычисление сумм (19) упрощается, 
если т делится на 4, Удобная расчетная схема при т=12 ‘приведена в 
Фабл, 20.6-5. ` ; .
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Отметим более простые формулы для случая; когда нужны Гарманики не выше 
третьего порядка: 

‚ бАовш и + и... Ки  бА=ю му Риф К — и, 
4As = Yo — Ys + Ye — Yr 8By = у — Ys t+ Ys — Yat Yo — Vis (20.6-21) 

! 1 ° 
Ay = 5 (yo — Ya) + Ase By = 5 (Ys — Yo) + Bas 

T 3T 5Г ТТ 
4B, =y (+) — у (=F) + g (7) —JY (=). (20,6-22) 

Четыре добавочных значения функции для формулы (22) часто можно снять непо- 
средственно с графика функции у (Хх). 

(<). Отыскание неизвестных периодических . компонент, Если 
для функции вида 

f (4) = А, соз Фи + В: пои -- А, соз и -- В, Зи фи -- ... + Втзт Фи 

известны из опыта М (М > 3т -+ 1) значений 

Fy =F (Ode Fy =F (Ie Fy SE Oe ee Fy SEN De 
TO . 

cos Or Cos Woy eee g COS Од 

определяются как корни (алгебраическогэ). уравнения 

1 
COS MO — A, Cos (1 — ПИ ® — ... — @т—| COS O — > Oy = 06 

коэффициенты которого a, должны удовлетворять системе линейных уравнений 

m—t | 

e, = У, (tte—itten +.¢—e—1) % thm +1 — 1%, —h —t— fen 44-1 =9 
k=! | 

(i = l, 2, чее Я М — 2т). 

Для нахождения т коэффициентов а, по методу наименьших квадратов надо решить 
систему т линейных уравнений 

№ —2т 

После того как Op найдены, относительно легко найти А, и В, методом, указанным в 

п. 20,6-6, а. 
20.6-7, Разные приближения. 
(а) Более общие методы приближений не ограничиваются линейными агрегатами 

вида (1); но используют рациональные или другие легко вычислимые аппроксимирующие 
функции Е (х) = Е (x; 91; Wor oes “ п) с параметрами @., &,, ..,, @,, которые определя- 

ются Так; чтобы минимизировать взвешенную среднюю квадратическую ошибку или 
наибольшую абсолютную ошибку аппроксимации. 

(5) Метод Падэ дает приблнжения достаточное число раз дифференцируемой 
функции [(х) с помощью рациональных дробей 

т 
а, + a,x +. t атх 

ИНЬ х + ... +5 x" 

  Ruin (x) = (m, n= 0, 1, 2; cooda (20.6-23) 

коэффициенты которых определяются из тождества 

в Г от т п 
[tm +4 (0) ¥ + we + Е (0) x ая + 8,2") 

. ==а, -- a,x --... $+ a”. (20.6-24) 

Отсюда полузается система т-+- п--1 линейных уравнений с т П-- 1 неизвестными 
коэффициентами а; и Gy. Предполагается, что дробь (20.6-23) несократима. При пл =0 

функция К то (х) дает просто отрезок ряда Тейлора (п, 4.10-4),
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1 
—— и 
Ки СЯ 

Npumep, Lan i(x)=e* umeem Rp (x) = 

| | 1 
Roo (X) = Г-Н хх? + Нод м 

24 -{ 18х -- 6х2 -- хз 
  Кз: (х) = 

24 — 6x ° 

v.12 +4 6x -+ x?. 

(с) В последние годы разработано много методов аппроксимации в связи с цифро- 
выми ЭВМ. Оптимальная форма аппроксимацин выбирается в зависимости не только от 
вида аппроксимируемой фуакции, но и от применяемой машины. Некоторое количество 
примеров различных типов приведено в табл. 20.6-6. 

20.7. ЧИСЛЕННОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ 

20.7-1. Численное дифференцирование. Численное дифференцирование чувст- 
вительно к ошибкам, вызванным неточностью исходных данных, отбрасыва- 
нием членов ряда и т. д., и поэтому должно применяться с осторожностью. 

(а) Применение таблицы разностей для равноотстоя- 
‘щих значений аргумента (см. также п. 20.4-1). Для дифференци- 
руемой достаточное число раз функции и (х) 

  ег |5 (1-Е) |= тм. (20.7-1) 
ах’ Ax (Ах)” 2 3 , 

так что ECM xp—=Xo--RAx (k=O, + 1, + 2, ...), TO 

oo, | 1 ! 
Yn =Y (,) = Duy =z (Ady А, зи, —...), 

” uw 2 1 2 3 и 4 5 5 (20.72) при" (ва) — ОР = тая (Ав -— Мы А +...) 
Дифференцирование интерполяционных формул Стирлинга и Бесселя дает 
соответственно 

. и 1. 1 

Ya = ax (5% OY gt 35 Fe — +) , Log: (20.7-3) 
У — Kw? (5—1 O44, + 59 dy, — ...), 

идя (в -— ag Oy He); 
20.7-4) 

re И Dg. ( 
4, = (Ах): ( 64, a ON + ...). 

Многие подобные формулы, а также и формулы для аппроксимации про- 

изводных высших порядков, могут быть выведены путем дифференцирования 
подходящих интерполяционных формул (см. также рис. 20.9-1) 

Приведем еще явные трехточечные формулы дифференцирования с остаточными чле- 
вами: . 

1 , Ax? . 
Yt = aK (TH Ug ty Ay) FZ OU Bs 

yeaa (—9_ tH) — ee) | (20,7 -5) 
0 QAXx -_1 1 6 ; , 

| 
, a Ax? 

Ys = sax (Ya — Зв, ЗИ) T ge Uh! Be 
rae X¥., << & < xy, ;
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() Применение разделенных разностей (см: также п. 20.5-2, b). 
Дифференцирование интерполяциониой формулы Ньютона (20.5-3) для произвольных 
узлов интерполяцин до, ха, хз, ... дает 

y (х) aw FM) (x) 4, (x. Хе. x,) ++ 

ry iy. . + (Ap a 1 (x x м, +... (=, 2,...), 

‹  (20.7-6) 
где 4 

1—1 

F; (4) = ро (* — Xp) (i=, 2,...).     } 

(с) Численное дифференцирование после сглаживаняя. Сле- 

дующие формулы получаются путем дифференцирования многочленов ваилучшего сред- 
неквадратипеского приближения, и поэтому на них меньше сказываются случайные 
ошибки опытных данвых 

п 

  
. | 3 + 

Ax j 0.7-7 
пи 1 ЕП У psp (20.7-7) 

При п ==2 это дает 

у 1 
. 

. 

ув > ТО (— 2962 Ува Р Ува К 9 в 2). 0.7-8) 

Вот еще несколько формул: 

‘ 1 
UES Tay CU gy + 109 — 1891 бир 93), 

° ] 

Ye ~ Toax (Yea Yeae) — 8 (вт 941], (20.7-9) 

1 | 
и 2 Тод (Чвьз — бро + В: — ВУ, — ЗИ, _1).. 

(9) Численное днифференцирование по отрезку яда 
Фурье. Если функция у(х) аппроксимирована тригонометрическим полиномом У (х) 
(20.6-18), то для производной у‘ (х) можно получить оценку 

y(x4+2)—v{x— 2) 

on . 

п. 

у’ (х) = (20.7- 10) 

20.7-2. Численное ‘интегрирование для равноотстоящих узлов. 
(а) Квадратурные формулы Ньютона — Котеса. Квадратурные формулы 

Ньютона — Котеса замкнутого типа (табл. 20.7-1) основаны на аппроксимации 

  

Хе -- лАх , | 

\ 105 ах == ayo ays + Aaa bP Onn 
Xo 

где. | | | $ (20.7-11) 

n 

te arcaa—-)a—%... a—27), 
On = Ei (n — A) ) &—#) ал, |   

иИвт=у (х,) — данные значекия функции для п--| равноотстоящих значений 
иргумевта хи =х,--ЕАх (# =0, 1,2,..., п). Формулы являются точными, если 
у (х) — многочлен степени ве выше чем п. Вместо того чтобы применять зна-
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Та бл ица 20.7-1 

Квадратурные формулы Ныютона — Котеса, замкнутый тип 
  

    
  

  

                

| м I'm х п Ах (x) deal Погрешность J — I’ 
oT < 3 у (%) <E <x) +27 Ax) 

0 

1 | Правило Тралеций | Ах 1 q=i) РаПеЩ = (yo + v1) — 5 Алу"! (©) 

2 | Правило Симпсона Ах 1 . 
(ne 2) “3 (Yo F Aus + Ys) — 50. Ах? у (Е) 

3 Правило Увддая - AX (Yo + биз - уз + (5) - 
п = 

-- був Е и + By + Ys) ‚Е ЭАху “8? (&°)] 

*) При выводе правила Уэддля точный коэффициент 41/140 при А‘, заме- 
нен на 3/10.       

чения п> 6, складывают т сумм вида (11) при В = 6 для последовательных 
‘подынтервалов: 

х›-- тп Ах 

и (х) 4х = 
Xo 

Xo +n Ax Xo-+-2n Ax Xo + тп Ах 

= \ уфа |  убах...+ \ y (x) dx. (20.7-12) 
Xo Xo f+ahbx Х--(т—ПлАх -- 

| (65) Формула Грегори. Симметричная квадратурная формула Грегори 

Хо-- п Ах 

\ y (x) dx = Ax [5 Wot babe tun at tn) et (AY) — Ayn -1)— 
Xo 

19 3 
54 (А*Ио- АУ 2) -- тоб (АЗ -Е АЗув -з) — теб (AtYo + A4Yn a) +: | (20.7-13) 

дает поправочные члены к правилу трапеций (табл. 20.7-1). Если эта фор- 
мула доведена до разностей порядка 2т, то она является точной для много- 
‘членов у.(х) степени не выше (2щ-|-1) (т=0, 1,2, ...). 

В частности. отбрасывание всех разностей дает правило трапеций 

Xo-+n Ax i | . 

\ y (x) dx = Ax (> Ри +... Рио Un) (20.7- 14) 

Xo 

‚тозное для линейных функций. Отбрасывание разностей третьего порядка и выше дает 
формулу 

Xo +n Ax 

т а (+ Ви и 
^о | 23 28 9 

+48... Тулз 2 Unig t oy Yn t oy Un) (20, 7-15) 

точную для многочленов и (х) третьей степевн,
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(с) Применение формулы Эйлера — Маклорена. Формула суммиро- 
вания Эйлера — Маклорена (4.8-10) дает ряд квадратурных формул, содержащих, кроме 

значений у (х), также и значения ее производных ув = у’ (xp), Up =y"' (x к),. .. Полу- 

чающиеся квадратурные формулы oo 

№ -- Ах 

оо Ами А-а ("и")... 20.7216) 
Xo 

дают поправочные члены к правилу трапеций (табл. 20.7-1). 

20.7-3. Квадратурные формулы Гаусса и Чебышева 

(а) Интеграл fy) dx с помощью замены переменных 4 | | 

  

b— b — = 38+, 1O= (20.7-17)        

1 
приводится сначала к виду \ 1 (Е) 4, Авадрапурная формула Гаусса: 

—1 

n(t)d + = 2 =1,2,...), (20.7-18 
{то ~ Sones ры Od COTS 
где И значений аргумента Ё, являются корнями многочлена Лежандра P, €) 
(п. 21.7-Г). Абсциссы bk и веса а» для некоторых значевий п приведены 
в табл. 20.7-2. 

  

Погрешность Квадратурной формулы Гаусса (18) равна 

(nyt (b— ап +1 

бое» 
(5) Квадратурные формулы Чебышева применяются тоже после предвари- 

тельной замены переменных (17); они имеют вид 

] 
` 2 
\ 1 (5) Е == = [М (Е) 9 (6) +... 1) — (п=2, 3, 4, 5, 6, 7, 9). (20.7-20) 

— | 

Е = M(X) а<х<ь. (20.7-19) 

Абециссы ЕЁ» приведены в табл. 20.7-2. Нрименение равных весов минимизирует 

вероятную ошибку, если значения у(х) подвержены нормально распредёлен- 

ным случайным ошибкам. 

| 5 
При п-==3 погрешность квадратурной формулы (20) равна 365 (2 *) p(X) 

(a<X<b). 
{с) Отметим еще квадратурную формулу „Тагерра 

п со 

tn@ das Sant), = | a R (Ep) R Ep [Ln (€,) |? 

где 8, — корни многочлена Лагерра Г (8) (п. 21,7-1), и квадратиурную формулу Эрмита 

(п=1, 2, ...), (29.120 

со п 
_ | ar *tnt Vt 90 7.26 

\ 2 бп (Е ЧЕ = У 4,1 (Ep), a, = (a, СЫ (п=12,.,.), (20,7-22) 

где &, — корни многочлена Эрмита Н. (5) (п. 21.7-1). 

А бсциссы be 4 веса а, для формул (21) и (22) приведены в табл, 20,7-2,



Абсциссы и веса для квадратурных формул. 
(а) Абсциссы Ё, и веса ак для _квадратурной формулы Гаусса (18) 

20.7.3, 20.7. ЧИСЛЕННОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ 

Таблица 20.1-2 

  

  

      

Абсциссы Веса Абсциссы Веса 

-+ 0577350 } + 0,339981 0,652145 
8 -Е 0,861136 0,347855 

0 > 0 0.568889 
Е 0,538469 0,478629 

+ 0774597 = Е 0.906180 0.236927         
(5) Абсциссы Ё, для квадратурной формулы 

Чебышева (20) 
  

  

        

п Абсциссы Абсциссы 

2 ~+ 0577350 0 
3 0 -- 0,323912 

3+ 0,707107 +0 "529657 
4 -= 0.187592 4-0 '883862 

-- 0,794654 0 
5 0 + 0,167906 

+ 0,374541 + 0, 528762 
+ 0,832497 + 0 ‘601019 

6 -= 0.266635 +- 0911589 
+- 0422519 
~- 0,866247   
  

(c) AGcuucchr Ep, H BeCa Ap 
для квадратурной формулы 

Лагерра (21) 

(4) Абсциссы &» и веса ар 
для квадратурной формулы 

Эрмита (22) 
  

  

              

Абсциссы Веса Абсциссы Веса 

3 
gaol Я = 0,707107 0,886227 
0,415775 0.711093 
9294980 0.278518 0 1, 181636 
6,289945 (0103893 + 1,224745 0.295409 

ат И -+ 0.524648 0.804914 
536620 0'0388879 

0.263560 0521156 0 0.345309 

ооо С + 0.958572 0.393619 
1.085810 0'00361176 
12640801 0,0000233700 < 2,020183 0,0199532 
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Отметим также квадратурную формулу Гаусса — Чебышева 

  

И | 

n (8) _ it _— соа 2 — 1 } Е a~ di apn (8p), Oy = E, = cos on zm (k= 1, 2, ...¢ п). 

(20,7-23) 
rye 6. — корни ‘многочлена Чебышева Ти (х) (п. 21.7-4). 

20.7-4. Построение в сравнение квадратурных формул. 
(а) Коэффициенты а» и абсциссы х, квадратурной формулы 

b | 

\ у (*) p(x) dic — у 0) + ау (1) -...-Напу (хи) (20.7-24) 
а . 

можно получить разными способами. 
‘1. Можно потребовать, чтобы формула была точной для у (х) =1, х, ха, ... 

..., АП (т<2п). Это дает т--1 уравнений для неизвестных ар и Хр: 
b . 

{xy (x) Ax = A,X) +4,X, ee FO Xp (r=0, 1, 2, ..., m; m<2n). 
a 

(20. 7-25) 

2. Можно предписать некоторые или все абсциссы хх (формулы Ньютона — 
Котеса, Грегори) или все а, (формулы Чебышева). При этом некоторые абсциссы 
могут Находиться вне области интегрирования. 

3. Можно наложить на веса а, условия симметрии (формула Грегори) 
или условия минимизации влияния ошибок округления. Для последнего условия 
все веса‘а, должны быть положительны. ПИ 

Относительная ценность этих требований зависит от области применения. 
(6) Формулы интегрирования типа Гаусса, например, (18), точны для 

мпогочленов степени = 2п—1, в то время как формулы Ньютона — Котеса 
точны лишь для многочленов степени’ = п. В этом смысле формулы Гаусса 
лучше для функций, имеющих производные высоких порядков. Ёсли же функ- 
ция имеет только кусочно-непрерывную первую производную, ‘то лучшей 
может оказаться формула трапеций. Имеются обобщения квадратурных фор- 
мул Гаусса, которые оказываются точными для тригонометрических полино- 
мов и других специальных функций. 

20.7-5. Вычисление кратных интегралов. Кратные интегралы можно вычислять 
повторным применением методов, описанных в пп. 20.7-2 и 20.7-3. Для двойных интег- 
ралов можно пользоваться формулами 

в В 
М hort fot laa (20.726) 

awe hh ft 

или (Симпсона) 

вв i 

\ \ F(x, y) dx dy = -> [16F gg + 4 (Fig НЕ Faso tho, a) + 
—h—h | 

Hh thy ie thiiathiy als (20.7-27) 
где 

р =РО Ах, АУ, Ax=Ay=h (/, k=O, £1). 

Для тройных интегралов: 

в й в о 

\ \ \ Ро, у, 2) 4х dy dz => he (Froo + Гозо + ор 2 7-0 +, Бо foo, -i)s 
—h—h—~k 

(20.7-28\
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где | 
lig Hh Ax, J Ay, & Az), Ах = Ay= Az=h (é, 1, k= 0, |. 

При этом область интегрировання. разбивают на части с помощью декартовой сетки 
координатных линий или поверхностей. 

‚ Простейшая двумерная формула интегрированил гауссова типа есть 

1 1 3 3 
: м Я 

f J fu 9) ах ау > У У а (м, №), 
—! —1` i=[ k=] 

где ___ — 
А = — И 3/5, А? =0, Аз == V 3/5, 

a, = 5/9, а, =8/9, @3=5/9; dip = wae} 
Для многомериых интегралов больший интерес представляют методы Монте-Карло, 

п. 20.10-1. 

(20.7-29) 

20.8. ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ ОБЫКНОВЕННЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

20.8-1. Вводные замечания. Численному интегрированию иногда целесо- 
образно предпослать грубое графическое решение (п. 9.5-2) для ориентировки. 
Решение начальвых задач (Коши) рассматривается в пп. 20.8-2 —20.8-8, реше- 
ние краевых задач— в пп. 20.9-[ и 20.9-3. , 
``’ При численном интегрировании дифференциального уравнения первого 
порядка 

y' =f (x, и). (20.8-1) 

с данным начальным условием у(х,) =уо выберем фиксированное приращение 
Ах==й независимого переменного х и введем следующие обозначепия: 

XpmxytkAx  (=0,1,2,...}; 

вычисленные (вообще говоря, приближенные) значения решения у (х) и про- 
изЗводной и’ (Х): 

Yn Y (Xe) =y (НЕ Ах), | 
Ув, ==» Уь) = и (х,) 

Отвлекаясь от ошибок округления, разность ур ..1— И (хь1) между вычис- 
ленным и точным значениями решения назовем ошибкой усечения. Если в фор- 
муле численного интегрирования заменить точные значения и (хр), и (хь_1), .-. 
на ИУ», Ир_1, ... ТО разность ук: — у (хьз) даст локальную ошибку усечения. 
Полная ошибка усечения вызывается не только локальной ошибкой, но и 
распространением ошибок от более ранпих шагов интегрировавия (п. 20.8-5). 

20.8-2. Одношаговые методы рещения задачи Коши. Методы Эйлера и 
Рунге — Кутта. 

(а) Метод Эйлера состоит в пошаговом применении простой формулы 

Yr+i=Yetly Ax (k=0, 1, 2, ...). (20. 8-3) 

Он дает хорошее приближение решения только при достаточно малом Ах=А 
и только для нескольких первых точек. Модификации этого метода опреде- 
ляются формулами: 

(k=0, 1, 2, ...). (20.8-2) 

Yrsr=Yatl (tet Ss Uetle FZ) Ax (20.8-4) 
бра М-Н (thaw Yette Ax] Ax. (20.8-5) 

(5) Методы Рунге-—Кутта различных порядков приведены в таб- 
лице 20,8-1. Методы (а) и (Б) называют методами третьего порядка, так как
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Таблица 20.8-1 

Некоторые методы Рунге — Кутта для обыкновенных 
дифференциальных уравнений (п. 20.8-2) 

и систем таких уравнений (п. 20.8-6) 
  

В каждой формуле &, = |, АХ =| (ps Up) AX 

@) Feit 4p 
1 +e (et Mg + hy) 

Ax k 
by =F (ty bys vy, + &) Ах, 

ke =! (x, + Ax, Yp + 2ky — ky) Ах: 

  

Ир = Uy + (ty 3, ), 

hy = 0 (x, + ote 3) 

  

1 

nat (4 = , у, + вы же 

ВР +3, +) 4, 
ky =f (Xp + Axe Up + hy) Ах: 

  

| . 

Ах k 
byt (x, +, vp + %) Ax, 

2 R 
bg =I (ty + be ив —з- + bs) Ax, 

ky =} (*p + 4%, yy + ky + Ra) Ах; 

    (e) ит мели OSV +} 

м
 

Ko
 

т 

f 

f 

(te 
| 
р 

х 

= Ypt Ax, 

at a e+ ('- 7) ml 
+ Ах, у, ен $] 4    
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формулы для ир.1 являются точными при`](х, у) =1, х, x4, 3; для достаточ- 
ное число раз дифференцируемой функции [(х, у} Локальная ошибка усечения 
имеет порядок О (Ах4) при Ах —>О (п. 4.4-3). По аналогичным соображениям 
методы (с), (4), (е) называют методами четвертого порядка. Из вих метод (с) 
является наиболее употребительным. 

20.8-3. Многошаговые методы решения задачи Коши. 
(а) Начало решения. Сверх заданного начального значения уз каж- 

дая из приведенных далее схем решения требуег вычисления еще нескольких 
значений функции и1, И2, .... Что может быть сделано одним из методов 
пп. 9.2-5, 20.8-2 или 20.8-4. Это «начало решения» должно быть вычислено 
с большей точностью, чем требуется для всего решения, по крайней мере 
в [0 раз. Если для начала решения применяется метод Рунге— Кутта, то вели- 
чину шага Ах=й для него надо брать менышую, чем для последующей схемы 
расчета. 

(6) Простые экстраполяционные схемы. Если уже известны 
Ув, Ур 1» Ув о, о... ТО для аппроксимации последующего значения решения 

“kot 

У (хр) ~ Yet \ Fle, 9) 4х (20.8-6) 
*p 

интегрируют вместо }(х, и) какой-либо интерполяционный многочлен, опреде- 
ляемый значениями {ь, [№ _1, Кро, -.. (экстраполяция). Применяя вторую интер- 
поляционную формулу Ньютона (20.5-6), получают формулу Адамса 

5 3 251 95 
Ува = Ув -- Ь--- Ув Ета УЗАь Е Vile t 556 Vile 558 № +...) Ax. (20.8-7) 

Обрывая общую формулу интегрирования (7) последовательно на разпостях все 
более высоких порядков. получаем формулу Эйлера (3), правило трапеций 

1 
Ив +1 = Ир + > (3, — 1) Ах, (20.8-8) 

формулу третьего порядка 

I 
Ypsy = Up + 5 (237, — 167, yt oF pa) Ax (20.8-9) 

и формулу Адамса — Башфорта четвертого порядка, приведенную в табл. 20.8-2. 

(с) Методы типа «прогноз—коррекция» и изменение 
величины шага. Обозначая «предсказанное» (прогнозированное) значение 

Ут ПО формуле (7) через у,РГА и соответствующее значение функции | 
пред . пред $ /х пре через [»^.\, можно с помощью значения [Г.А =f ( в Ш А) улучшить 

аппроксимацию и (хь 1). При этом уточненное, скорректированное значение 
Ук+1 Использует предсказанное значение {»..1 в квадратурной формуле замкну- 
того типа 

корр __ 
Yo =n P= 

=Ypt lraims 41—15 41—54 asim таб Чьи 765 Ve i+) Ax. 

(20.8-10) 

Формула коррекции (10) усекается подобно формуле (7) на разностях 
соответствующих порядков. Получающаяся разность ук°РЕ — упРеК между скор- 

ректированным и предсказанным значениями может служить для оценки 
локальной ошибки усечения; при подходящем выборе приращения Ах=й эту 
ошибку можно сделать меньше заданного допуска.
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Чтобы уменышить вдвое величину шага расчета #й=Ах, для формул чет- 
вертого порядка применяются следующие интерполяционные формулы: 

4 = 795 (Авив 72 1+ ув _#- (— РЕ 36 _ a ЗА 9) Ах 
2 

(20.8-11) 

yg 1m Yet T2u i+ 45 Ye_2— Bfie + 36h 1 — ЭРь 2) АЯ. 
2 

Ye 

Чтобы увеличить вдвое величину шага расчета, достаточно использовать 
найденные значения решения через одно. 

20.8-4. Улучшенные многошаговые методы. 
(а) Более общие формулы интегрирования открытого типа (используемые 

как предсказывающие) и замкнутого типа (используемые как формулы коррек- 
ции) можно записать соответственно в виде 

Yrat=Ade t+ Aye it AYeatAsyr_a+ 

+ (Вер, - Bifp_1t+ Bole a+ Bales) Ax (npedcxasanue), (20.8-12) 

Yh 1= WY et Yn 1+ FaYk 2b 
+ (OL aha 1b Sofa t+ Oife it Oofe 2) Ах (коррекция). (20.8-13) 

Обычно не принято определять все коэффициенты из условия, чтобы каж- 
дая формула была точвой для функций {(х, у) =1, x, х?, ... Вместо этого тре- 
буют согласования лишь до членов четвертого порядка (т. е. до х4 включи- 
тельно), а остающиеся свободные коэффициенты выбирают так, чтобы умень- 
шить распространение ошибок или чтобы упростить вычисления (п. 20.8-5}. 
В табл. 29.8-2 приведены некоторые наиболее употребительные формулы чет- 
вертого порядка. 

(5) Применение модификаций. В каждом методе «предсказа- 
ние — коррекция» разность у,`РВ — уе почти пропорциональна локальной 
ошибке усечения. Поэтому можно уточнить решение с помощью следующей 

пред модификации. До подстановки предсказанного значения у,7-} в формулу кор- 

рекции к нему прибавляют поправку & (угоРР —ypPeA), пропорциональную ука- 
замной разности на предыдущем шаге расчета, а затем от скорректированного 
значения ух°Р? вычитают ‘величину (1—0) (утоРр — — УР) для получения окон- 
чательного значения ур. 1 (табл. 20.8-2). 

(с) В методе"Димсде fina четвертого порядка производится итерация по фор- 
мулам 

ЯУр+1— 5 Yet Yea + c(h — Faye) 4% 

Yea +3 (РАЕН Ги) АХ 

(20.8-14) 

начиная с некоторого выбранного значения Yi. os например, Уре = Up + 2F, Ах: при 

этом метод допускает изменение величины шага путем простой подстановки нового зна- 
чения Ах. Этот метод не требуег специального расчета начала решения, но после того, 
как решение начато, можно избежать итераций с помощью применения экстраполяции 
для предсказания У, | 4. 

20.8-5. Сравнение различных методов решения. Контроль величины шага 
н устойчивость. 

(а) Формулы интегрирования, выбранные из-за малой локальной ошибки 
усечения, могут способствовать накоплению ошибок в последовательности зна- 
чений решения. 

Выбор метода решения дифференциального уравнения требует некоторого 
компромисса между учетом локальной ошибки усечения, устойчивостью и вре-
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Таблица 20.8-2 

Некоторые ‘методы четвертого порядка типа «предсказание — коррекция» 

Каждая схема может быть исполезована как с модификацией, так и без нее. Моди- 

фицированные значения обозначены через урод, ГА = (Хе. У). Во всех 

случаях величина уточиепия в последней строке дает верхкюю грань локальной ошибки 
усечения. 
  

(а) Предсказание по Адамсу - Башфорту с коррекцией 
по Адамсу — Мултону и модификацией 

yipen = yy tor (551, — 591, _ а ЗН, _ а — № _з) АХ. 

251 мод — „пред корр — упред 
УЕ] * 0 Me up Pen) 

yXOpp — —_ мод — укор a, + ыы (эгиох + 194, ав) Ах 

— „Корр -_ 

Feat "Rel 2 (и 
(6) Метод Хемминга 

4 пре 

fae tae hg Cale Mao Ax 

Ре 

мод = — итред + т т (учоРР — о) 
+1 

корр = 1. мод ЩЕ. 
Yael (944 — Ye 2+3 (ел +21, rey) ™ 

opp _ орр — пред 
т га (укор | 

(с) Метод Милна, модифицирозанный Хеммингом, имеет относительно 
малую локальную ошибку ‘усечения, но является неустойчивым, если OF /oy o: отрица- 
тельна или представляет матрицу < с отрицательными собственными значени 

пред — 

YE = Oy +3 (21, Та 2, _2) Ах 

мод — „пред + 28 (корр — „пред 
ЕЕ Ч +55 (98 увел) 

| корр — 1 И;мод 
“kel Y, 43 (MON Hat, +1, 1) А 

— „Кор корр — „пред 
рт Yee - 3 [бя Yoel     
  

менем расчета. Сверх этого предпочтительнее те формулы, в которых слагае- 
мые имеют одинаковые знаки и не.слишком отличаются по абсолютной вели- 
чине, так как при этом уменьшается влияние ошибок, вызванных округлением. 
Окончательный выбор зависит от области применения и от применяемых вычис- 
лительных средств. Часто применяется двойная точность вычисления значений 
переменных. 

Если данная функция {(х, и) очень сложная, то основное время расчета 
связано с вычислением ее значений. Для задачи Коши © умеренно гладкой 
функцией {(х, У) многошаговые схемы интегрирования требуют относительно 
мало вычислений производных и допускают экономный автоматический конт- 

роль величины шага по величине | УБР УРСА]. Методы Рунге — Кутта 
очень устойчивы (п. 20.8-5) и не требуют отдельной программы для начала 

93 Г. Корн. и Т. Корн
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решения; поэтому они предпочтительнее для задач, связанных с частым изме- 
нением шага. Но методы Рунге — Кутта требуют относительно большого коли- 
чества вычислений производных на каждом шаге и для них весьма сложен 
эффективный контроль величины шага. 

Чтобы оценить локальную ошибку усечения для контроля: величины шага в мето- 
дах Рунге — Кутта, можно сравнить результаты, полученные при разной величьне шага 
(используя, по возможности, уже накопленные значения производных), или же иссле- 
довать подходящие функции от Rie Для часто применяемого метода Рувге — Кутта (©) 

из табл. 20,8-1 величина. . 
е = 3h pay Ах -- hi —~ 2kg — Qh, (20.8- 15) 

дает грубую оценку локальной ошнбки усечения. 

(6) Устойчивость приближенного решения 10, И1; И.; ... уравнепия (1); вычислез:- 
ного с помощью многоточечной формулы 

ит = Лой, + Аш, т. РА, „+ . 

-- (В 1 + Во, +- Bip yt Coo -}- В! ,_„) Ах; (20.8-16) 

завнсит от устойчивости соответствующего линеаризованного разпостного уравневия 

DAA последовательности ошнбок 65, Er. 2. вех а именно 

of , | 
др их, Аба" Вов -Р Виа. Вей Ак 0 

(п. 20.4-3). Отвечающее ему характеристическое уравиенне 

(—-1-+- В АА) 2/11 -- (Аз + Вод) 27+ (А. -+ ВАВТ... 
net (A, + BAR) = 0, 

(20.8-18) 

A = .91 5 h = Ax; 

of 
будет иметь корень 2, = ехр АЙ при малых значениях | АЙ|. Если А = Sy lem x > 0, 

“oR 
то соответствующее собственное колебание последовательности ошибок будет неустойчи- 
вым; но таким же будет и точное решение и (х) вблизи х=х,, так что отиосительпая 
ошибка может оказаться и незначительной при малых Ах, 

При г-=0 (простой одношаговый метод) корень 2, будет единственным. При го 0 
уравпение (15) будет иметь дополнительные корни, отвечающие побочным колебаниям 
в вычисленном решении, возпикающим вследствие разиостиой аппроксимации высокого 
порядка. Для относительной устойчивости вычисленного решения требуется, чтобы все 
такие дополнительные корни при рассматриваемых значениях Ах лежали виутгри еди- 
инчтого круга |2|< 1 (п. 20.4-8). 

Наибольший риск существует при изменевин шага (которое, подобпо ошибкам 
округления, может вызвать побочные колебания) и вблизи границ устойчивости исход- 
ного дифференциального уравнения. Если есть подозрение в возникновепни такой ситу- 
ации, то его можно проверить путем искусственного введения малого возмущения. 

Устойчивость схем «прогноз — коррекция» зависит и от предсказывающей формулы 
и от формулы коррекции, но-в большей степени от последней, если величина коррекции 
мала. 

20.8-6. Обыкновенные дифференциальные уравнения высших порядков ни 
системы дифференциальных уравнений. 

(а) Каждое обыкновенное дифференциальное уравнение второго или более 
высокого порядка равносильно системе уравнений первого порядка (п. 9.1-3). 
Если записать последнюю в матричной форме п. 13.6-[1, то кажый метод реше- 
ния из пп. 20.8-2 —20.8-4 дает аналогичный метод численного иптегрнрования 
системы. 

(Б) В частности, рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений первого порядка вида 

у’ = (а, и, 2, ...), 2=В (уг, ...),... {20.8-19) 

с решением и=и(х), г=2(х),...
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Интегрирование системы (19) методом последовательных приближений 
Пикара или в помощью рядов Тейлора по существу уже описано в п. 9.2-5. 

Метод Рунге — Кутта применяется по схеме, подобной п. 20.8-2, Ъ: 

3 

Ykri =r +5 (а -Н 2-Е 2Аз-*а), 

| 
ел = 2-е (т, - Qty | 2тз -- та), coy 

где | 
r=l (Xk YR, Zp, os) Ax, 

Mm, = 7 (Xp, Up, Zks ves) Ax, вое $ 

К ={ (xe Suet hy tet vs) Ax, 

ma E(tet Fe Yat th wt Gon) Aes voy 
kg=f (ке =, Yet, tpt, ++) Ax, 

ma= g (*4+ ont 8, tut oo) X, 003 

hg=f(x_-+ Ax, Ypts, Zp-+ ims, ...) Ax, 

My = 2 (Xp Ax, yet hs, 2p-bitts, ») AX, os 

‚  (00.8-20) 

  
Любая разностная схема из п. 20.8-3 может быть применена к каждому 

из уравпений (19) с обозначениями 

у (хк) == уь, 2 (Xp) = 2ps woes } 
20.8-21 

Р(хь, Ув, 2ь, ...) ==, @(Хь, Ув, 2ь, +.) = hr oer ) 

(©) Устойчивость точного решения у=и(х) системы в матричных обозна- 
чениях | 

oY = F(x, y) 

зависит от mampuyot (Of/Oy) (n. 13.6-5). YpapHenne (17) становится матричным 
разностным уравнением; при исследовании относительной устойчивости собствен- 
ные значепия этого уравнения надо сравнивать ‘с собственными значениями 
матрицы (0}/ду) | = Xp [20.12]. 

20.8-7. Специальные формулы для уравнений второго порядка, Ввиду 
практической важности дифференциальных уравнений второго порядка пред- 
ставляют интерес приведенные ниже схемы численного интегрирования диф- 
ференциального уравнения 

у"! = f (x, у, y’) (20.8-22) 

при начальных условиях и (хо) = Ио, И’ (х0) =уу в этих схемах введены обоз- 
начения: | | 

ж-НЕАх==хь, у = У’ = у (Ув, Ур) = | 
(@#=0, 1,2,...). (20.8-23) 

Приведенные ниже методы могут быть распространены на системы уравнений 
второго порядка так, как указано в п.20.8-6. 

23*
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(a) Мстод Рунге—Кутта.для уравнения (22): 

, | ‘Year = Ya ty, Axe (ibe + hs) Ax, 
‚ ’ 1 
Ува У НВ (Ry + 2h, +- 2h xf Ay), 

rye , 

ky=f (Xp, Yes у) Ах, { 

A ; ‚ | b= (xeb Fs vet ye у; 3) А, 

= (+ >, Yrty, S48 Ar, Yn +9] Ax, 

baal (xe Ae, Yr + yp AX-+ = 2 Ax, ip ths) Ax. 

 (20.8-24) 

  
$} Иятерполяционно-итерационная схема. Назиная с 

пекоторого пробного значения }».:, итерируют 

Yu) = Year (Tab iy V? faa) Oe 
! (20.8-25) 

Yn =Ip—-1 + (ety У? рн) Ах. 

(© Схема «предсказание— коррекция? 

Иа, -Е 5 (1 — а 2/ а) Ах («предсказание»), 

Yar = Yeats Yost 4, typ Ах, (20.8-26) 

‚ , 1 
Уча И РЗ ыы 4Р. + Р-1) Ах («коррекция»). 

Ecan } (x, у, у’), не содержит явно и’, то можно применять в качестве 
предсказывающей формулу 

YEP ws 2Yn—-1— Yr_3t 5 На -Н Га) АЖ, ’  (20.8-27а) 

а для уточнения формулу (Штермера) | 

| DEPP =e — nat is (FARE + Of + Ina) Bx” (20.8-27b) 
(см. также п. 9.1- 5, b). 

id) MeTog Нумерова для линейных уравнений (см. [20.12], 
Линейное дифференциальное уравнение вида 

и" = (x) Yr B(x) {20.8-28) 

можно рещить с помощью одной лишь формулы коррекции (275); подставляя в уравне- 
зие (28), получаем 

пл 2 ИЕ Ч FRY pp + & + i (Вр — 28, + ee 1)| Ax?, 
где | (20.8-29) 

20.8-8. Анализ частотных характеристик. Если дана устойчивая формула. интегри- 
EX 

рования (12), TO синусоидальный ввод ly =е ‘А вызовет сину‹соидальное решение



20.9-2, 20.9. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ; ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 709 

Ув = H (i@) of OXp (так же как в п. 9.4-6). Подстановка дает частотную характеристику 

B,27! + By,272 -- eee 

1} — Ag27! — Ayz-? —... 
  H (ia) = G = Ax (z ze), < (@0.8-30) 

Здесь формулы интегрирования можно толковать как приближения к идеальному 
1 

оператору интегрирования -_ по амплитуде и фазе. Для уменьшекия распространения 

ошибок округления надо, чтобы ошибка |Н (1%) -4| убывала с частотой, см. [20.12], 

‚20.9. ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ 

С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ, КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ; 

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

20.9-1. Вводные. замечания. В пп. 20.9-2— 20.9-5 описываются разностные 
методы, применимые для численного решения краевых задач как для обыкно- 
венных дифференциальных уравнений, так и для уравнений с частными про- 
изводными, а также и для численного интегрирования гиперболических и 
параболических уравнений с частными производными. Кроме описанных здесь 
методов имеются еще следующие методы решения. | 

Приведение уравнения с частными производными к обыкновенным диффе- 
ренциальным уравнениям путем разделения переменных (пп. 10.1-3 и 19.4-9), 
решения характернстического уравнения (пп. 10.2-2 и 10.2-4) или метода 
характеристик (п. 10.3-2). 

Приведение к вориационной задаче (пп. 11.6-9 и 15.4-7) и решение ее 
прямыми методами. например методом Ритца (п. 11.7-2). 

Приведение к интегральному уравненшо (п.15.5-2), которое можно решать 
прямыми методами или с помощью методов аппроксимацин п. 20.9-10. 

Методы возмущений для решения задачи о собственных значениях описаны 
вп. 15.4-1. 

20.9-2. Двухточечная краевая задача для обыкновенных дифференциальных 
уравнений (см. также пп. 9.3-3, 15.4-5.и 15.5-2). Двухточечная краевая задача, 
т. е. задача нахождения решения обыкновенного дифференциального уравне- 
ния, удовлетворяющего краевым условиям на границе интервала (а, 6), может 
быть сведена к задаче Коши методом и. 9.3-4. Более подходящим может 

оказаться следующий разностный метод. 
Разделим данный интервал (а, 6) на равные промежутки точками 

Хо=а, = -Ах, ю=д-Н2Ах ... хам -пАх = 

и заменим кажлую производную и`в дифференциальном уравнении и в крае- 
вых условиях соответствующим разностным отношением того же порядка 
(п. 20.7-1, а, ‘рис. 20.9-1 и 20.9-6). Это позволяет аппроксимировать данное 
дифференциальное уравнение разностным уравнением того же порядка, Числен- 
ное решение разностного уравнения сводится к решению системы уравнений 
относительно неизвестных значений функций у==у (хо -ЕЕАх) (пп. 20.2-5 — 
20.3-2). При расчетах вручную особенно удобны релаксационные методы 
(п. 20.3-2, ©). | 

dty 
Пример. Чтобы найти решение уравнения + Y=, удовлетворяющее 

краевым условиям у (0) —], y(1)==0, qenuM интервал (0, ty на п промежутков длины 

Ах == 1/1 и, заменяя т. ae получаем разностное уравнение 

1 | a 

Yeti т ил = АУ, ==0 (=: 2, 08 21)
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с дополнительными условиями и, == 1, у, =0. При = 4 {#1 ==1,.2, 3) получаем следующую 
систему относительно у, Yor Ys; 

— 1,994; + Из == —] 

у: — 1,99, -- Из =0, 

yim 1,994; = 0. 

20.9-3. Обобщенный метод Ньютона (квазилинеаризация). Хотя числениые методы 
пп. 9.3-4 и 20.9-2 применимы как к линейным, так и к нелинейным двухточечным крае- 
вым задачам, эти методы легче применять к линейным задачам, Для решения важного 
класса пеливейных двухточечных краевых задач вида 

у" = Ро, у, у) (а<хзь, } 

Ф [у (а), и (а)] =0;, ф[и(6); и’ (6)] =0 } 

часто применяется метод квазилинеаризации. Начиная © пробного решения yl} (x), 
которое удовлетворяет заданным краевым условиям; получают последовательные прибли- 
жения /[11(х), и[2](х); ... путем решения линейных задач 

ylit 1] =F (x, gL, y Ll) + Fy (x, yl], yl”) (lit YL) +) 

thy (x, ИП, ГЛ) (+ ГЛ), 

Фи (а), у (а) ] [9+1 (а) — ИЛ (а)] + 

+ oy [907] (а), УГ Фу +1 (а) ФТП] =, 

фи ГУГЛ 0, УЛ Ш о — ИЛ 6] + 
+ Фи ЕЛ 6, ТП о + (oy — yl] (o)] 0. 

(20.9-1) 

, 20.9-2) 

    d 

Этот мстод без труда обобщается на системы дифференциальных уравпений с помощью 
матричиых обозначений п. 13.6-1] и является обобщением метода Ньютона п. 20.2-8: подобно 
последиему, он может сходиться весьма быстро. „Здесь можно сформулировать и общие 
условия сходимости, но удобнее проверять сходимость методом проб. 

20.9-4. Разностные методы числекиого решения -уравнений с частными 
производными для случая двух независимых переменных, Методы решения 
задач для уравнений с частными производными аналогичны изложенным в 
п. 20.9-2. Введем подходящую сетку значений координаг х;==--{Ах, и, = 
—И--ААу (1 А=0, +1 +2, ...); неизвестная функция Ф(х, у) будет 
представлена дискретным множеством своих значений Ф\(х;, у,) = Фи. Аппрок- 
симируем каждый дифференциальный оператор соответствующим разностным 
онератором того же порядка так, что любая производная будет аппроксими- 
рована’ соответствующим разпостным отношением. Получаемое разностное 
уравнение будет давать систему уравнений для неизвестных значений Ф;». 

Наиболее важные задачи приводят к следующим ситуациям. Е 
1. Крагвая задача для эллиптического уравнения (например, задача Дирихле 

для \2Ф = 0, п. 15.6-2} приводит к системе М линейных уравнений относи- 
тельно № неизвестных Фхь. 

Большое число уравнений и неизвестных, связанное с такими разностны- 
ми методами, затрудняет решение задач даже на больших ЭВМ. С другой 
стороны, характерные особенности разностных операторов, получающихся 
для обычных линейных уравнений с частными производными второго и чет- 
вертого порядков (табл. 10.4-1), приводят к системе линейных уравнений 
с «разреженными» матрицами, которые имеют мало ненулевых членов вдали 
от главной диагонали. Поэтому к таким задачам хорошо подходят итераци- 
онные методы п. 20.3-2. 

2. Линейная задача о собственных значениях (например, у?Ф =АФ с под- 
ходящими краевыми условиями, п. 15,4-]}. приводит к задаче о собственных 
значениях некоторой матрицы. 

3. Задача Коши для параболического или гиперболического уразнения 
(п, 10,3-4) приводит к системе уравнений, если выбранная схема сведёния к раз-
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ностным уравнениям сопоставляет каждое неизвестное значение Ф;» с другим 
неизвестным, так же как в с извествым, значением функцив (неявные методы 
решения задач Коши). 

4. Если для производных по времепи в задаче Коши применяется разност. 
ная аппроксимация (п. 20.7-1), то мы получаем рекуррентные формулы для 
паследовательных значений Ф;», начинающихся от заданных начальных .значе- 
ний (явные методы решения задачи Коши). 

Веобще говоря, явные метеды решения задачи Коши требуют меньше вы- 
числений, чем неявные методы, но в рекуррентных схемах распространение 
ешибок и вопросы устойчивости подобны тем, которые возникают при числен- 
ном интегрировании обыкневенных дифференциальных уравнений. Как ив 
последнем случае, аппроксимация может быть улучшена с помощью метода 
«предсказание — коррекция», аналогичного рассмотренному в п, 20.8-3 
(см.также п. 20.9-8). 

20.9-5. Двумерные разностные операторы. На рис. 20.9-1 —20.9-6 приве- 
дены часто встречающиеся линейные разностные операторы. В частности, каж- 
дая Диаграмма на рис. с 20.9-1 по 20.9-5 дает центрально-разностное выраже- 
ние для центра «звездочки» через взвешенную сумму значений функции «свер- 
ху», «снизу», «справа» и т. д, относительно центра; каждый весовой коэффи- 
пиент помещен в соответствующем узле сетки. Например, рис. 20.9-1 надо 
понимать так: 

и, y,) SOOT ув) Фи, ук) РФ, ь-- ТФ, и —В— 

—4AD (x1, Ye) = Dig yet ODiig et+On p414+-D1, 6.1 —~40p, 

где И==Ах=Ау ecTb war ceTKH NO O6OHM MepeMSHHbIM x HY. 
Pic. 20.9-1 применяется для сетки прямоугольных декартовых коорди- 

нат при равпых шагах по х и у, Рис. 20.9-3 применяется при изменении 
шага сетки, либо чтобы приспособить ее к неправильным границам, либо 
чтобы увеличить точность вычислений в некоторой области, представляющей 
особый интерес. В любом случае испельзуемая сетка может быть уточнена 
после первых грубых подсчетов. | 

Рисунки 20.9-2, 20.9-4 и 20.9-5 демонстрируют разностные операторы 
для сеток, отличающихся от прямоугольных декартовых. На рис. 20.9-6 
приведены разностные операторы для интерполирования вперед и назад. 

Для расчетных целей сетка точек (ху; Ук) часто обозначается простой пос- 
ледовательностью |, 2, ...з соответствующие значения Ф;, обозначаются при 
этом через Ф:, Ф», ... (см., папример, рис. 20.9-7). В расчетах релаксацион- 
пого типа (п.20.3-2) при решенви линейных краевых задач вошло в обычай 
применять крупный план области и записывать значения функции и невязки 
непосредственно в каждой точке сетки. Значения функции и невязки от пред- 
шествующих шагов релаксационного процесса просто вычеркиваются или сти- 
раются. 

Примечание. Дифференциальный оператор в линейных краевых задачах нельзя ва- 
менять разностным оператором более высокого порядка, так как это может вызвать ложные 

колебательные составляющие в решении получающегося разностного уравнения. С дру- 

гой стороны, в разностных схемах решения задач Коиш для гиперболических или пара- 
болических уравнений часто используют разностные операторы высших порядков; чем 
соответствующие производные; подобно тому как это сделано в пц. 20.8-1 — 20,8-5. 

20.9-6. Представление краевых условий (рис. 20.9-7). Аппроксимируем 
данные границы линиями применяемой сетки; если нужно, вводим градуиро- 
ванную сетку (рис. 20.9-3). Тогда: 

1. Если заданы краевые значения искомой функции Ф, то впи- 
сываем их в соответствующих точках границы (рис. 20.9-7, а). 

2. Если заданы краевые значения производных (таких, Как 
ОФ/дп, п. 5.6-1, Ъ), то продолжаем сетку за границу области и аи- 
проксимируем краевые условия соответствующими разностными
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ani 4-0 

419 A 054 
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2—8 "tay 

Рис. 20,9-1. Оперзатсры для цент альло-разностной “аппроксимации (прямоугольная 
сетка декартовых координат; Ах = Ду = В). Относительпая погрешпость имеет порядок 1?» 

  
Рис. 20.59-2. Пентрально-разностная аппроксимация для сетки из правильных треуголь 

виков со стороной В, Относительная погрешиость имеет порядок #^,
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21.212 ПРИ? 

Рис. 20.9-3. Центрально-разно- Рис. 20.9-4, Центрально-разностный оператор, 
ствый оператор, применяемый применяемый для косоугольной сетки ‘дека- 
для градуированной сетки или ртовых координат. Относительная погреш- 
для апп проксимации вблизи гра- вость имеет порядон #1. 
HBUB. тносительная погреш- 

ность имеет порядок В. 

  
Puc. 20.9-5. Центрально-разностный оператор, применяемый для сетки полярных кбор- 
динат г, @. Относительная погрешность имеет порядок г АгАф. Удобна сетка, градуи- 

рованная соотношением Аг = гАф. 

ae £ Lhaz i 

< ас 
- 62 - 

2 W.. 
h ex? ht ——> = 

Рис. 20.9-6. Разностная аппроксимация для интерполирования вперед или зазад `‘(пря- 
моугольная сетка декартовых коордииат Ах = Ау =й#). Отвосительная погрешность 

- имеет порядок #*.
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отношениями. Получающиеся уравнения, так же как и разностные 
отношения, аппроксимирующие само дифференциальное уравнение в 
точках вблизи границы, будут включать значения функции в точках, 
лежащих вне области; но все такие значения можно исключить 
алгебраическими преобразованиями.     
  

  

      

Граница Граница 
| 

И 
P, | Ф, p, ad 

| ти 
% Ф: P, ! 

г - | 
‘| 
em 

| ot 
„Прямоцеольная сетка Греугольная сетка 

а) р) 

Рис. 20.9-7. Представление краевых условий для УФ = 0 или УФ = 0. Сетка продол- 
г a . 

жкна влево от данной границы и введены «отраженные значения» Ф. = Ф., Ф. = Ф. для 
представления условия 9Ф/дп = 0 на границе разпостным отношением. Краевое усло- 
вне Ф = 0, УФ = 0 (например, свободный край упругой пластины) представляется по- 

‚ добным же образом через Ф, = Ф; =0, Ф. = —Ф,, Ф. = —Ф.. 

Приме р. На рис. 20.9-7. $ показано, как аппроксимируются краевые условия 
ОТ дп=0 путем «отражения» значений функции в границах так, что Ф: — ©, =0, D — 
— Ф, =0. Для дифференпиального уравнения У2Ф =0, применяя первый разностный 

оператор рис. 20.9-2, получаем 

Ф.Ф, + DP, +O, +, +O, — 60, = 0 

или, так как из краевого условия вытекает Ф, =Ф,, Ф, = Ф,; 

2D, + 2D, + D, + YD; — 6M, = 0; 

Последиее уравнение содержит только точки, лежащие впутри области или на границе. 

20.9-7. Задачи, содержащие более двух независимых переменных. Анало- 
грчные мстоды применимы к задачам, содержащим более двух независимых 

реземенных. В частности, 

hy (х, у, 2) = Ф (х-Н В, у, ФВ у --Ф (к у, д--Ф (уфа 
-ЕФ (х, у, 2+ Ю-ЕФ (х, у, 2 -Ю—6Ф(х, у, 2). + (20.9-3) 

Число независимых переменных часто может быть уменьшено путем разделе- 
ния переменных (п.10.1-3). 

`20.9-8. Пригодность разностных схем. Условия устойчивости. Пригодность решения; 
полученного разиостной аппроксимацией, требует исследования. Если дифференциаль- 
ное уравнение аппроксимируется двумя различными разностными уравнениями, то даже 
при одном и том же шаге сетки мы можем получить значительное расхождение. Сверх 
того, не всегда возможно улучшить аппроксимацию путем уменьщепия шага сетки, даже 
если разностное уравнение допускает Точное решение. Пригодны только такие схемы. 
в которых при умевьшении шага сетки решение разностного уравнення сходится к ре- 
шению рассматриваемого дифференциального уравнения. Для параболических и гипер- 
болических уравнений с частными производными такая сходимость имеет место только 
тогда, когда шаги сетки по обеим координатам удовлетворяют некоторому иусловцю устои- 
чивости. Так, решение разностного уравнения 

@D (x + Ax,t) — 2M (x, O + @D (x — Ax. fy 1 D(x, 6+ Ath —@ (x, 0 

- Ax? At 
  

$]
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сходится к решению уравнения. теплопроводности (п. 19.1-1), 

0*Ф _ | od 
ox? ~— a? at 

npu At+0; Ax +0, ecau № < Ax?, 

Решение разностного уравнения 

DM (x + Ax, 1) —2D (x, 4) + D (x — Ax, ty 1@® (x, f-+ At) —2 D (x, f) + D (x, i — Al) 

Ах? — ¢2 12 
  

сходится к решению волнового уравнения | 

ep 1 dm 
9х2 62 9 

] 
при М -- 0; Ах > 0, если М 3 Ax, 

Такие условия устойчивости обеспечивают также лучшую аппроксимацию при ко» 
нечном шаге сегки. "т 

Заметим, что нелвные методы (и. 20.9-4) не требуют таких ограничений, как явные 
методы, приведенные выше. Например, неявный мегод, основанцый на аппроксимациц 
икольсона 

PAL /  atAd 
а Фил Cp ANE OHA C4 dO1+ (1+ SH) oe an =   

  

    а a2At | — (1 ee ) Фо, от [Фи Ах, + Фа Ах, 0] 

даст приближепное решение уразнепия теплопроводности, которое сходится к точному 
решению, как только Ах — 0, А! -+ 0. 

20.9-9. Методы аппроксимирующих функций для численного решения крае- 
вых задач. 

(a) Аппроксимация функциями, точно удовлетворяю- 
щими краевым условиям. Пусть переменное х одномерно или много- 
мерно, х= (ха, хо, ..., Хи) (1. 15.4-1). Требустся найти решение дифферен- 
цнальпого уравнения обыкновенного или с частными производными 

LOw=/() (rE V), -— (20.9-4a) 
удовлетворяющее краевому условию | 

B® (x) =6 (x) (x € S) (20.9-46) 

на границе $ данной области У (п. 15.4-1). Аппроксимируем искомое реще- 
ние Ф(х} некоторой аппроксимирующей финкцией 

ф==Ф (5; Ot, OQ, eee т), (20.9-5а) 

которая удовлетворяет краевым условиям и зависит от т параметров от, 9», ... 
... бт. Во многих приложениях уравнения (4) линейны и функцию Ф (х) 
аппроксимируют Линейной комбинацией известных функций 

т 

ф= №; % Gp (x), (20.9-5b) 
k=! 

где Q; (x) удовлетворяет краевому условию (4, 6), а фо (х), ..., фи (х) удовлет- 
воряют однородному краевому условию В Ф (х) =0 (х 6 5) (см. также гп. 15.4-2), 
Ошибка аппроксимации (5a) или (56) есть функция от Oy, Oy, 20.4 Om? 

E(x; Gy, gy ..., бт) = Ф(х; би, 9%, ..., Чт) (х). — (20.9-6) 
Неизвестные параметры ©, @., ‚,., Ям выражения (5а) или (56) определяют 
по одной из следующих схем,
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1. Коллокация. Выбирают ©, так, чтобы ф(х} оц, ...; Em) 
точно удовлетворяла данному дифференциальному уравнению (4а) 
в т точках х=АХ,, х=Х,, ..., х=Ха, т. е. чтобы 

E (Xj, Oy, 9%, ..., бт) =0 (=I, 2, ..., m).  (20.9-7) 

2. Средние квадратические приближения (см. также 
‚ п. 20.6-2). Выбирают ©, так, чтобы минимизировать среднюю квадра- 
тическую ошибку 

Тб ay сень би) 5 | Е; tty Gar +. ад |8 48 (20.9-8) 
или величину 

N 

СГ (бл, а, ..., бт) == У бы | Е (Хил; ба, Ча»... , бт) | 2, (20.9-9) 
в = | 

где $, — подходящим образом определенные весовые коэффициенты, 
приданные /\ точкам Ху, Х,, ..., Ам из И. Например, можно взять 

равноотстоящие точки и положить 

  

6, =b9=...=by = 1. 

Коэффициенты @ определяются из т условий 
oJ oJ’ 

ба, —0 или 9 =0 (#=1, 2, .... т). (20.9-10) 

3. Метод Галеркина. Выбирают т линейно независимых 
«весовых функций» WP, (x), фо (х), ..., фи (х) . (часто применяют 
р, =») и определяют Gp, так, чтобы 

\ ¥ (E) EE} Oy, Oy, 000, Gm) dE=O ==], 2, ..., m). (20.9-11) 

Если данные уравнения (4) линейны (линейная краевая задача), то и полу- 
чающиеся при аппроксимации вида (56) уравнения (7), (10) или (11) будут ли- 
нейны. 

(bo) Аппроксимация функциями, которые точно удов- 
летворяют дифференциальному уравнению. Часто предпочти- 
тельнее использовать аппроксимирующие функции (5), которые для всех х из ИУ 
точно удовлетворяют дифференциальному уравнению (44), и подбирать пара- 
мегры ©, по краевым условиям одним из указанных выше методов. 

20.9-10. Численное решение интегральных уравнений (см. также п. 15.3-2). 
_ (а) Решение Ф (х) линейного интегрального уравнения | 

Ф (9) —^ | Ка, УФЕ ЖЕРО (20.9-12) 

часто можно аппроксимировать итерационным методом п. 15.3-8, а, или 
же можно аппроксимировать данное ядро К (х, #) многочленом или другим 
вырожденным ‘ядром (п. 15.3-1, 5), чтобы упростить решение. Задача о собст- 
венных значениях (Ё==0) часто может рассматриваться как вариационная 
задача (п. 16.3-6). | 

(6) Метод аппроксимирующих фучкций п. 20.9-9 применим также непо- 
средственно к .численному решению линейного интегрального уравнения (12). 
Выберем аппроксимирующую функцию вида (56) и вызислим #1 функций 

В =) —М Ко, Эф = 2,..., т). (20.9-13) 
V
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` Тогда | | 
1. Метод коллокации дает т линейных уравнений 

и, | 

SD) Opie (XD=F(X) = (i= 1, 2... m) (20.9-14) 
=! Ss 

2. Метод наименьших xen pamos приводит к системе линейных 
уравнений 

т 4 

У, Азьоь = В: i=], 2, вое у т), 

k=l . . 

где 

N 
Ain= >) Onli (Xn) fe (Xn), | f (20.9-15) 

ho] 

N 

Bi== S) bali (Xa) F (Xn); 
A=!   + 

Ь, — весовые коэффициенты, определяемые так же, как в формуле (9). 
3. Метод Галеркина приводит к системе линейных уравнений’ 

x Ainttn = Bi ((=1, 2, bes т), 

К = | 

где (20.9-16) 

Au=\ р; (Е) 1» (Е) Е, В: = \ p; © РЕ) a   
20.10. МЕТОДЫ МОНТЕ-КАРЛО 

20.10-1. Методы -Монте-Карло. Каждый расчет методом Монте-Карло 
можно рассматривать как оценку некогорого интеграла | 

coo © со 

P= VV UF ts aoe Ay GD (as Ags very Ay) (20.10-1) 
— 60 — © — 00 

| 

с ПОМОЩЬЮ выборочного средпего значения 

  

. A . 

E(t, Xq, see, Hy) = = У (еж, вхо, ..., №), (20. 10-2) 
k=l 

PHE (Xj, %5, ..., Хм) — некоторая (вообще говоря, многомерная, N > 1) cvly- 

чайная величина с известной фучкцией распределения DM (x1, ха, ..., Ху). 

Методы Монте-Карло широко применяются при исследовании явлений 
в случайных процессах, слишком сложных для явного решения методами 
теории вероятностей, а именно, в задачах диффузии нейтронов, задачах детек- 
тирования и связи и в разнообразных исследованиях операций. Сверх этого, 
часто имеет смысл преобразовать задачи других типов, особенно содержащие 
сложные многомерные интегралы, в такую форму, котарая позволяег решать 
их методами Монте-Карло.
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Для простоты ограничимся рассмотрением оценки методом Монте-Карло 
одномерного интеграла 

I= { f(A) a® (A) (20. 10-3) 
—% 

Cc помошью среднего значения 

FOS CO+ CO +. AF CH. (20. 10-4) 
Дисперсия этой оценки по случайной выборке (1х, 2х, ..., Пх) равна 

76 = ОР, (20.10-5) 

так что средняя квадратическая ошибка убывает только как Vn при воз- 
Т-<тании п (п. 19.2-3). Дисперсия оценки вызвана случайными флуктуациями 
ь распределении различных выборок, (1х; 2x, «.., ™x). 

20.10-2. Два метода уменьшения дисперсии оцеики. Следующие методы «подправ- 

лот» выборку Cx, 2, ...,Пх) так; чтобы уменьшить дисперсию выборочной средней 
пря условии сохранения соотношения 

Mf (x) = MF (x) = 1, | | (20.10-6) 
т. а. без смещения оценки. 

(а) Метод расслоенной выборки. Диапазон изменения случайной вели- 
чнлы Х делят на некоторое число подходящим образом выбранных классовых интервалов 

$, 1<х <, и фиксируют число п, в остальном независимых выборочных значений `х = 

= ‘xy (i=l, 2, ...; В), попадающих в [-й классовый интервал. Предполагая заранее 

известными вероятности 

Р;=Р{ B44 <* <8} =O GA) -—P Ea) (20.10-7) 

по:аланияз в /-Й классовый интервал, можно в качестве несмещенной оценки / поименить 
среднее по расслоенной выборке 

  

п 

т о. РР рассд = № Рут; > (=). (20;10-8) 
причем A, = 

| — PS 
DF расел = № д, Df (‘x,), (20. 10-9) 

j 
Заметим, что повторные расслоенные выборки будут отличаться только внутри клас- 

совых интервалов. Дисперсия (9) может оказаться меньше дисперсии случайной выборки 

В) (х)/п при Am Dp если пр>дварительная информация позволяет удачно выбрать 

1 
впачення_ё;и п, Лучше всего было бы выбрать классовые интервалы с одинаковыми 
дисперсиями | о Е, 2 

Е (2) =. Ра м — р. J Fa doa (20.1010) 
51-1 Bit 

A затем назначить Теоретически точные числа выборок в каждом классовом интервале 
по формуле 

п, => aP ,, " (20, 10-1 1) 

В этом идеальном случае будем иметь относительно малую дисперсию оценки 

—_ 1 i 
DFO paceg ™ a OFC). (20, 10-12) 

При уменьшений величины классовых интервалов метод расслоенной выборки при- 
волит К результатам. аналогичным тем, которые дают квадратурные формулы. Но обычно 
берут большие классовые интервалы; на практике особый интерес представляют много- 
мерные интегралы, где простые соотношения симметрии могут помочь удачному выбору 
классовых интервалов,
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(5) Применение коррелированных выборок. Если выборочные 

значения “x не являются независимыми (как это бывает в чисто случайной выборке), 

то выражение (5) для дисперсии оценки надо заменить на (см. также п. 19.8-1); 

я 2 ix Ry - D POs opp = Di (x) + sD cov {f ( ), # ( ) }. (20.10-13) 

i<k 

Разумно введенная отрицательная корреляция (т. е. корреляция с отрицательным 
коэффициентом корреляции) между выбранными парами выборочных значений xX, (Хх 
будет приводить к отрицательным членам с ковариациями в формуле (13) и может умень- 
шить дисперсию по сравнению с дисперсией случайной выборки О (х)/п без смещения 
оценки. , 

Приведем простой пример. Пусть величина x распределена равномерно в интервале 
x 

e 

  

—1 
(0, 1) и пусть { (х) есть монотонная функция . Планируем выборку так, чтобы п —]. 

было четным вн 2х =1—\х; 4х = 1-3, 0.0, eat" le: в остальном выборочные 
значения независимы. Так как | (х) и #{(1 — х) коррелировапы отрицательно, то диспер- 
сия средней уменьшается; 

АС wD f(x f ) корр 31 К ), 

так зто средняя квадратическая ошибка уменьшается примерно в 5, 6 раз. Кроме толо, 
коррелированная выборка требует генерирования меньшего количества случайных чисел. 
С другой стороны, более интересны примепения к многомерным задачам. - 

Заметим, что метод расслоенной выборки фактически также приводит к отрицатель- 

ной корреляции между выборочными значениями: Значение _ ly He может попасть 

в данный классовый интервал, если зпачепие “x ero уже заполнило. 
-20.10-3. Использование предварительной информации. Метод значимой выборки. 

Вычисления по методу Монте-Карло часто могут быть упрощены путем разумного исполь- 
зования предварительной информации о возможном результате. В методе значимой 

выборкн пробуют оценить иптеграл (1) с помощью выборочного среднего } (у)/& (и), 
где // — случайная величина с плотность1о распределения вероятностей 

аФ (1) 
dy ‘` 

Легко видеть; что такая оценка является несмещенной. Функция & (и) выбирается 
так; чтобы дисперсия 

Oy (y) = 8 (20, 10- £4) 

iy) (и) р (0-15 

В (1) =m Fac 1 (20. ) 

co 

была мала; при условии; что J Ф, (vy) dy= 1. 

В частности; выбор & (5) =} ()/] уменьшает дислерсию (15) до нуля; но для этоге 
надо знать нсизвестное значение } 

Значимая выборка позволяет «сконцентрировать» выбор вблизи нужных значений ил 
например, там, где { (и) быстрее изменяется. 

20.10-4. Некоторые методы генерирования случайных чисел. Проверка случайности. 
В методах сравнения для генерирования псевдослучайных чисел х‚ меньших данного 

положительного модуля т; начинают с некоторого неотрицательного числа хх <т 

и вычисляют последовательные значения " 

х; == [ах _| - С] под т (= 112... 0<а<т, 0 <с<т), (20.10-16) 

где сложение по модулю т спределено в п. 12.3-10, В двоичной вычислительной машине 

модуль т удобно выбирать равным 2”, где { — длина машинного слова (число разрядов}. 
При c=0 генератор называется мультипликативным генератором сравнения, в против- 
HOM случае — смешаниым генератором сравнекия. 

Последовательности, получаемые эгим способом, не вполне случайны; но имеют 
такие «псевдослучайные» свойства; как равномерное распределение в интервале (0, т), 
некоррелированность различных х,‚, случайно выступающий ряд четных и нечетных 
чисел и т. д. Раввомерность распределения может быть проверена по критерио согла- 
сия 7? (п. 19.6-Т); а порядковая (сериальная) корреляция — так, как указано в п, 19.7-4. 
Заметим, однако; что даже при отсутствии корреляции выборки (х1; Хор vee a хи)» обра- 

зовавные при помощи последовательности псевдослучайных чисел, могут не быть неза- 
висимыми; что может привести к пеприятным сюрпризам. Может оказаться разумным 
получить вполне случайные выборки с помощью цифрового преобразования белого шума. 

Псевдослучайные числа с распределением, отличным от равномерного. легко полу 
вить как функцию КР (<;) от равномерно распределенных случайных величин,



ГЛАВА 21 

СПЕЦИАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ 

21.1. ВВЕДЕНИЕ 

21.1-1. Вводные замечания. Глава 21| представляет по существу собрание 
формул, связывающих специальные функции. Отсылаем к гл. 7 для связи 
с теорией функций комплексного переменного и к гл. 9, 10 и 15 для приме- 
нений к дифференциальным уравнениям. Гораздо более подробное изложение, 
а также сведения о реже встречающихся специальных функциях можно найти 
н книгах [21.1] и [21.3]. В книгах [21.5] содержится перечень числовых 
таблиц специальных функций. 

21.2. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ТРАНСЦЕНДЕНТНЫЕ ФУНКЦИИ 

21.2-1. Триговометрические функции (см. также табл. 7.2-1). 
(а) Тригонометрические функции ш=зт2, ш==с0з2 могут быть опреде- 

лены при помощи степенных рядов (п. 21.2-12), как решения дифференциаль- 
ного уравнения | 

42 
аз +0, 

как 2 = агсум в, 2==агссоз & (интегральные представления, п. 21.2-4) или, 
для действительных 2, в геометрических терминах (гониометрия, рис. 21.2-1). 
Остальные тригонометрические функции определяются как 

sin 2 | COS 2 

8 2= Se? tlgz=E= sinz (21.2-1) 

1 
sec 2= ——, 

COS 2 

  

    

coset 2==~. (21.2-2) 

< Таблица 21.2-1 

Специальные значения’ тригонометрических функций 

  

  

  
  

                  

(гр anycen 360° 30° 45° 60° 30° 180° 270° 

A 0 л л Л л oot 
. (рацианы} 8 < 5 -5` n 9 

1 V2 Уз 
wee — aaa — | 

| Уз V2 1 1 a ye J _ . cos A 5 5 5 0 1 0 

te A 0 v3 1 Уз + 0 + 00 

ctg A + © Уз | v3 0 + 00 0 
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yA 
yh = 

Г 5 

| 19 Yr № 
т. т т 

yh Yh 
5 | 5 

FTN „ [ОГ „ 
4 т \ гу >. 

г 

т Ez       
Рис. 21.2-1. Определения тригонометрических функций для данного угла Q: 

= =. (в радианах), 

1 х 
п ф =. cos ф = —-. 

r r 

    

    

  

  

    

_ И _ sing _х _ 605$ 
чо Хх сор‘ Clg 9 = = sing 

зес ф = = созее ф = ^_ == 
| х cos gm’ == sing’ 

sin of tPA 

ft fr 

- 99° ° ° ° 369° -90° ° 180° 270° 360° 59 90° 180 27) S60 > 30 90 80 Н > 

и‘ и п\ 3c fee go -_п п п Шо ТР 
2 2 2 Г! 2 2 2 , 

-{L . -! | | 

cos DA ctg ph 

"J \ 180° 270° 360° 90" ) 0° ‚89° 270" 60" _ 
1 » Jj > 

A и\ п fit th oO Ltt it zt 
2 8 2 | 2 

-| | fl 

Рис. 21.2-2. Графики тригонометрических фуккций` для действительного аргумента 
- г — Ф. . 
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(6) 312 и с0$ 2— периодические функции с периодом. 21} Шаг я ctgz 
периодичны и имеют период л; мг, 2 и св г — нечетные функции, а Cos z— 
четная функция. 

На рис. 21.2-2 изображены графики Яп2г, с052, 2 и с г для дейст- 
вительного аргумента. | 

На рис. 21.2-3 показаны прямоугольные треугольники, которые облегчают 
запоминание значений тригонометрических функций для 2==1/6( == 30°), 2 == 

= п/4( =45°) иг==л/3( ==60°) (см. зак- 
же табл. 21.2-1). 

(с) Соотношения 
. л sin 2 =cos 52), | 

. fm 
cos 2= sin (1—2), 

‚ (21.23) 

  

  

  

tgz—ctg (Fz , 

ctg z=tg (F— г), 
L 
29 

21.2-3. Специальные треугольники J 
для вычисления значений тригонометриче- 

ских функций углов 30°, 45°, 60°. 

  Рис. 

позволяют выражать значения триго- 
нометрических функций любого дей- 
ствительного аргумента через значения 

функций о аргумента, заключенного между 0Ои 1/2 рад(=90°) (табл. 21.2-2 
и рис. 21.2-1}. 

Таблица 21.2-2 

Соотяошения между тригонометрическими функциями 
различных аргументов 

  

  

          

—A 5 +А я+А +A mara 

sin —sin A cos A ysin A — cos A + sina 

cos cos A sin A — cos A + sin A cos A 

te —tgA yctg A БА +ctg A А 

ctg —ctg A Fite A tetg A БА +ctg A     
  

21.2-2. Соотношения между тригонометрическими функциямн (см. также 
п. 21.2-6). Основные соотношения 

    

  

  

  

    

  

ор. 2 7 sin z — . 
$12 2-|- с0$8 2 =1, === 18 НЕЕ (21.2-4) 

имеют следствиями формулы: 

зт 2 =И 1 — с0$? 2 == 82. —_! 
Vi-tgez Vitetge2’ 

—_ 1 ` с 2 
052 =И l—sin? z= = 

и ИТ 22 Ито: 2=, 
a ИГО . (21.2-5) 

9 2= sin 2 — | —с0$ 2 i 

V1—sin2z cos z сша? 

et 2 ane tasin?z COs 2 _ 1 

8 sinz.  Yj—-cosez ‘2°  
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21.2-3. Теоремы сложения и формулы для кратвых углов, 
(а) Из основного соотношения 

  

  

  

    

  

      

5т (А- В) = зщ А соз В -- 51 В соз А (21.2-6) 

следуют: 

зщ (А = В) = зт АД соз В + sin Bcos A, 

20$ (А = В) =с0$ А соз В = sin A sin B, (21.2-7) 
tg Atte B _ etgAct, BL, | 

sin 2A =2 sin A cos A, \ 

cos 2A =cos? A— sin? d=2 cos? A—]=1—2 sin? A, | 

_ 2tgA 21.2-8) 
ig2A= ед, ( 

АТ 1 | 

‚А _ 1/1 сз А A y/i+cos A 
sin Ae Lace A, су Ее, 

А. sin A 1] — со5 АД , _ 

Ге А —ыпА (21.2-9) 
А_ sinA _1+co:A, 

Ш; А= sia A’ 

asin A+bcosA =r sin (A +B) =r cos (90° —A — B), 
5 b .  (21.2-10) 

r= rVe+o, =} 

sin A + sin B= 2 sin “3% cos 4, 

cos A-+cos B= 2 cos A +> cos A 5 В, 
| (21.2-11) 

cas A —cos B= — 2 sin St sin A? 

__ sin (A + B) sin (B + A).   
2 cos A cos B=cos (A — B) +-cos (A + B), 

2 sin A sin B =cos (A — B) —cos (A+B), (21 9.12) 
‘2 sin A cos 8 =sin (A ~ B)+ sin (A+B), 7 
2 cos? A=1-+cos2A, 2 sin? A =1—cos2A. 

(5) Если п— целое положительное число, то 

sin Я2 == (1) cos"~2 z sin z— (8) с05773 г зшЗ2-|- 

п _- oom 
+(3) cost ®zsiniz+..., 

Cos ла ==505" 2 — (5) cos?~2 z sin? 2-f- > (21.2-13) 

  ft . 
+ |4) с0$7-4 2 зад...
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Если п— нечетное целое число, то 

| и 2- _ | 
sin” 2= sin иг—(1} sin (n — 2) г+(5} Sin (2 — 4) z— 

  

  | n—} n 

— (3) sin (n—6)z2-+...--(— 1) 2 (ns jin ’ 

  

    

2 1$ (21.2-14) 

cos® 2 = (5) cos nz +(7) cos (t?— 2) z +(3) cos (nt —4) 2-- 

п. 
+( ) cos (n—6) 2-b.. Нее 

Если п— четное целое число, то 
| | 

sin? 2 =) cos nz —{" cos (n—~2) 24 п cos (n — 4) z— | 
2771 1 2 

nm—2 
a n п } 

—..+(—1l) * 9 \cos 22{-+{, \—, 
(0. 2) | (a) | (21.2-15) 

cos? z=(5) cos nz +1 г) ов (п—2) +5 } cos-(n ~4) г -- 

п\ 1 
tot (na fo = |+.) 

2. 2 

_ 21.2-4. Обратные тригонометрические функции (см. также табл. 7.2-1). 
(а) Обратные тригонометрические функции ` 

  
Ш ==агс п 2, w=arccosz, w=arctgz; w=—arcctg 2!) 

определяются как обратные соответственно к функциям 

z2=sinW, z=cosw, Z=igw, z=ctgw 

или как 

f N 

  

arcsin z= 

  

              
| =

 

—
 

(21.2-16) 
dz 

+ 22’ 

  

arcctg 2 = — \ 

~—co 

=
>
 

уу 
“| 

1) В арглийской литературе эти фуикцив иногда обозвачзаются через $171 2, 50$ 12, 
19-2, «4 -? г.
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На рис. 21.2-4 изображены графики обратных тригонометрических функций 
для действительного аргумента; заметим, что агсяп 2 и агссоз 2 действительны 
только при 2 действительном и |2| = 1. Все четыре‘ обратные тригонометри- 
ческие функции бесконечнозначны, потому что тригонометрические функции — 
периодические. Для действительного аргумента главные значения агсзшг и 
агс{и г заключены между —п/2 и л/2 (см. рис. 21.2-4); главное значение 
агссоз г и arcctgz заключено между 0 и п. 

(Б) Отметим формулы 

агс$1п а -+ arcsin 6 = arcsin (a Vit—62 ВУ! - а?) = 

=> агссоз (УТ — а УТ -— 62 Fab); 

arccos a+ arccos 8 = агссоз (ab = V1 — a? VI — 62) = 

== arcsin (b YI —a*+aVl —6?), 
atd 

{ав ° 

(21.2-17) 

  

. arctg a + arctg 6 = arcts 

21.2-5. Гиперболические функции (см. также табл. 7.2-1). Гиперболиче- 
ские функции wW=shz, w=chz определяются степенными рядами (п. 21.2-12), 

arcsin x | 

2.1. 

  

urccos 97] =) 

      
‘Рис. 21.3-4. Графики обратных тригонометрических функций. 

как решения дифференциального уравнения 

42% 

аа 2 =0, 

или просто соотношениями 

  

2 —2 2 —2 

аще, пе, = -.  (21.2-18)
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Четыре дополнительные гиперболические: функции. определяются как 

shz ch 2.   

wm
 

(21.2-19) 
  

1 
sech 2 = che? cosech z= 

sh z 

На рис. 21.2-5 изображены графики shz, chz, the aia nelicrBurembHoro 
аргумента. 

Функция сн 2— четная, а $5 2 и И: г — нечетные. 

Геометрическая интерпретация 5№ЕЁ ци сп { длл действительных Ё, Если #/2 — пло- 
щадь, ограниченная равносторонней гиперболой (п. 2.5-2, Ь) х? — у? =1, осью хи ра- 
диусом-вектором точки (х, /) гиперболы, то у = ЗВ Ё, х == сй:ё. Заметим, что если гнпер* 
болу замепить окружностью х?2 - у? = |1,. то у = $1 Ё, х = с0$ [, 

ch xz yA 

  

  

F   sh 
* 51 д, СН т, Шт 

Рис. 21.2-5. Гинерболические функцни. 

21.2-6. Соотношения между гиперболическими функциями (см. также 
п. 21.2-8). Из основных соотношений 

  

  

  

  

  

sh 2 1 
25> 27 — = =~ 2” ch? z—sh?z=l, he th г => (21.2-20) 

следу1от . ; 
——_ thz 

‘sh z=) ch? z2~—- 1 = = Ао 
у VYi—th®?2 Уава-1!’, 
—.- 1 cth z 

ch z=V 1|+sh? 2 == ид 
Vi+ Vi—thez Ум’ 

sh 2 Исн2 2 — 1 Г (21.2-21) 
1 г = —— ; 

Vi- sh? z ch2 

cth 2—= Vi-+ sh? 2 _ chz 

shz Vch2z—1 J     
21.2-7. Формулы сложения для гиперболических функций (эти формулы 

могут быть получены из соотвегствующих формул для тригонометрических
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функций применением соотношений п. 321.2-9). 

sh(A + B)=shA ch B + chA shB, 

ch (A + B)=chAchB+ shA shB, 

  

  
  

  

  

  

  

thA+thB cth Acth B41 (212-22) 
th(A+ B= Teams МВ) - уве | 

sh 2A=—2ch A shA, издана, | (21.223) 
2th A __ св АЕ, .2- 

th 2A =T+ thea’ cth 2A=—an aA} 

A_y/chaA—t A_y/chayl 
зу А, ву >, , (21.2-24) 

Aso sh A _ ВА — 1 А_ ЗА _ <ВА-И, 

th 2° chA+i1 sha °? СП == 51 А \ 

sh A + sh 8=2sh Axe ch ax’ , 

сп А-- в В=2 в ^^“, 

chA—chB=2sh4t% gp A=*, (21.2-25) 
. __ $8 (Аз В) 

th A + thB= 2a ; 

ВА + сш в= 2 0 

2ch Ach B=ch (A+-B)-+ch (A —B), 

2sh Ash B=ch (A+8B)—ch (A—B), (21.2-26) 

2sh A ch B=sh (A+B) -4sh (A—B), 
2ch?A=1-+-ch2A, 2sh2?A=2ch2A—l1. 

21.2-8. Обраткые гиперболические функции (см. также п. 91.2-4). Обрат- 
ные гиперболические функции ") и = аг$П 2, & =—агсН г, & == ай г определяются 
соответственно как 2=$й &, 2=е0 и, г=Ши. - 

Отметим соотношения 

‚агзН а arsh В = arsh (a Vb? + 1 + 8 Va? + 1) =arch (Ya? + Vb? + 1 аб), 

arch a + arch 6 = arch (ab + Va?— 1 Vb? — 1) = 

== агзв (5 Иа? —1+а1У52— 1), (21.2-27) 
at6 

arth a + arth 6 = arth lab 

  

— 

') В апглийской литературе применяются также символы sh-! z, ch-! 2, th-1z (cm. 
сноску на стр. 724).
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‚ 21.2.9. Соотиощения между показательной, тригонометрическими в гипер- 
боличесгими функциями (см. также пп. 1:2-3 и 21.2-12 и табл. 7.2-1). 

    

  

e'? =cosz-+ié sin 2, 
te, 12 в _ (21.2-28) 

COS gai te, sin 2 | 

612 == 608 2—5 2; (21.2-29) 

e?=chz-+shz, е2= 0% 2—5 < ~ (21.2-80) 

Zz, ,7e - oe oe | 
свг—* + »  shzei st; (21.2-31) 

cos 2==ch iz, ch z= cos iz, 

sin 2==— i sh iz, sh 2= — sin iz, (21.2-39) 

tg 2= — i th iz, th z=— i tg iz, 

ctg 2 =i cth iz, cth z=i ctg iz; 

а == IN 4 __ eos (x Ina) +i sin (x Ina), ) 

x! == e! NX cos (In x) +i sin (In x), 

iX = ex in ‘= cos * +i sin 5 МХ (главное значение), + (21.2-33) 

епт — 1, обо (n=0, +1, +2, ...), 
ве 1 ей! (главное значейие). | 

У     

    
   

2,3025 
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Рис. 21.2-6. Показательная и логарифмическая функцни.: 

21.2-10. Определение логарифма (см. также пи. 1.2-3 и 21.9-19, табл. 7.2-1 
и рис, 21.2-6). ( 

ша= 1 | 2 |--ё Ага 2; . (21.2-34) 

In ie 1); 
пд =шх- (21+) “ (п=0, +ь =2...). ° (21.2-35) 

In (— x) =In x+- (2n-+ J) ni |
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21.2-11. Соствошения между обратными тригонометрическими, обратными 
гиперболическими и логарифмической функциями. 

  

агссо3 г == Гагсй г, archz= i arccos 2, \ 

arcsin z==—darshiz, arsh z=— i arcsin /z, 
: . . (21.2-36) 

агс{ 2 == — Гагёр 12, — аг4В г = — фагс в $2, 

arcctg 2 ==/ arcth éz, atcth 2=1/ arcctg 12} 

arccos 2==— é In (2++-iV1—2z?), arch 2==In (2-++-V22—1), ) 

arcsin 2=— ¢ In (iz-+ V1—2z®), arsh z=In (z+ Vz2-+ 1), 
} (21,2-37 

arctg2e2— 5 Ins, arth z= >In, (2 37) 

i _ 
arcetgz—=— > InZ—4, arcth z= 4 ша. |   

21.2-12, Разложения в стеленные ряды (см. также пп. 4.10-1—4. 10-4). 

1 =1--2--22-+... (2|< 1; геометрическая прогрессия, п. 1.2-7); (21.2-38) 

(1--2)Р =1 +7) 2 +(5) 22-|-... ( 2| < 1; биномиальный ряд, см. также 

| пп. 1.4-[ и 21.5-1); (21.2-39) 

ее = 1-Е +... (21 < о); (21.2-40) 

sin2= 2—% г zy Fees са... 12| < оо; (21.2-41) 

И chaml-potit..  |2|< 09; (21.2-42) 

name gts еж...  (21<1, (21.2-43) 

1 z 

Steep 
3 

arcsin 22a = 4 5 7 =... 

1.3.21. 2? (21< 1} (21.2-44) 

4 5 
ash 2=2—4 5 5 Но. 5 I+ Фе 7 

> 
| 
>
 

n
i
e
s
 

Q
l
 

el
on
 

“7 

(|2|<1). (21.2-45) 

| 
J 

arctg eS EEF ‚ 

     thz 2 ay = 2+ 

В терминах чисел Бернулли (п. 21.5-2) 

oo 2 (о2Ё 28° (22“ — 1} В 
= ape ek 2 ь 1g 2 | 1) Oil 2 Seta Bt et ge et oe 

¢ 2! < 5) | [21.2-46) 

_1 Ly Pe ek 1 2 о. ctg z= zo en WaT =F 52—45 2 945 2 ce (jz|< am). {21.2-47) 

Из разложевий {46} и (47) можно получить разложения для фуввций {Ва и 12 с по- 
мощью формул (32).
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21.2-13. Разложения в бесконечные произведения (см. также п. 7.6-6). 

‚вт 2=2 T[-()) COs =TI{'- Ев ЧЕТ }, |2] < 05. (21.2-48) 
=] 

Аналогичные разложения для функций На и сц могут быть получены в по“ 
мощью формул (32). 

21.2-14. Некоторые полезные неравенства, 

т вх 0<х<л/), (21.2-49) 

sin x > Pal (—n/2<x<1/2), (21.2-50) 

соо | _ ([-1п<х< п) (21.2-51) 

*> [-+-x, | 

“< #<1, (21.2-52) 
x 

e '~*efexr<ce* <1) 

Tox Sin (+4) <x - (x>—1), 

х<—Ш(1-) < x <1), (21.2-53) 

11а (1—х) | < 3х/2 (0 <х—< 0,5828). 

Прнведенные неравенства обращаются в равенства при х==0. 

21.3. НЕКОТОРЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ 

21.3-1. Интегральные синус, косинус, логарифм и показательная функция, 
По определению 

    

x ©о 
` Е да 1 №8 — 

Si (x) = тя du=z—\ = sin dx=- > si (х) = х—> 37 a +o =... 

U x 

(интегральный синус). (21.3-1) 

Значения интегрального синуса приведены в табл. 21.3-1} см. также 
рис. 21.3-1. 

  Ci (x) =~ ( 08% tee C-ting— (1S dee in x — 1 Пе. 

x о 

(х > 0) (интегральный косинус), — (21.3-3) 

где С == 0,577216 — постоянная Эйлера — Маскерони, определенная в п. 21.4-1, 
Значения интегрального косинуса находятся при помощи табл. 21.3-2. 

x 

Ei (x)= \ = a dx (« <0) (интегральная показательная функция), (21.3-3) 

x | | 
li) = ( их. (x >0) (интегральный логарифм). (21.3-4) 

0
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In x e—0 

l—e | х 

ЖПри х>1Т функция Н (x) определяется как Нт ( ах \ “| 

0 | 
In x 

(главное значение интеграла в смысле Коши). 

    

  

  

„НЕА 51 (2) 
] п 

2 

—“ ых . 1 

Щл 0 п-т _-21 -п 

а) 
m™, —~-f-~I-@. 

2 

5) 

H Si (x), 

  

Рис. 21.3-1. Графики функций sin x 

Функция Е! (х) представляется в виде ряда 

OUR 
Ei(xy=C+in(—xy+ Mae (<, 

Lo k= 1 

с помощью которого она продолжается на всю комплексную плоскость г с раз. 
резом вдоль положительной части действительной оси *): 

Е! (2) =С-Н № (— 2) + УЕ (Г агб (— 2) | < п). 
=! .. 

со — k 
Ecm 2=-x >0, To Re Ei (x)=Ei (x) =C+Inx+ У Е называется модифи- 

k=1 
пированной ивтегральной показательной функцией. При приближепии точки 
2=х--й/ к разрезу (х >>0) имеют место соотношения 

jim Bi (x + ty)= Ei (x) © ai, ¥ 

20 
Отметим следующие соотношения: 

Ei ~)=li(e*) (x <0), 
Ei(inx)=li(x) (x<1}), .(21.3-5) 

> » e s e i Ei (2% ix) =Ci (x). + iSiQ) = >. (x > 0). 

Значения интегральной показательной функции и родственных с ней функ- 
ций приведены в табл. 21.3-3. 

  

”) Все введенные функции можно рассматривать как функции комплексного пере- 
менвого 2 (см., например, [21.1]).
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Таблица 21,3-1 

Интегральный. синус 51(х) 

Хх 

SI (x) = (SA an 

  

  

P
o
 

P
R
 
p
m
 

92
 0

2 
02
 
62
 0

> 

                  

x SI (x) x SI (x) x $1 (x) x Si (x) x Sl (x) x SI (x) 

0,0 | 0,00000 5,0 | 1,54993 10,0 | 1,65835 15,0 | 1,61819 20,0 { 1,54824 25,0 | 1,53148 
0,1 09994 5,1 53125 10,1 65253 15.1 62226 20,1 55289 50,0 55162 
0.2 19956 5,2 51367 10,2 64600 15,2 62575 20,2 55767 
0,3 29850 5,3 49732 10,3 63883 15,3 62865 20,3 56253 
04 39646 5,4 48230 104]. 63112 15,4 | 63093 20,4 56743 

0,5 |. 493Н 5.5 46872 105 62294 15,5 63258 205 57232 
0.6 58813 5,6 45667 10.6 61439 15,6 63359 20,6 57714 
07 68122 5,1 44620 10,7 60556 15,7 63396 20,7 58186 
08 77210 5,8 43736 10,8 59654 15,8 63370 20,8 58641 
0,9 56047 5,9 43015 10,9 58743 15,9 63280 20,9 59077 

1,0 94608 6.0 42469 11,0 57831 16,0 63130 21,0 59489 
1,1 | 1,02369 6,1 42087 11,1 56927 |} 16,1 62921 21,1 59873 
1,2 10305 6,2 41871 11,2 56042 16,2 62657 21,2 60225 
1.3 | 18396 6.3 41817 11,3 55182 16,3 62339 21,3 60543 
1,4 25623 6,4 41922 11,4 54356 16,4 61973 21.4 60823 

1,5 32468 6,5 42173 11,5 53571 16,51 .61563 21,5 61063 
1,6 88918 6,6 42532 11,6 52335 16,6 61112 21,6 61261 
1,7 44959 6.7 43121 11,7 52155 16.7 60627 21,7 61415 
1,8 50582 6,8 43787 11,8 51535 16,8 60111 21,8 61525 
1,9 55778 6,9 44510 -| 14,9 50981 16,9 59572 21,9 61590 

2.0 60541 7,0 45460 12.0. 50497 {| 17,0 59014 22,0 61608 
2,1 64870 711 46443 4 12.) 50088 17,1 58443 22,1 61582 
2,2 68763 1.2 41509 | 12.2 49759 17,2 57865 22,2 61510 
2,3 72221 7,3 48644 12:3 49501 17,3 57285 22,3 61395 
2,4 75249 1,4 49834 12,4 49327 17,4 56711 22,4 61238 

2,5 |. 77852 1,5 51068 12,5 49234 {7,5 56146 22,5 61041 
2.6 80039 1,6 52331 12.6 49221 17,6 55598 22,6 60806 
2,7 81821 7,7 53611 12,7 49287 17,7 55070 22,7 60536 
2,8 83210 7,8 54394 12.8 49430. 17,8 54568 22.8 60234 
2,9 84219 1,9 56167 12,9 49647 17,9 54097 22,9 59902 

3.0 84865 8,0 57419 13,0 49936 18,0 53661 23,0 59546 
3,1 §5166 8,1 53631 13,1 50292 18,1 53264 23,1 59168 
3,2 85140 8,2 59810 13,2 50711 18,2 52909 23.2 58772 
3,3 84808 | 8,3 60923 13,3 51188 18,3 52600 23.3 53363 
3,4 84191 8,4 61981 13,4 51716 18,4 52339 23,4 57945 

5 83313 8.5 62960 4 13,5 52291 18,5 52123 23,5 57521 
6 82195 8,6 63857 13,6 52905 18,6 51969 23,6 67037 
7 80862 8,7 64665 13,7 53352 18,7 51863 23,7 56676 
8 79333 8,8 65379 13,8 54225 18,3 51810 23.3 56262 
‚9 77650 8,9 65993 13,9 54917 18,9 51810 23,9 55860 

0 75820 9,0 66504 14,0 99621 19,0 51363 24,0 55474 
„1 73874 | 9,1 66303 14,1 56330 19,1 51967 24/1 55107 
2 71837 9,2 67205 14,2 57036 19,2 52122 24,2 |. 54762 

‚3 69732 9,3 67393 14,3 57133 19.3 52324 24,3 54444 
‚4 67583 9,4 67413 14,4 58414 19,4 §2572 24,4 54154 

5 65414 9,5 67446 14,5 59072 19,5 52863 24,5 53897 
6 63246 9,6 67316 14,6 59702: |) 19,6 53192 24,6 53672 
№ 61101 97 67084 14,7 60296 19,7 53357 24,7 53484 
8 58998 9,8 66757 14,8 60851 19,3 53954 24,8 53333 
9 56956 9,9 66338 149 61360 19,9 54378 24,9 53221       
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Таблица 21.3-2 

$:(х) и интегральный косинус С! (х) 

х 

S,(x) = In x4 C — Clix) = |=: 605 ри, 
0 и 

© cos 
Ci(x) = — [—— ви = шх+ С -— $, (х) 

x 

(С = 0,5772 — постоянная Эйлера — Маскероли) 

  

  

      

х | 519) | x Si) | Хх | Si@ ox $: (м | x Si (x) | х |5: <) 

0.0 | 0,00000 |. 5,0 | 237669 || 10.0 | 2,92527 || 15,0 | 3,23899 | 20.0 | 3.52853 || 25,0 | 3.80205 
0 | 00249 | 5,1 | 38994 || 10,1 | 94327 |] 15,1 | 25090 || 20.1 | 53173 || 50,0 | 4,49486 
0 00998 | 5,2 | 40113 || 10,2 | 96050 || 15,2 | 26308 | 20,2] 53535 |. - | 
0,3 | 02241 || 5,3 | 41044 | 103 | 97688 |153 | 21552 | 203 | 53946 
04 | 03973 |} 54 | 41801 | 10,4 | 99234 | 154 | 28814 | 204 | 54402 
0,5 | 06185 | 5,5 | 42402 || 105 | 3,00688 || 155] 30087 | 20,5 | 54905 
0,6 | 08866 | 56 | 42866 | 106 | 02045 | 156| 31363 | 206 | 55456 
07 | 12002 | 5,7 | 43210 | 10,7 | 03300 || 15.7 | 32641 | 207 | 656049 
0,8 | 15579 | 58 | 43452 | 108 | 04457 || 15'8 | 33911 || 208} 56687 
09 | 19578 || 5,9 | 43610 | 10,9 | 05514 || 159 | 35167 | 209 | 51368 
1,0 | 23981 | 6,0 | 43704 | 1,0 | 06467 || 16.0 | 36401 | 21,0 | 58085 
1,1 | 28766 | 6,1 | 43749 | И.1| 07323 | 161 | 37612 ff 21,1 | 58540 
1,2 | 33908 | 6,2 | 43764 | 11.2 | 08083 || 16,2 | 38790 || 21,2 | 59629 
{,3 | 39384 | 6,3 | 43766 | 1,3] 08749 | 16,3 | 39932 | 21,3 | 60446 
1,4 | 45168 | 6,4 | 43770 |] 11,4] 09322 | 164 | 41032 || 21,4] 61288 
1,5 | 51233 | 6,5 | 143792 | 11,5.| 09814 || 16,5 | 42088 || 21,5 | 62155 
1,6 | 57549 | 6,6 | 43847 | 1,6 | 1022 | 166| 43096 | 21,6 | 63087 
1,7 | 64088 || 6/7 | 43947 |} 11.7 | 10561 || 16,7 | 44050 | 21,7] 63935 
1,8 70820 || 6,8 | 44106 | 11,8 | 10828 | 16,8 | 44947 | 21,8 | 64842 
19| 77713 | 6,9 | 44335 |] 1,9] 11038 || 16,9 | 45788 | 21,9 | 65751 
2,0 | 84730 | 10 | 44643 || 12.0 | 11190 |'110] 46568 | 22.0 | 66662 
21 | 91865 | 7,1 | 45040 | 121 | 11301 | 191 | 47288 | 221 | 67568 
2,2 | 99060 || 1,2 | 45534 | 12,2 | 11370 || 11.2 | 47945 || 22,2 | 68465 
2,3 | 1,06295 || 1,3 | 46130 | 123 | 11412 | 17,3 | 48543 | 223 | 69848 
2,4 | 13540 | ТА | 46834 | 129 | 11429 | 17,4] 49077 | 224 | 170216 
25 | 20764 | 15] 47649 || 12.5] 11436 | 115 | 49553 | 225 | 71059 
2,6 | 97939 | 7,6 | 48577 || 1256 | 11437 || 11,6 | 49969 | 2256 | 11879 

| 27 | 35038 | 17] 49619 || 12,7 | 11438 || 117 | 50330 | 22,7 | 172670 
28 | 42035 | 1,8 | 50775 | 12.8 | 11453 | 178 | 50639 | 228 | 73427 
2,9 | 48903 | 1,9 | 52044 | 129 | 11484 | 179 | 50895 | 22,9 | 74153 
3,0 | 55620 | 80 | 653423 || 130 | 11540 | 18,0 | 51107 | 23,0 | 74838 
3,1 | 62163 | 81 | 54906 || 13,1 | 11628 || 18,1 | 51276 | 231 | 75483 
3,2 | 685 || 8,2 | 56491 || 13,2 | 11754 | 18,2 | 51404 | 23.2 | 76089 
3,3 | 74646 || 8,3 | 56171 | 18,31 11924 | 18'3 | 51500 || 23.3 | 76651 
34 | 80552 | 8,4 | 59938 || 134 | 12142 | 484] 51568 | 234 | 77170 
3,5 | 8620 | 8,5 | 61786 || 13,5 | 12414 || 185 | 51610 || 23,5 | ` 77644 
3,6 91613 8,6 63704 || 13.6 12745 || 18,6 51633 | 23,6 78072 
3,7 | 96745 | 81 | 65686 | 13/ | 13134 | 18,7 | 51645 | 23,7 | 178459 
3,8 | 2.01600 | 8,8 | 67721 | 13,8 | 13587 || 18,8 | 51648 | 23,8 | 178801 
3,9 | ‘06110 | 89 | 69799 || 13,9 | 14104 | 18,9 |. 51648 | 23.9 | 79101 
40 | 10449 | 9,0 | 171909 | 140 | 14688 || 190 | 51660 | 240 | 79360 

`4й | 14438 | 9/ | 74042 | 14,1 | 115338 | 19,1 | 51661 | 241 | 19582 
42 | 18131 || 9,2 | ` 76186 || 14,2 | `16054 || 19,2 | 51685 | 24,2 | 19767 
4,3 | 91535 | 9,3 | 78332 || 14.3} 16835 || 19,3 | 51727 | 24,3 | 179917 
4,4 | 94648 | 94 | 80468 | 144 | 17677 | 19,4 | 51790 |244 | 80036 
45 | 27479 | 9,5 | 82583 | 145 | 18583 || 195 | 51879 | 24.5 | 80129 
4,6 | 30033 | 9.6 | 84669 || 14,6 | 19515 || 19,6 | 52002 || 24,6 | 80197 
4,7 | -32317 || 9,7 | 86713 | 147 | 20564 || 19,7 | 52156 | 24,7 | 80243 
4,3 | 34344 || 9,8 | - 88712 || 14,8 | 21630 | 19,8 | 52348 || 24,8 | 80271 
4,9 | 36124 || 9,9] 9065 || 1459] 22746 | 19,9 | 52578 |} 24,9} 80288                     
 



734. ТЛ. 71, СПЕЦИАЛЬНЫВ ФУНКЦИИ | 21.3-1. 

Таблица 21.3-3 

Интегральная показательная функция 

Интегральные показательные функции обычно применяются в комбинации} 

1) интегральных показательных функций Е! (х) и Е| (*) или 
2) Eo (x), E1 (x) S— Е! (—х) и £3 (x), где 

со 

Би ©) = e ^Иц”Пдиц. 

  

Во всех случаях х>> 0. ——__~ Малые значения аргумента. Для вычисления значений Е! (-—-х) и Е! (х) при малых 
значениях х можно пользоваться разложениями в ряд, приведенными в соответствующей 
таблице. 

Большие значения аргумента для El (—x) и Ei (x): a) для 5 <х< 6 значения даны 
х 

в таблицах: 6) для 5<х< 40, Б, (Хх =-— El (—*) = Fy 

и Р. имеют значения: 

  

e 
u Ei (x) = Fy y+ THe Fy 

  

  

      
  

oN 5 | 0 15 2 | 25 30 33 | 40 

г. | 08516 | 0,9156 | 0,9408 | 0,9549 | 0.9627 | 0,9687 | 0,97 | 0,9753 

F; 1,354 1,1316 | 1,0781 | 1.0560 | 1,0440 | 1,0358 | 1,0305 | 1,0964           
  

с} для больших зпачений х величины РЁ; и Р. могут быть вычислены @ помощью 
асимптотических panos 

  

  

                        

21 3 1! at 3! 
Р1 =1 2 № . +? ВР о. 

E(x) = > 

x 0 | 9 3 4 5 6 7 8 9 

0,0 99,00 | 49.01 | 32,35 | 2402 | 19,02 | 1570 | 13.32 | 11,54 | 10,15 
1 9.048 8,144 | 7,391 | 6,755 | 6.210 | 5,738 | 5326 | 4963 | 4,640 | 4.352 
9 4,094 3.860 | 3.648 | 3.454 | 3278 | 3115 | 2'966 | 2827 | 2,699°| 9'580 
3 9,469 9.366 | 2.269 | 2,179 | 2093 | 2.013 | 1,938 | 1,867 | 1,800 | 1,736 
4 1,676 1.619 | 1,564 ] 1.513 | 1,464 | 1,417 | 1372 | 1,330 } 1,289 | 1.250 

5 1,213 1,177 | 1,143 } 1.111 | 1,079 | 1.049 | 1,020 | #9921 | *9653 | *9395 
6 0,9147'| 8907 | 8677 | 8454 | 8239 | 8091 | 7831 | 7637 | 7450 | 7269 
7 709 6925 | 6760 | 6601 | 6447 | 6298 | 6154 | 603 | 5877 | 5745 
8 5617 | 5492 | 5371] 5254 | 5139 | 5028 | 4920 | 4816 | 4713 | 4614 
9 4517 | 4423 | 4332 | 4243 | 4156 | 4071 | 3988 | 3908 | 3830 | 3753 

1,0 3679 3606 | 3535 | ` 3466 | 3399 | 3333 | 3268 | 3206 | 3144 | 3085 
1 3026 2069 | 2913 | 2859 | 2805 | 2753 | 2702 | 2653 | 2604 | 2556 
9 9510 2464 | 2490 | 2376 | 2334 | 2999 | 9951 | 2211 | 2172] 2134 
3 2096 2060 | 2024 | 1989 | 1954 | 1920 | 1887 | 1855 | 1823 | 1792 
4 1761 1732 | 1722 | 1673 | 1645 | 1618 | 1591 | 1564 | 1538 | 153 

5 1488 1463 | 1439 | 1415 | 1392 | 1369 | 1347 | 1325 | 1304] 1283 
6 1262 1242 | 1992 | 1202 | 1183 | 1164 | 1145 | 127 | 1109 | 1092 
7 1058 | 1041 | 1025 | 1009 | #9930 | *9775 | *9623 | #9474 | *9327 
8 0,09183 9042 | 8903 | 8766 | 8631 | 8500 | 8370 | 8242 | 8116 | 7993 
9 7753 | 17636 | 7521 | 7407 | 72% | 7187 | 7079 | 6973 | 6869 

9 [0-1х 0.6767 5831 | 5037 | 4359 | 3780 | 3283 | 02857 | 2489 | 2172 | 1897 
3 10-25% 1,660 1,453 | 1,274 | 1,118 | 0,9816 | 8628 | 7590 | 6682 | 5887 | 5190 
4 10-2х0,4579 4042 | 3570 3155 2790 2469 2185 1935 1714 1520 

5 10-3 1,348 | 1.195 | 1,061 | 09418 | 8364 | -7431 | 6603 | 5870 | 5220 | 4643: 
6 10-3х 0,4131 3677 | 3273 | (2915 | 2596 | 2313 | 2061 | 1837 | 1638 | 1461 
7 i0-4 1,303 | 1,1621 | 1,037 | 09954 | 8260 | 7375 | 6585 | 5881 | 5253 | 4693 
8 | 10-4х 0.4193 3747 | 3349 | 2994 | 2677 | 23941 241 | 1915 | 1713 | 1533 
9 10-$ 1,37] 1,227 | 1,098 | 0,9831 | 8800 | 7879 | 7058 | 6318 | 5658 | 5068 

 



21.3-1. 

где С = 0,5772 
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Таблица 21.3-3 (продолжение) 

  

_ 
2 3 

Ey (x) = — Ei (—x)=— [С++ oj a +r 7a ~ 3.9 te, 

  

  

                          

x 0 ] 2 3 4 5 6 7 | 8 | $ 

. 0,0 со ` 4,038 3,358 2,959 2,681 2,468 2,295 2,151 2,027 1,319 
| 1,823 1,737 1,660 1,589 1,524 1,464 1,409 1,358 1,310 1,265 
2 1;223 1,183 1,145 1,110 1,076 1,044 1.014 | 0,9849 9573 9309 
3 0,9057 8815 8583 8361 8147 1942 7745 1554 737) 7194 
4 7024 6859 6700 6546 6397 6253 6114 5979 55418 5721 

5 5598 54178 5362 5250 5140 5034 4930 4830 4732 4636 
6 4544 4454 4366 4280 4397 4115 4036 3959 3833 3810 
7 8738 3668 3599 8532 3467 8403 3341 3280 3221 3163 
8 3106 3050 2996 2943 2891 2840 2790 2742 2694 2647 
9 2602 2551 2513 2410 2429 2387 2347 2308 2263 2231 

1,0 2194 2157 2122 2087. 2052 2019 1986 1953 1929 1890 
1 1860 1830 1801 1772 1743 1716 1688 1662 1635 1609 
2 1584 1559 1535 1511 1487 1464 1441 1419 1397 1376 
3 1355 1334 1313 1293 1274 1264 1235 1216 1198 1180 
4 1162 1145 1128 1111 1094 1078 1062 1046 1030 1015 

5 1000 #9854 | +9709 | *9567 | *9426 | *9288 | #5152 | *9019 | *8857 | *5758 
6 0,08631 8506 8383 8261 8142 8025 7909 7796 7681 1574 
7 1465 7359 7254 7151 7049 6949 6850 6758 6658 6564 
§ 6471 6380 6290 6202 6115 6029 5945 5862 5780 5700 
9 5620 5542 5465 5390 5315 5241 5169 5098 5027 4958 

2,0 4890 4823 4757 4692 4627 4564 4502 4140 4380) 4320 
1 4261 4204 4147 4090 4035 3980 3927 3814 38721 3770 
2 3719 3669 3620 3571 3523 3476 3430 3384 3339) 3294 
3 8250 3207 3164 3122 3081 3040 3000 2960 2921 2882 
4 2814 2806 2769 2733 2697 2662 |: 2621 2592 2558 2525 

5 24991 2459 2427 2395 2364 2333 2303 2273 2243 2214 
6 2185 2157 2129 2101 2074 2047 2021 1994 1969 1943 
7 1918 1893 1869 1845 1821 1198 1775 1752 1730 1707 
8 1686 1664 1643 1622 1601 1581 1560 1540 1521 1502 
9 1482 1464 1445 1427 1409 1391 1373 1356 1338 1322 

3,0 1305 1288 1272 1256 1240 1225 1209 1194 1179 1164 
l 1)49 1135 112} 1107 1093 1079 1066 1052 1039 1026 
2 1013 1001 | *9882 | *9758 | #9637 | +9517 | *9398 | *9281 | *9166 9053 
3 0.008939 8828 8115 8610 8503 8398 8294 8191 8090 7990 
4 891 7793 7697 7602 1508 7416 7324 7234 7145 7057 

5 6970 6884 6800 6716 6634 6552 6472 6393 6314 6237 
6 6160 6085 601] 5937 5864 5793 5722 5652 5583 5515 
7 5448 5381 5316 5251 5187 5124 5062 5000 4939 4879 
8 4820 4162 4704 4647 4591 4535 4480 4426 4372 4319 
9 4267 4216 4165 4114 4065 4016 3967 3919 3872 3825 

4,0 3779 3734 3689 3645 3601 3557 3515 3472 3431 3390 
1 3349 3309 3269 3230 3191 3153 3115 3078 3041 3005 
2 2969 2933 2898 2864 2879. 2796 2762 2729 2697 2665 
3 2633. 2602 2571 2540 2510 2480 2450 2421 2393 2364 
4 2336 2308 2261 2254 2221 2201 2115 2149 2123: 2098 

5 2073 . 2049 20.5. 2001 1977 1954 1931 1908 1855 1863 | 
6 1841 1819 1798 1777 1756 1735 1735 1694 1674 1655 
7 1635 1616 1597 1578 1560 154] 1523. 1505 1485 1470 
8 1453 1436 3419 1402 1386 1370 1354 1338 1322 1307 
9 ` 1291 1276 1261 1247 1232 1218 1204 1189 1176 1162 

5,0 1148 1135 1122 1109 1096 1083 1070 1058 1045 1033 
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Таблица 21.3-3 (продолжение} 

    

  

  

    

—— x x2 x3 
Ei (xj) =C+Inx — 

(x) + + Trt rar + aa 

x 0 | 2 3 4. 5 6 7 8 9 

0,0 —00 4.018 | 3,315 | 2,899 | 2,601 2.368 | 2,175 | 2.01 [1,867 | 1,739 
| —1,623 1,517 | 1,419 } 1,329 ]- 1,244 | 1,164 | 1,089 | 1,017 | 09491 ] 0.8841 
2 —0 8218 7619 | © 7042 6485 5947 5426 4919 4427 3949 3482 
3 —0,3027 2532 2147 1721 1304 0894 0493 0098 | *0290-| *0672 
4 +0,1048 1418 1783 2143 2498 2849 3195 | 3537 3876 4211 

& 0.4542 4870 5195 5517 5836 6153 6467 6778 7087 7394 
_ 6 0.7699 8002 8302 8601 8898 9194 9488 9780 | 1,007 | 1,036 

7 1,065 1,094 1 1,122 | 1,151 1 1,179 | 1,207 | 1,236 | 1,264 | 1,292 | 1,320 
8 1,347 . 1,375 | 1,403 | 1,481 1.458 | 1,486 | 1,513 | 1,541 1,568 | 1,595 
9 1,623 1;650 | 1,677 | 1,705 | 1,732 | 1,759 | 1,786 | 1,814 | 1.441 | 1,868 

1,0 1,895 1,922 | 1,949 | 1,977 | 2,04 | 2,031 2.058 | 2,086 | 2.113 | 2,140 
1 2,167 2.195 | 2,222 | 2249 | 2.277 | 2,304 | 2,332 | 2,359 | 2,387 | 2,414 
9 2,442 2470 | 2,498 | 2.525 | 2.553 | 2.581 | 2,609 | 2,637 | 2,665 | 2.693 
3 2.721 2,750 | 2.778 | . 2,806 | 2,835 | 2,863 | 2,892 | 2,99 | 2,949 | 2.978 
4 3.007 3.036 | 3,065 | 3,094 { 3,124 | 3,153 | 3,183 | 3,212 | 3,242 } 3,271 

5 3,301 3,331 3,361 3,391 3.422 | 3,452 | 3,482 | 3,513 | 3.544 | 3.574 
6 3.695 3,636 | 3.567 | 3.699 | 3730 | 3,762 | 3.793 | 3,825 | 3.857 | 3,889 
7 3,991 3,953 | 3.986 | 4,018 | 4,051 4,084 | 4,117 | 4,150 | -4,183 | 4.216 
8 4.250 4,284 | 4,317 | 4,351 | 4,386 | 4,420 | 4,454 | 4,489 | 4,524 | 4,559 
9 4,594 4,629 | 4,664 | 4,700 | 4,736 | 4,772 | 4,808 | 4,844 | 4,881 | 4,917 

2,0 4,954 4,991 | 5.028 | 5066 | 5.104 | 5,141 | 5.179 | 5217 | 5,256 | 5,294 
i 5 333 5.372 | 54И.| 5,45 |1 5.490 | 5530 | 5,570 | 56 |.5,651 | 5692 
2 5 733 5.714 | 5815 | 5857 | 5899 | 5,941 | 5,983 | 6,025 | 6,068 | 6,111 
3 6,154 6.198 | 6,242 | 6,286 | 6330 | 6,374 | 6,419 | 6,464 | 6,509 | 6,555 
4 6.601 6,647 | 6,693 | 6,740 | 6,187 | 6,834 | 6,881 | 6,929 | 6,977 | 7,025 

5 7,074 1,123 | 1,112 | 1,2291 | 7,271 | 17,321 1 7,372 | 7,422 | 1,473 | 7,524 
6 1,576 1,628 | 7,680 | 1,733 | 7,786 | 1,839 | 7,893 | 7,947 | 8,001 | 8,055 
7 8,110 8,166 | 8,221 | 8,277 | 8,334 | 8,390 | 8447 |] 8505 | 8563 | 8.621 
8 8,679 8,738 | 8,798 | 8,857 | 8,917 | 8.978 | 9.039 1 9,100 ] 9,162 | 9,224 
9 9,286 ` 9,349 | 9,412 | 9,476 | 9540 | 9,605 | 9,670 | 9,735 | 9,801 | 9,867 

3,0 9,934 10,00 | 1007 | 1014 | 10,21 1027 | 10,34 | 1041 10,48 | 1055 
1 10,63 10,70 | 10,77 | 10,84 | 1092 | 1099 | 11,06 | 11,14 | 11,22 |. 11,29 
2 11,37 11,44 И, 11.60 | 11,68 | 11,76 [ 11,84 | 11,92 | 12.00 | 12,08 
3 12,16 12,24 | 12,33 ] 12,41 12,49 | 12.58 } 12,66 | 12,75 | 12,84 | 12,92 
4 13,01 13,10 | 13,19 | 13,28 | 13,87 | 13,46 ] 13,55 | 13,64 | 13,74 | 13,83 

5 13,93 14,02 | 14,12 | 14,2 14,31 14,41 14,51 14,60 | 14,70 | 14,30 
6 14,91 15,01 15,11 15.21 1532 | 1542 | 1553 | 15.64 | 15,74 | 1585 
7 15,96 16,07 | 16,18 | 16,29 | 16,40 | 16,52 | 16,63 | 16,75 | 16,86 | 16,98 
8 17,09 17,21 17,33 | 17,45 } 17,57 | 17,69 | 17,82 | 17,94 | 18,06 | 18,19 
9 18,32 18,44 | 18,37 | 18,70 | 18,83 | 18,95 | 19,09 | 19,23 ] 19,36 | 19,49 

4,0 19,63 19,77 | 19,91 | 20,05 | 20,19 }, 20,33 | 20,47 | 206! | - 20,76 | 20,90 
1 21,05 21,20 | 21,35 | 21,50 | 21,65 | 21,80 | 21,95 | 22/1 | 22.26 | 29,42 
2 29.58 29,74.| 22.90 | 23,06 | 23.22 | 23.39 | 23,555 | 23,12 | 23.89 | 24,06 
3 24,23 24,40 | 24,57 | 24/75 | 24,92 | 25,10 | 2598 | 2546 {| 25,64 | 2582 
4 26,01 26,19 | 26,38 | 26,57 | 26,76 | 26,95 | 27,15 | 27,84 | 27,54 | 27,73 

5 27,93 98,13 | 2834 | 28,54 | 2815 | 28,95 | 29,16 | 2937 | 29,58 } 29,80 
6 30,01 30,23 | 30,45 | 30.67 | 30,89 | 31,121 31,34 | 31,57 | 31,80 | 32,03 
7 32,26 32,50 | 32,74 | 32,97 | 33,21 | 33,46 ; 33,70 | 33,95 | 34,20 | 34,45 
8 34,70 34,95 | 35,21 | 3547 | 35,73 | 3599 | 36.25 | 36,52 | 36,19 | 37,06 
9 37,33 31,61 | 31,88 | 38,16 | 38,45 | 38,73 | 39,02 | 39,31 | 39,60 | 39,89 

50 40,19 . 40.48 | 4078 | 41,09 | 41,39 | 41,70 | 42.01 | 42,32 | 42,64 | 42,96                          
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‚ Таблица 31.3-3 (120должгение} 

E,(x) = — Ei (— x), 5<x< 16 
  

x 0 ] 2 3 4 5 6 7 8 9 

      
5 { 10-Ж1,143 1,021 9086 80865 7198 6409 5708 5085 4532 4039 
6] 10-ж0,3601 3211 2364 2555 2219 2034 1816 1621 1448 1293 
1] 10-4 1,155 1,032 9219 8239 7364 6583 5886 5263 4107 4210 
8} 10-4x0,3767 3370 3015 2699 2415 2162 1936. 1733 1552 1390 
9} 10-5x 1,245 1715 9983 8948 8018 1185 6439 5771 5173 4637 

IO} 40-5 X0,4157 3727 3342 2997 2687 2410 2162 | 1939 1740 1561 
И 10-8 x 1,400 4,256 | .1,127 1,012 | 0,9080 8149 7315 6566 5894 5291 
12| 10-—ж0,4751 4266 383 3440 |` 3089 2774 2491. 2238 2010 1805 
13 | 10-2х1,522 1,457 1,309 1,176 1.057 | 9,9895 8532 {667 6890 6193 
14 10-7 Ж0.5566 5002 4550 4042 3633 3266 | . 2936 2640 2313 2134                           
  

102ж0.4019 4328 4662 5026 5419 5847 6310 6813 7360 1954 5 
6] 102х08599 9300 | 1006 | 1.089 | 1,179 | 1,277} 1,384 | 1,501 } 1.627 | 1,765 
71|] 103х0.1915 2079 | 2257 | 2451 | `2663 | 2894 | 3146 | 3420 | 3720 | 4047 
8| 103х0.4404 4793 | 5218 | 5682 | 6189 | 6743 | 7347 | 8007 | 8129 | 9517 
9| 104х0.1033 1132 1235 | 1347 | 1471 1605 1752 1913 | 2089 | 2289 

10|  104><0,2492 77193 | 2975 | 32951 | 3553 | 3884 | 4246 | 4642 | 5076 | 5551 
il 104 >< 0.6071 6641 | 7265 | 7949 | 8698 | 9518 | 1,042 } 1,140 | 1,248 } 1,366 
12| 10°0.1496 1638 | 1794 1964 | 2151 2357 | 5581 2828 | 3098 } 3395 
13 105 Х 0,3720 4076 4467 4896 5367 5883 6449 7070 пы 8499 
14 108 х0.9319 1.022 1,121 1,229 1,348 1,479 1,622 1,779 1,952 2.142                           

8 

  

  

0,0 1,000 0,9497 9131 8817 8535 8218 8040 181 7610 7412 
| 0,7225 7048 6878 6715 6560 6410 6267 6123 5995 5866 
2 5142 5622 5505 5393 5283 5177 5074 4914 4877 4783 
3 4691 4602 4515 4430 4348 4267 4189 4112 4038 3963 
4 3894 3824 756 3690 3626 3562 3500 3440 338} 3325 

5 3266 3211 3167 3104 3052 3001 2951 2902 2895 2808 
6 2762 2717 2673 2630 2587 2546 2505 2465 2426 2387 
1 2349 2312 2276 2240 2205 2171 2137 2104 2072 2040 
8 2009 1978 1948 1918 1889 1560 1832 1804 1777 1750 
9 1724 1698 1673 1648 1623 1599 1576 1552 1530 1507 

1,0 1485 1463 1442 1421 1400 1380 1360 1340 1321 1302 
1 1283 1264 1246 1228 1211 1193 1176 1160 1143 1127 
2 ИИ 1095 1080 1065 1050 1035 1020 1006 | *9920 + *9781 
3 0.09645 9510 9378 9247 9119 8993 8868 8746 8625 8506 
4 8389 8274 8160 8048 1938 7829 1722 7617 7513 7411 

5 7310 1211 7113 7017 6922 6828 6736 6645 6555 6467 
6 6380 6295 6210 6127 6045 5964 5884 5806 5729 5652 
7 5577 5503 5430 5358 5281 5211 5148 5080 5013 4947 
8 4 4817 4754 4691 4630 4569 4509 4450 4392 4335 
9 4278 4922 4167 4113 4059 4607 3955 3903 3852 3803 

2 10-1х0,3753 3291 2898 2550 2246 1980 1746 1541 1362 1203 
3 10-2х 1,064 | 0,9417 8337 7384 6544 5802 5146 4567 4054 3600 
4 10-2х 0,3198 . 2842 2521 2247 1999 1779 1583 1410 1255 1118 

5 10-3 0,9965 8881 7917 7060 | 6296 5617 5012 4473 3992 3564 
6 10-3 х0.3183 2842 2539 2268 2027 1812 1619 1448 1294 1157 
7 10-+х 1,035 | 0,9259 8283 141 6632 5935 5313 | 4766 4258 3812 
8 10-4 0,3414 3057 2138 2453 2198 1969 1764 1531 1417 1270 
9 10-5 x 1,138 1,02! |.0,9149 | 8293 7356 6597 5916 5306 4760 4270                         

24 Г. Корн и Т. Корн
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21.3-2. Интегралы Френеля и интеграл вероятностей (см. также п. 18,8-3). 
Но определению 

Co)= [cos fate, ($8) + 1, (5) +1, (5 и)... | 
| (21.3-6) 0 

x 

$9 =\ sin - : ах= зу, (5 x?) + Jay, Gz: x2) Js), (5 x?) 

(интегралы Френеля) 

где У; /2 (2) —фупкции Бесселя, порядок которых равен половине печетвого 

) 

A 
Lb Ст} 

.67|- г 
\ . 

Об |- 1 \ \ д 
\ м 

  
Рис. 21.3-2. Интегралы Фрсиесля. 

сисла (см. п. 21.8-1, е). Графики функций С\(х) и 5(х) изображены née 
рис. 21.3-2. Ormetum, uro C (oc) =S (co) = 1/2. 

x 

efx= — je" * dx—=— (x— ta EN aye ...) (21.3-7) 
0 

  

Ул. Ул 

(функция ошибок); 

(см. также п. 18.8-3 и табл. |18.8-10). 
Заметим, что ег! (со) = 
Отметим формулы: 

С (х)—15 (= orf (14: хп): (21.3-8) 

Со + +0). 
  

при х—> 0, = (21.3-9)
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Некоторые интегралы: 

C (x) dx =x C (x) —= sin = x3, 
2 

S (x) кб свт, > (21,3-10) 

erf x dx =x erf x -+ Ц (e- — 1). 
| Ух 

2
—
5
 
O
L
 

Me 
O
l
e
n
 

  9 

        

      

Интегралы 

с Ix, sin x x x хз 
—— = dx = —- ——- — —— + eos 

2V. | У 3 7 3! ця ? 

x » (21.3-11) 

1 * COs x 1 x? 1 x4 I x 
= = adx= | — ——_—— —_—_—— oo Hoe 

VEY 51 Ро 41 13 6 
0 

также иногда называются интегралами Френеля. 
Функция 

. ео 

erfe x=: 1 —erf x= —2- \ en ** dy (21,3-12) 
Ил 

x 

называется дополнительным интегралом вероятностей, 

21.4. ГАММА-ФУНКЦИЯ И СВЯЗАННЫЕ С НЕЙ ФУНКЦИИ © 

21.4-1. Гамма-функция. 
(а) Интегральные представления. Гамма-фувкция Г (2) обычно 

определяется как 

со 

Г (2)=\ 22—14 (Вег>0) _ (21.4-1) ; ) 

(интеграл Эйлера второго рода) 

wid gin Rez<0 | 
1 1 _ | = т J ett 2 dt (21.4-2) 

  

(интегральное представление Ганкеля), 

где контур С идет из — со по отрицательной части действительной оси, обходит 
начало координат в положительном направлении (против: часовой стрелки) 
и опять по отрицательной части оси х возвращается к исходной точке. Это 
определение может быть расширено при помощи аналитического продолжения 
(0. 7.8-1). Единственными особенностями Г (2). в конечной части плоскосли 

24*
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(— 1)" 
al 

c= Nh (n=O, 1, 2, ...}; 

являются простые полюсы с вычетами 

  

при 

та есть целая функция. Рис. 21.4-1 представляет график Г (х} для 

  
  

  

Г/п+ 1) | 

я 

ny) я - - al 

aL 

ИВ 

ЕН В     
Рис. 21.4-1. График Г (л-Н 1 для действительных значений п. Последовательные 

относвтельные максимумы и минимумы приближенно равпы 

Г (1.452) = 0.586; Г (—1,573) = 2,302; 
Г (—0,5040) = —3,545; T (—2,611) = — 0,883. 

действительных х. Значения Г (х) приведены з табл. 21.4-1. Заметим, что 

  

1 - 

r 5 |= д, Г 1 ==], 

(#)=У 0 (21.4-3) 
P (n+ 1) =n! (п=0, 1,2, ...). 

(5) Другие представления для Г (2). 

_ . п! a. 
] (2) = Мм зе Пека... еп) (определение Эйлера), (21 4-4) 

co 2 

1 ce 2\ "р (бесконечное произведение a 
Г (2) — 26 П (1 as .) е Вейерштвасса), (21.4-5) 

— 

С — постоянная Эйлера — Маскерони, определенная как 
fp on со 1 

C= lim > -— Ш 7 =—{ etin¢dt=— Vin in | dt ~0,5772167, 
Fem OO k 

  

k=] 0 0 

(21.4-6) 

(с) Функциональные уравнения 

P (z+ 1)=210 (2), (21.4-7) 

Гога йе, ГОГИ, 
| | n (аа) Г( 2) = заае, (21.4-8) 

nner de | "| a 
= — —]Г -}... Г Г (иг) И @r (24+) (2+2 (2+ - 

(n= 2, 3, ...) (meopema умножения Гаусса). (21.4-9)
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Таблица 21.4-1 

со 
Гамма-функция Г (х) = \ Ex-le! dt 

0 
Для больших значений аргумента Г, (х) вычисляется при помощи формулы 

  

  

  

    

P(x) = (¥ — DP &%— I) = (ke — 1) %— 2) P(X ~ 2) =... 
Пример. Г (4,7) =3,17Ж2,7Х 1,7 Х 0,9086 = 15,43. 
Если < Тих-0, —1—2,.... то 

—Taeth F(e4+2) _ 
Г (x) — x — x (x +. 1) “weve 

Примеры. 

Ги.) у . 
Г (0,7) = 07 = 1,298. 

__' Г (1,5) , _ 

TP (— 3,2) = (— 3,2) (— 2,2) (— 1,2) (— 0,2) (0.8) — 0.689, 

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1,00 1,0000 0.9994 9983 9983 9977 9971 | 9966 9960 9954 9949 
1 0.9943 9938 9932 9927 9921 9916 9910 9905 9899 9894 | 
2 9888 9833 9878 9872 9867 9862 9856 985 1 9846 9841 
3 9835 9830 9825 9820 9815 98 10 9805 9800 9794 9789 
4 9784 9779 9774 9769 9764 9759 9755 9750 9745 9740 

5 9735 9730 9725 |‘ 9721 9716 9711 9706 9702 9697 9692 
6 9637 9683 9675 9673 9669 9664 |. 9660 9655 9651 9646 
7 9642 9637 9633 9628 9624 9619 9615 9610 9606 9602 
8 9597 9593 9589 9584 9580 9576 9571 9567 | .9563 9559 
9 9555 9550 9546 9542 9538 9534 9530 9526 9522 9518 

1,10 9514 9509 9505 9501 9498 9494 9490 9486 9482 9478 
1 9474 $470 9466 9462 9459 9455 9451 9447 9443 9440 
2 9436 9432 9428 9425 9421 9417 9414 9410 9407 9403 
3 9399 9396 9392 9389 9385 9382 9378 9375 9811 9368 
4 9364 9361 9357 9354 9350 9347 9344 9340 9337 9334 

5 9330 9327 9324 9321 9317 9314 9311 9308 9304 9301 
6 9298 9295 9292 9289 9285 9282 9279 9276 9273 9210 
7 9267 9264 9261 9258 9255 9252 9249 9246 9243 9240) 
8 9237 9234 9231 9229 9226 9223 9220 9217 9214 9212 
9 9209 9206 9203 9201 9198 9195 9192 9190 9187 9184 

‚ 1,20 9182 9179 9176 9174 9171 9169 9166 9163 9161 9158 
1 9156 9153 9151 9148 9146 9143 9141 9138 9136 9133 
2 9131 9129 9126 9124 9122 9119 9117 9114 9112 9110 
3 9108 9105 9103 9101 9098 9096 9094 9092 9090 9087 
4 9085 3083 9081 9079 9077 9074 9072 9070 9068 9066 

5 9064 9062 9060 9058 9056 9054 9052 9050 9048 9046 
6 9044 9042 9040 9038 9056 9034 9082 9031 9029 9027 

7. 4025 9023 9021 9020 9018 9016 9014 9012 9011 9009 
8 9007 9005 9004 9002 9000 8999 8997 8955 8994 8992 
9 $990 8989 §987 8986 8984 8982 8981 897 8978 8976 

1,30 8975 8973 8972 8970 8969 8967 8966 8964 8963 8961 
1 8960 8959 8957 8956 8954 8953 8952 8950 8949 8948 

- 2 8946 8945 8944 8943 8941 8940 | 8939 8937 8936 8935 
3 8934 8933 8931 8930 8929 8928 8927 8926 8924 8923 
4 8922 8921 8920 8919 8918 8917 8916 8915 8914 8913 

5 8912 Bott 8910 8909 08 8907 8906 8905 8904 8903 
6 8902 8901 8900 8899 8898 8897 8897 $896 8895 8894 
7 8893 8892 8892 8891 8590 8889 8888 8888 8887 8886 
8 8885 8885 8884 8883 8883 | .8882 8881 8880 8880 8879 
9 8879 8878 8877 8877 8876 8875 8875 8874 8874 8873 

1,40 8873 8872 8872 8871 8871 8870 8870 8869 8869 8868 
1 8868 8867 8867 8866 8866 8865 5 8865 8864 8864 
2 8864 8863 8863 8863 8862 8862 8862 8861 8861 8861 
3 8860 8858 8860 8860 8859 8859 8859 8859 8858 8858 
4 8858 8858 8858 8858 8857 8857 8857 8857 8857 8857   
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Таблица. 21.4-1 (продолжение) 
  

  

x 0 1 2 3 4 5 6 7 5 9 

5 8857 8857 |. 8855 8856 8856 8556 5856 8856 8556 8356 
6 8356 8856 8856 8856 8856 8856 8856 8856 8856 8556 
7 8856 8856 8856 8857 8857 8857 8857 8857 8857 8857 
8 8851 8858 8858 8858 8855 8858 8559 8859 8859 5359 
9 8859 8860 8860 8860 8860 8861 8861 8861 8862 8362 

1,50 0,8862 $363 8863 8863 $864 8364 8864 8865 8565 8866 
1 $866 8866 8567 8867 $568 8868 8869 3869 $369 8870 
2 8870 $871 8871 8872 8872 8873 8373 8874 8875 8875 
3 8876 8876 8817 8877 8878 8879 8879 8880 8380 8381 
4 8882 8382 8883 8884 8884 8885 8836 8887 8387 8888 

5 8889 8889 8890 8891 8892 8892 8893 8394 8395 8896 
6 8896 8891 8898 8899 8900 8901 8901 8902 8903 8904 
7 8905 8906 $907 8908 8909 8909 8910 891] 8912 8913 
8 8914 8915 8916 8917 8918 8919 8920 8921 8922 8923 
9 8224 8925 8926 8921 8929 8930 8931 8932 8933 8934 

1,60 8935 §936 8937 8939. 8940 8941 8942 8943 89411 8946 
i 8947 8948 8949 8950 8952 8953 8954 8955 8957 8958 
2 8959 8961 8962 8963 8964 8966 $967 8968 8970 8971 
3 8972 §974 8975 8977 8978 8979 8981 8982 8984 8985 
4 8986 8988 8989 8991 8992 8994 8995 8997 8998 9000 

5 9001 9003 9004 9006 9007 9009 9010 9012 9014 9015 
6 $017 9018 9020 9021 9023 $025 9026 9028 9030 9031 
9 9033 9035 9036 9038 9040 9041 9043 9045 9047 9048 
8 $050 9052 9954 9055 9057 9059 9061 9062 9064 9066 
9 9068 9070 9071 9073 9075 9077 9079 $081 9033 9084 

1,70 9086 9088 9090 9092 9094 9096 9098 9100 9102 9104 
1 9106 9108 $110 9112 9114 9116 9118 9120 9122 9125 
2 9126 9128 9130 9132 3134 9136 9133 9140 9142 9145 
3 9147 9149 S151 9153 9155 9157 9160 9162 9164 9166 
4 9168 $170 9173 9175 9177 9179 9182 9184 9156 $188 

5 9191 9193 9195 9197 9200 3203 9204 9207 9209 9211 
6 9214 9216 9218 9221 9223 9226 9228 9230 9233 9235 
7 9238 9240 9242 9245 9247 9250 9252 9255 9257 9260 
8 9262 9265 9267 9270 9272 9275 9277 9280 9283 9285 
9 9288 9290 9293 9295 9298 9301 9303 9306 9309 931] 

1,80 9314 9316 9319 9322 9325 9327 9330 9333 9335 9338 
1 3341 9343 9346 9349 9352 9355 9357 9360 9363 9366 
2 9368 9371 9374 9377 9380 9383 9385 9383 939} $394 
3 9397 9400 9403 9406 9408 9411 9414 9417 9420 3423 
4 9426 9429 9432 9435 3438 9441 9444 9447 9450 9453 

5 9456 9459 9462 9465 9468 9471 9474 9478 9481 9484 
6 9487 9490 9493 9496 9499 9503 9906 9509 9512 9515 
7 9518 9522 9529 9528 9531 9534 9538 9541 9544 9547 
8 9551 9554 9557 9561 9564 9567 9570 9574 9577 9580 
9 9584 9587 9591 9594 9597 9601 9604 9607 9611 9614 

1,90 96}8 9621 9625 9628 963) 9635 9633 9642 9645 9649 
1 9652 9656 9659 9663 9666 9670 9673 9677 9681 9684 
2 9688 9691 9695 9699 9702 9706 9709 9713 9717 9720 
3 9724 9728 9731 9735 9739 9742 9746 9759 9754 9757 
4 9761 9765 9765 9772 9776 9780 9784 9787 9791 9795 

5 9799 9803 9806 9810 9814 9818 9822 9826 9830 9834 
6 9837 9841 9845 9849 9853 9857 9861 9865 9869 9873 
1 9877 9881 9885 9889 9893 9897 9901 9905 9909 9913 
8 9917 9921 9925 9929 9933 9938 9942 9946 9950 9954 
9 9958 9962 9966 9971 9975 9979 9983 9987 9992 9996 

2,00 1,0000 0004 0008 0013 0017 0021 0026 0030 0034 0038 `                           
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21.4-2. Асимптотическое разложение Стирлинга для Г (2) ч Ш (см. также 
пп. 4.4-3, 4.8-6, Би 21.5-4). 

  

що 2— 139 571 a 

DP (2) ee? 18 20 [3 +15 135 + зв — 5184027 —^ 5488 32027 ГО (2 5) 

(| аге2| < л) (0яд Стирлинга). (21.4-10) 

Ряд Стирлинга особенно полезен для больших значений |2|; для действитель- 
ных положительных г абсолютная величина ошибки меньше, чем абсолютная 
величина последнего из взятых членов. Заметим, в частности, что. 

lim asa ie! или nlente"Y2nn при п-—+ со (21.4-11) 
no ne OY 2n 

(Фовмила Стирлинга). 

Относительная ошибка формулы Стирлинга убывает с возрастанием л; асимото- 
тическая формула часто применяется при вычислении отиошения двух факто. 
риалов или гамма-функций. 

Отметим более специальные формулы? 

  

~ — жа 
ПП Ут < < п" Идлпе 12п , (21.4-13) 

A VWonn —n+—l_ . п1 эп? У2лл ехр ( п- (oa Boat + oe .) (21.4-13) 

при п -+ 
21,4- 53. Хогарифмическая производная гамма-функции, 

— ‘1 | а | — . $ (2) =; Ш Г (2) = У, (5 <r) С; (21,4-№4) 

k=0 

со l 
get о ett 

ув [ (= =) ф == — \ —-- ——_} 4 (Rez> 0). (21.4-15) 

a . Inf 1—? 
0 a 0 

Заметим; что 

фр =- С, $2 -- = + (21.4-16) 

(С — постоянная Эйлера — Маскерони), 

21.4-4. Бета-функция. Бета-функция (полная) определяется как 

Ppt | В (р: N= Pe = BE, в) (21.4-17) 

или при помощи аналитического продолжения интеграла 

1 

В(р, 9, =\ {2-1 (119-14 (Вер>0, Ве 9>0) (21.4-18) 
0 

(интеграл Эйлера первого рода), 

л/2 Oo 

р ’ 

В(р, 9) = \ FFT di=2 \ sin??-1pcos@-1p9 dp. = (21,4-19) 
; . 9
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Отметим формулы 

В (р, 9 В (Р-НА, г)=В(а, г) Вца- г, р), (24.4-20) 

natm—] n i— ] 
вит ( т )=a( mm (п, m=] 2, ...). (21.3-21) 

2}.4-5Б. Неполные гамма- и бета-функции. Нелолная гамма- функция Г, (р) и непол- 

ная бета-функция b, (2, 9) соответствевно определяются аналитическим Продолжением 

интегралов 

г 

= f Pe! at (Re p> 0), | (21,4-22) 
0 

2 
В, (р, 9) = [:Р 11 — 10971 (Кер>0, Нед 0: 025 !). (21.4-23) 

0 

Велизина 

„р, 9 
2 (Ps 9 = ра 

называется отношением неполной бета-функции. 
Большое число определенных н неопределенных интегралов, связанных с гамма- 

фувицией, содержится в [4:6], [21.3]. 

21.5, БИНОМИАЛЬНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ И ФАКТОРИАЛЬНЫЕ 

МНОГОЧЛЕНЫ. МНОГОЧЛЕНЫ И ЧИСЛА БЕРНУЛЛИ 

21.5-1!. Биномиальные коэффициенты в факториальные многочлены (ем. 
также п. 1.4-] и 21.5-3). В табл. 21.5-1 приведены определение и освовные 

. x \ 
свойства биномиальных коэффициентов } Выражение 

n 

\ ; 
и (и =ex(X—1) ... (4—n-+I)= 

п 

= SI SOIT SY xe  (п=0, 1,2,...) (91.5-1) 

называется факториальным многочленом степени п. Коэффициенты $) назы- 

ваются числами Стирлинга первого рода и могут быть получены с помошью 
рекуррентной формулы 

sit sty п. (21,5-2) 

Заметим, это 

ину" = У (7, ) lyin (п=0, 1,2,..) (21.5-3) 
k=0 

(биномиальная теорема Вандермоноа),
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Таблица 21.5-1 

Определение и свойства биномиальных коэффициентов 

(см. также пп. 1.4- и 21.5-4) 

  (а) Определение и‘ основные свойства, Если х, р, = — действительные числа и 
п — целое число, то 

  

х(х— 1)... (хп 1) 

х т. для пЪ0, 

(> 1 для п=0, (определение), 

ann n<0 

n 

(= _ № x ‘) 

n = n—/f 7 (2 > 0), 

j =0 
п 

SO x х—2 

a—j (п 0) (тгорема сложенил), (. 

  

п 

О ee + =\nJ *\a—a), aj п (x > 0). 

(Ъ). Если, в частности, М ил _ положительные числа. то 

N (N — 1) ... АМ ~— I + 1) №] ° 

aly. | "| (Nom pala N aa 
п —” ‚0 ana N <a; 

(w= (vee G)=9 N =], № — | == 1 = М, 

N,2N 2N 
=(— 1) 2 

N }- 

> ( 
j=0 

fc) Econ M, М№, п — положительные целые зисла такие, это М > 

(2) 3 (1) a 
n—\ 

| ")= 30) 
< N 

ам, у (— о ( | 
= 1 

Г =0 
I 

= 
® 

N+] 

n+l 

me): 
м —1 

n—! J= Bers )= Bee 

Cn) 

nn 

У ). 
( 

=
>
 

—
.
 

M
e
 

a 
| 

! 

м+м 

N= 

ll ни
 

<
 i 

=
,
   

a, N >a, To     
 



746 | ‚ ГЛ. 21. СПЕЦИАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ __ 21.652. 

21.5-2, Многочлены и числа Бернулли. 
(а) Определения. Многочлены Бернулли В“”) (х) порядка n=<0, 1, 2,. 

5 степени Rk определяются из разложения производящей функции (п. 8.6-5) 

nxt ©o р 

raya a BY (x) = (n=0, 1, 2,44). (21.5-4) 

Многочлены Бернулли порядка 1 обычно называются просто многочленами 
Бернулли. Заметим, что 

м „П-Е 
В ухи, В Чьи (2-2) aI] >. ©1555) 

Числа В‘ (0) =В('? называются числами Бернулли порядка п; имеем 

  

со 1 

= 8 By (п=0, 1,2...) (21.5-6) 
(ef = 

By =1, nent BY =n (8n —1), 

В тие и), BY = sh n (15n9—30n2-4 5042), 
; (21.5-1 

= — a5 п (п— 1) (32—71 —2), (21.5-7) 

BO) = др п (6318 — 3151 -- 31518 --91и2 — 491 —16).   d 

Числа Бернулли порядка 1 обычно просто называют числами Бернулли. 

Ви) —Вь; Вь==0 для всех нечетных # > 1, и 

1 1 1 1 
Во =1, В: =— 5» Во = 6 ’ By=— 5p" Вз= 497 *®° (21.5-8) 

Числа Бернулли Ви положительны при п нечетном и отрицательны при 
п четном. Числа Бернулли могут также быть получены с помощыю рекур- 
рентной формулы 

Bo=1, 1+-(*) B+ (8) Byte t(, © Вал =0 (b=2, 3,...) (21.5-9) 

или в виде определителей (формула Лапласа) 

  

    

1 
| “of 1 0 ГУ 0 - 

1 1 
3 “OT 1 eer 0 

Вв=(— 17| 3 И i ‘ 
п [9 “ai aI ar  O 

1 a 1 a 
(a +1)! al 1—1 °°" 2.
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(6) Некоторые свойства многочленов и чисел Бернулли. 

BW (gy Bm) (a) ], (21.5-10) Gd pln) yyy pp Bl) (n) — ar BW xy =a BD | 2 (E) dk = ei lees 

& BO) (ey =m BMAD (ay, ANB = mm — 1). (man рат 
(Е =0, +1, 22, ...; тп) (см. п. 20.4-1), (21.5-11) 

BY) (x41) = BL (x) $e BU) (0, By) = BM) 4 кв (at 5.13) 

х--1: 1 

J ePoapp at wn ap Mn, [a waar, aos 
x - 

Bin) (п — ̀ = (— ПАВ Wn) (x) (теорема о дополнительном аргументе); (31.5-14) 

/ 

2}.5-15) А But (1) = (1 -=) Bw), 

т — 1 . 
(1) _. ko! (1) + By, (x) == m У В, (+2 ) (пворема умножения); 

i= 

< 2 (1) _ k+l (0 yp) SOS <x Bh) a= 2(~ 1) в) > лей 

r=] 
м > (21.5- £6) 

(1) oy hel ee YY sindarx, 

r=| ]     
21.5-3. Формулы, связывающие многочлены Бернулли и факториальные мно- 

гочлены. Многоилены и числа Бернулли связаны с факториальными многочленами 
(п. 21.5- 1) по степеням х; эти связи используются при решении разностных 
уравнений и, в частности, при суммировании рядов (п. 4.8-5, 

xi = (хх (кф... (бп = ВОР (ху = 
п 

= \У (1-1), (п=0, 1,2,...), (215-17) 
= 
— 

С x 
\e- G2). G2 +) B=lE—YOKWY dt = 

= 5 | BY Be? (x) — By | (r=I, 2, ...). (21.5-18) 

| 21.5-4. Приближенные формулы для (7) (см. также п, . 4-2). Если М — положиа- 

2 м иг тельное целое число и 2 = тг |5 —л | < V + ‚ то 

    

| ул м 1—2
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Ясли п < М, то 
п? 

  

N № бу I 
(, )~—-e | (<<. о 015-20 

При больших значениях №, п и М№—п применяется формула Стирлинга (21.4-11). 

21.6. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ, ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ИНТЕГРАЛЫЬ 

И СВЯЗАННЫЕ С НИМИ ФУНКЦИИ 

21.6-1. Эллиптические функции; общие свойства. Функция =} (2) кома- 
лексной переменной г называется эллиптической функцией, если: 

1. (2) является двоякопериодической функцией с двумя конеч- 
ными примитивными периодами (наименьшими периодами) @, H Wa, 
отношение которых не есть действительное число *), т, е. 

[(е-+ то, -- по.) =[ (2) (т, п=0, +1 -2,...; ит. (2 52 0). (21.6-1) 

Точки 2’плоскости, отличающиеся друг от друга на период, назы- 
ваются конгруэнтными. 

2. Едипственные особенности [ (2) в копечной части плоскости 
суть полюсы (см. также пп. 7.6-7 —7.6-9). 

Двоякопериодическая функция повторяет значения, принимаемые ею в парал- 
лелограмме периодов, ‘определениом точками 0, @/1, ю, в--®., причем две 
стороны, соединяющие три последние точки, нужно исключить как принадле- 
жащие смежному параллелограмму. Порядком эллиптической функции назы- 
вается чйсло полюсов в параллелограмме периодов, причем каждый: полюс 
считается столько раз, какова его кратность. 

Двоякопериодическая функция, не имеющая полюсов в параллелограмме пери- 
0дов (целая двоякопериоднческая функция), есть постоянная. Сумма вычетов 
двоякопгериодической функции в ее полюсах в параллелоерамме периодов равна 
нулю; отсюда следует, что простейшая нетривиальная эллиптическая функция 
имеет порядок 2. Эллиптическая функция |[(2) порядка г принимает каждое 
значение ® в точности г раз в каждом параллелограмме периодов, если это 
значение считать столько раз, какова кратность корня уравнения | (г) — и =0. 
Разность между суммой всех нулей и суммой всех полюсов функции { (2), рас- 
положенных в параллелограмме периодов, равна некоторому ее периоду. 

Эллиптические функции обычно встречаются в связи с интегралами или дифферен- 
циальными уравнениями, содержащими квадратные корни из многочленов третьей или 

четвертой степеней (например, при вычислении длчны. дуги эллипса, при решении урав- 
нения колебаний маятника; см. также пп. 4.6-7 и 21.6-4,) Эллиптические функции Вейериит- 
расса и нормальные эллиптические интегралы образуются из простых функций с известными 
особенностями и просты для теоретических исследований (пп. 21.6-2, 21.6-3 и 21.6-5 Ь). 
Для числеиных расчетов предпочтительнее эллиптические функции Якоби (п, 31.6-Т), 
которые могут рассматриваться как обобщение тригонометрических функций; нормальные 
эллиптические интегралы /ежандра, тесио связанные с обратными функциями Якоби, 
так же подробно табулированы ‹пп. 21.6-5 и 21,6-6). 

21.6-2. (9-функция Вейерштрасса. 
(а) {8 (2) =® (| @;, ®›) есть четная эллиптическая функция порядка 2 

с пернодами @., ®» и двукратными полюсами в точках 2 = то, по» (п, т = 
=0, +1, + 2, ...). Функция ® (2) определяется как 

(2) =р ( | @1, @2) == + 2 (z— mi — пой ^ о, + NW)? |=" (—2) 

me па £0 

[im (at) >0 |. ` (21.6-2) 

*) Следует иметь в виду, чте во мчогих руководствах периоды обозначаются через 
9 6 ” 
2@1 H 20s, 
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Суммирование распространяется по всем. целым значениям ти П (положи- 
тельным, отрицательным и нулевым), за исключением одиовременных нулевых 
зназений ти п. Функция ш = (2) удовлетворяет дифференциальному урав- 
нению 

(4) = 403 — po — fg= 4 (w —ey) (W ——&9) (W— es), (21.6-3) 

rae 
= (S) p(t), о =p (>) 21.6-4) о 9 }? ег == \, 3 — эр ( . 

1 
в, -- -Нез=0, ее - вез езёз = — + 82» yCxes=-7 paw (21.6 -5) 

Параметры бо, 03 определяют постоянные Op Wo, CBSI3AHHbIe C KaK DOH $0- функ- 
цией, и называются оинвариантами 9 (z) =f (z | wy, Wo) = 9 (2; бо, 83); заметим, 
что при любом { 520 

(P (12 | fy, 03) =Г? р (2 ] в, 3), В (12; Гав», 983) =? В (2; 4, 83): (21.6-6) 

Точки ш==е, ©, €g ий ш-=со есть точки разветвления обратной для 
Р@| в, 5) функций 

  

WwW 

dw 

z= | V 4w? — g,w — Bs Che) > 

(нормальный эллиптический ‘интеграл Вейерштрасса первого рода). 

Заметим следующие разложения в ряды: 

° we 5> 2 8: 4 gs в 38,8; 8 = 
8 (25 82, 8.) 2 +. 2 + ig 2 + 760 2 т -ыв 28 -|-... 

  

7+, 2-3 (0 <] 2) < mind oly los} `  (21.6-8) 

3 

p= РУО (б398-2 + 43а 3"... РО дааа); |   

  

оо } 

ge, 60 Wt —=() ню У а 
° nad (О lok Oe 12 i i—q? ? 

L2= 
3 2 +0 

meh at a | и,\ № (21.6-9) 
< gh a me) 3 в =e 

hai (по: So Ws \ 

m? +n? £0 , у 

н теорему сложения 1 ГРА (В) 
* (A) = # ( A+ B) =— _ B _ 71 .6- P(A +B) =~ pay ф-т а | (21.6410 

(b) Каждая эллиптическая функция | (2) с периодами в, Ws Moxcern быть 
представлена как рациональная функция от $9 (2; Wy, юз) и &' (2; ©, ©). Более 
точно, /(г2) может быть записана в виде 

F(z) = Ry [f? (2)] + (2) К» [8 (2), (21.6-11) 

где Ар и А. — рациональные функции; 47° (2)— нечегная эллиптическая функ“ 
цня порядка 3.
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21.6-3. 2. и б-фувкции Вейерштрасса. 
(а; С- и с-функции Вейерштрасса не являются эллиптическими функциями 

однако могут быть использованы для построения эллиптических функций 
е заданными особенностями. По определению | 
C(z)=C (2 [ @1, 2) = | 

a 2 _ 
2 т >, [= тя по; Гию, по; + iar Raa =—6(— 2), 

т, п 
mz +n 360 

0 (z)=0 (2| @1, M2) = 

  

73 — ___?__\, 2 1 _ 
= 2 п (1 MO, -+ ==) exp | waa + NW, -- 2 (MO, Ra | — 9 (— 2) 

т, 
т?-р 1:50 

  

[Im (2) > 0} | (21.6-12) 

где сумма и произведение распространяются по всем целым (положительным, 
отрицательным и нулевым) значениям т и п, за исключением одновременных 
нулевых зпачений т и п. 6(2) имеет простые полюсы и д (2) имеет просты» 
нули в точках 2г=то: -- по, и 

(@=-p2, =f e). (21.6-13) 
Формулы (8) и (13) позволяют получить разложения функций #.(г) и 6(2) 
в ряды Лорана в окрестности точки 2=0. Отметим, что 

(2) 

6 (2) = ( 2 2 (нормальный эллиптический интеграл 
У4шз — Е, —# Вейериипрасса второго рода). 

  

const 

(21.6-14) 

Теорема сложения для (-функции` 

(А-В) = (4) (В); Баева (21.6-15) 
Если ввести обозначения*) 26 (0,/2) = (у, 28 (@./2) = Ца, ТО NyW_ —~ NoO, = 2M u 

С (2 та -{- пФ) =6 (2) -- та - и (m, n=0, +1, © 2,...), 

O (2-+ 710;-+ NO.) = . | (21.6-16) 

==: (— 1)” batman o(z) exp | (ram -+ п) (2 See + то! |. 

(5) Хх Если эллиптическая функция | (2) имеет в параллелограмме перио- 
дов только простые полюсы 6» с вычетами Ар (&=1, 2, ..., Г), то 

[ (2) = У Ав (2—6, + С. (21.6-17 а) 
k=l 

Если эллиптическая функция }{(г) имеет в параллелограмме периодов 
нули а» и полюсы 6, (Е ==1, 2, ... г), каждый из которых пишется столько 
раз, какова его кратность, то | | 

с (2 —а1) 9 (2 — аь) ... 9 {# —а,)   fF (2) =CeG — 51) G,(Z — 0,) «5 (2 —O,)” (21.6-17 0) 

r Г . ° 

где 6% = У ав — у ь, —полюз функции } (2), конгруэнтный полюсу by. x, 
k=! k==?2 

  === 

*) Если периоды обозначены через 20; в 2%. (см, своску на стр, /48), га полагают 
Qa = G(r). ta = G (Wa),
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21.6-4. Эллиптические интегралы (см. также п. 4.6-7). Функция 

г 

Е (2) = \[ (2) 2 (21.6-18) 
я | 

называется эллиптическим интегралом, если | (2) есть рациональная функция 
от 2 и квадратного корня ИС (2) из многочлена 

С (2) = а 24 -- а,23-- а.22 -|- азг-| аа = Ay (2 ~ 1) (2—0) (2 — Ay) (2—0), (21.6-19) 

не имеющего кратных корней; сюда включается случай многочлена третьей 
степени С (2) =С. (2), который рассматривается как многочлен четвертой сте- 
пени С (2) =0@.(2) при условий, что 9, =с0 и а) =0 так, что формально 

а, (2 — 04) =а1. 
В формуле (18) считается, что нижний предел интегрирования а не сов- 

падает ни с одним корнем многочлена С (2). 
Каждый эллиптический интеграл есть многозначная функция от 2; рлаз- 

ные пути интегрирования производят бесчисленное множество значений фуик- 
ций. Точки 2=01, 2=940, 2==0., 2=— Oy, являются точками разветвления. 
Соединяя Oy, Gg H Og, Oy двумя соответствующим образом определенными 
разрезами, можно получить связную риманову поверхность (п. 7.4-3), подоб- 
ную поверхности тора. 

21.6-5. Приведение эллиптических интегралов. Следующие действия при- 
водят каждый эллиптический интеграл к сумме элементарных фуикций и 
трех так называемых нормальных эллиптических интегралов (см. также [21.2], 
121.3]; в [21.3] содержится очезь подробная таблица явных формул, выража- 
ющих эллиптические интегралы через нормальпые эллиптические интегралы). 

(а) Алгебраическое приведение, Заметим, что четные степеня 

ИС (г) есть многочлены от 2, и запишем 

Ред = 2! (2) + Pa (z) VG (2 __(Р: + P,VG) (P,— P, УС) _ 

Py (2) + Ps (2) VG (2) (P35)? — (P4)? G 

=Ri(Q +3 те = (21.6-20) 

    

где Р’; (2) —многочлены, а К, (2) и К. (2) — рациональные акции. Интегри- 
рование А, (2) приводит к элементарным функциям (п. 4.6-6). 

Разлагая рациональную функцию Ю. (2) на простейшие дроби (п. 1.7-4), 

  

приведем вычисление уе аг к интегралам вида 
Zz 

1 — —— dz п =0, + 1, +2, @eose 21.6-2] n=\ = ( ) (21.6-21) 
Каждый такой интеграл может быть выражен через 1, 1, №5 и 11 при 
помощи рекуррентной формулы 

(21 --6) Bol nya (2и-[ 5) Oy! nig + (20-44) bo! nie + 
+ (2n-+- 3) byl naa + (2-2) byl, = 2 (2—0)""! V G (2) 

(n=0, +1, + 2, ..,), (21 .6-22) 

где коэффициенты 6» определяются из тождества 

G (2) = ag2z! + 0,28 + a,2*-+4- dg2 -- ay = 

== (2— с) + by (2—c)8 + by (2 —~—c)? + Dg (2 —c) $y. (21.6-23) 

Формула (22) позволяет явно выразить /, yepes Jo, /y a /_y, CCH dy =O
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(Т.е. %==0) или если с есть корень уравнения С (2) ==0 (т. е. 64==0). Пусть 
с не является таким корнем; тогда можно записать [2 как 

      

{2 — с)? (2 — с’)? 2 42 42 
dz=\ ————— dz -}+-a | —— —=>, 21.6-2 

Убе ) УС (2) + Vat Ws (21.6-24) 

где 2—с’ есть корень С (2) =0. Следовательно, каждый эллиптический интег- 
рал (18) может быть выражен в виде суммы элементарных Функций и трех 
сравнительно простых типов эллиптических интегралов первого, второго и 
третьгго рода (п. 21.6-4): 

  

г 4 2 и ‘2 и 
z 2 a2 “ г 

= —. —_ .6-2 
у уз = УС (2) (21.6-25) 
a а . a ° 

Первый из этих интегралов обычно рассматривают как нормальный эллипти- 
ческий интеграл первого рода; другие два интеграла (25) непосредственно 
применяются редко, н чаще пользуются их линейными комбинациями — нор- 
мальными эллиптическими интегралами второго и третьего рода (пп. 21.6-2, 
21.6-3 и 21.6-6). 

Эллиптический интеграл первого рода конечен для всех 2; он аналитичен 
всюду, за исключением алгебраических точек разветвления ©, @2, Ag, Ky. 
Эллиптический интеграл второго рода аналитичен всюду, исключая те же 
точки разветвления ‘и полюс на бесконечности (если а =0, то 0. ==со’и 
интеграл имеет на бесконечности точку разветвления и припимает в ней бес- 
копечное значение). 

Эллиптический интеграл третьего рода помимо алгебраических точек раз- 
ветвления 01, Gy, Os, м; имеет еще логарифмическую точку разветвления 
при 2—с. |. 

(5) Замена переменных. Нормальные формы Вейер- 
штрасса и Римана. В процессе приведения можно ввести новую пере- 

менпую интегрироваиня 2==2 (2). преобразующую эллиптические ннтегралы 
(21) или (25) в новые эллиптические интегралы, содержащие более удобные 

многочлены С (2) и, возможно, более простую рекурреитную формулу (2%). 
В частности, дробно-лаинейное преобразование. 

~f2+8 (др вс-о (21.6-26) 
Cz+D 

(п. 7.9-2), выбранное так, что точки разветвления 2 =, 03, 03, Hy, преобразу- 

ются в точки 2==е1, Cy, Cg, о, приводит к эллиптическим интегралам в нор- 

мальной форме Вейерштрасса, где С (2) = = 423 — go2— gz. Эти интегралы свя- 
запы с функцией Вейерштрасса $ (п. 21.6-2). Напротив, преобразование (26), 

отображающее точки 2=01, Qy, G3, 04 В 2=0, 1, 112, —1/К, где Е есть 
действительное число, заключенное между 0 н |, приводит к эллиптическим 

интегралам в нормальной форме Римана, где 0 (2) =г (1—2) (1 — 222%.) 
(с) Приведение к нормальной форме Лежандра. Чаще 

требуется преобразовать действительный интеграл [ (x) dx & HOpMaNbHOH форме 

Лежандра, где С (2) =(1—2?} (1—#?2?) и Ё есть действительное число, заклю- 
ченное между 0 и 1. Процесс приведения приводит к действительным нор- 
мальным интегралам Лежандра (п. 21.6-6}, для-которых имеются подробные 
таблицы,
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Пусть С(х) —действительный многочлен, положительный в интервале 
x . 

(a, x); тогда (F(x) dx принимает действительные значения, если интервал 

а 

интегрирования не содержит действительных корней уравнения С (х} = 
Табл. 21.6-1 содержит преобразования х==х ($), отображающие интезвал 
интегрирования (а, х) в соответствующий интервал действительного аргумента ф 
между 0 и 1/2, так что 

__ах_ ag ——_ НИ 2 Ss To 7! FSS O<k <1) (21.6-27) 

для различных возможных типов действительных мпогочленов четвертой сте. 
пени С (х) =0(.(х) и третьей степени С (х) = 0 (х). Соответствующие значения 
постоянных параметров А? и | также табулировзаны. 

Во всех случаях старшие коэффициенты (4, или а,;) многочленов С (х) 
поиняты равными | или —1. В случае действительных корией принимаем 
а Be Se комплексные корни обозначаем 0, icy HW 6. + 2, где 
=6., с1>0, с. >0. Иногда вводятся вспомогательные величины: 

Ив — бр (1, К =1, 2, 3, 4), | 

(а, В, 1, 8) =“ УВ? 

    

a—6p—Y 

te 8, = at, to 0. = oe 
‘с , `(21.6-28) 

tg 0g = poe . tg =F -—ь» 
р: 

  

tg [(05/2)2] = 50°, cos 0, 

v==tg [(6, — 64)/2] tg [(6; +-82)/2). 

21.6-6. Нормальные эллиптические интегралы Лежандра (см. также па. 21.6-4 
и 21.6-5). 

(а) Определения. Нормальные эллиптические интегралы Лежандра 
(неполные) определяются формулами 

Q 2 ‘ ) 
, ap d2 ~ 

A, {-\yaimg УПИ ^ и) 

  

  
  

(нормальный эллиптический интеграл Лежандра первого рода); 

Ф г 

— : ‘ | ~ p2z2 Я 
Е (Ф, Ю=у I—# sin? аф-= | / 2 42 = (2, К) 

0 0 

(нормальный эллиптический интеграл Лежандра второго рода), ` (21.6-29) 

Ф 
dp 

п (ф, с, ^) =| (I+csineg VI-ksir@ _ 

— 42 

SL + c2z4) VO 2) peat) > 

  

я, (2, с, №)   

ФФ
 
—
>
 

ч
 
©
 

  (нормальный эллиптический интеграл Лежандра третьего рода), 

где 2=5и ф, так что. Ё (5 ф, ® ==ЁЕ{ф, В) ит. д.
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к есть комилексное число, называемое модулем эллиптического интеграла, 
с называется параметром интеграла 3-го рода. 

Эллиптические интегралы (29) — нечетные функции от 2 (и от ф) и четные 
от модуля Ё. Если Е действительно и | |< 1, то эллиптические интегралы 

  

  

  

  

      
  

F(p,sine) F(x, since) 
= one A = one 24 = 90° | [о Е y= 90 

22 60° 22|. 80° 
26 г 
Lap Le, ik 75° Е: 30° РЁ | +61. 0° 16 
14, 44 69° 

м 12 
10 10Е 27° 
08 04 ie 

05 0,6 30° 
o4b ОЕ 20° 
02- 0,21. — 1" 
0 Брала лавы. ОГ лови sy, 

0” 20° 30° 69° Bs 0° 20° 40° 60° B® 

а) | В! 

Рис. 21.6-1. Неполный эллиптический. интеграл первого рода Ё (ф; k) = F (yp. sin os 
а) как функция ф при постоянном 0 8) как фуикция модулярного угла % пра иэ- 

стоянном Ф. 

  

  

u | АКК ab 7 
3K(K) 

oF ! 12-075 ит 
4L A= fy ВК a Kea 

/ -— 
Е LE Kin) | 

1 0 | ] | } 

2 | Ht. п Уи, on 
Я 21. 2 2 ? 

i -4 |. 

1 

Рис. 21.6-2. Неполный эллиптический интеграл первого рода Е {ф, Е) как функция от т, 
для трех разных значений №. 

первого и второго рода действительны для действительных 2, таких, что 
— 1 =г= 1, т. е. для действительных ф. Для указапных значений фи & 
функнии Р(ф, Ю и Е ($, №) табулированы [21.2]. При табулировании вместо 
модуля Ё обычно вводят модулярный угол @ = аге$т #. = 

На рис. 21.6-1 локазаны графики функции Р (ф, sin @) при постоянных 

а и при ностоянных Фф. На рис. 21.6-2 показаны графики функции Ё (Ф.А) в за- 
висимости от ф при разных &; см. также [21.2],
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(b) Полные нормальные эллиптические. интегралы 
Лежандра (см. также рис. 21.6-3). Функции 

п/2 

— —{ 42 
K=K (k) = | Visine Pe, К), 

0 (21.6-30) 
л/2 

Е ==Е (%) = i V1—# sin? » dp=E (n/2, #) 

соответственно известны как полные нормальные эллиптические интегралы 

Лежандра первого и второго рода; Ки Е’—=У 1—2 называются дополнитель- 
ными модулями; К (2) и К’ (2) =К (2'’) называются связанными эллиптичес- 
кими интегралами первого рода, а Е (#) н Е’ (#) =Е (Е) — связанными эллип- 
тическими интегралами второго рода. Заметим, что ` 

EK’-- E’K— KK’ = 5 (соотношение Лежандра) (21.6-31) 

  

K @)=K' (I)=Z, Ка)=К’ (0) =00, 
E(O)=E' ()=%,  E(I)=E’ (=I. 

Обычно полные эллиптические интегралы К (#) и Е (#) табулируются в виде 
функций модулярного угла © = агсзш #. При этом дополнительному модулю к’ 
соответствует угол п/2— а (см. рис. 21.6-3 и табл. 21.6-4). 

        

Fy 
407 

Е K(x) 6 A 
Bap x E(k) 

- 15 

30 CA Kix) | 44 

25 13 

Е {2 
2,0- 

a hi 

15 ааа > 1,0 
0° 20° 40° 60° 60° “ 07 20° .40° 60° 80° & 

2) 6) `` 
1.6-3. Полные эллиптические ‘интегралы 

а) К (hy = K (sin ay" и КЮ И в) Е (Е) и Е’ (Ё) как функции модулярного угла &. 

K (4) и Е (№) удовлетворяют дифференциальным уравнениям 

Ё (1 — в) CK as Se (1 — 342) 1% —kK=0, 

b (1B) et (1B) et RE =O, 
(21.6-32)
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Так что для действительных #? < 1 

д K@=TF (a 3 51; в)=з a) Pts) e+], | 

E(t) = $F (—4, 5 6) = = [1 — (4) (a) -..- 

где Р (а, 6; с; 2) —гипергеометрическая функция, определенная в п. 9.3-9. 
(с) Преобразования. Нормальные эллиптические интегралы Лвжан- 

дра (29) с модулями #, ЦЕ, №’, ПЕ’, СВЕ’, КЕ, 1— НЕ’), ЗУ Е -Е В) 
связаны соотношениями, приведенными в Табл. 21.6-2, где 

`(21.6-33) 

У1— 212 ф =А (ф, &) 

(см. также п. 21.6-7, а). Табл. 21.6-3 содержит различные соотношения для 
полных нормальных эллиптических интегралов (30), а табл. 21.6-4 —значения 
этих интегралов. 

(21.6-34) 

Таблица 21.6-3 

Преобразования полных эллиптических интегралов 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

          
  

h к (2) К” (2) Е (2) Е” (#) 

- кк | Е-ЕЖК-Е’Ь-#К] te, 
k 

ke к К E’ Е 

о Рю вк Е ИЕ are 

tk , я пир 1 1 , , tobe a kK kb? (K’ + iK) — E gr [E’ — k*K’—t (E + &*K)] 

Boge le + ik?) te 1 [Е — &К —1(Е^ — Ky] ik | k k 

Гр 1 А! и, ЕАК QE’ — К 

2Vk 1 Ах, 2Е — 2” К E’+ RK’ 
ite | tek | —p-K ГА ТА 

В частности, 
| _ 2 —k K = ppp k GZS =) (21.6-35) 

Положим в (35) последовательно 

? ? 2] kn . 
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Таблица 21.6-4 

  

  

  

п/2 , n/2 

К = \ м , Е = \ V1 — &? sin? x ах 
5 УТ — & sin? x о 

k=sing 

a К Е a К Е a К Е 

0° 1,5708 1,5708 50° 1,9356 1,3055 81° ‘3,2553 1,0338 
1 5109 5707 51 9539 2963 81,2 277) 0336 
2 5713 5703 52 9729 2870 - 81,4 2995 0314 
3 5719 5697 53 9927 2776 81,6 3223 0302 
4 5721 5689 54 2.0133 2681 81,8 3458 0290 

5 5738 5678 55 0347 2587 82,0 3699 0278 
6 5751 5665 56 0571 2492 82,2 3946 0267 
7 5767 5649 67 0804 2397 82,4 4199 0256 
8 5785 5632 58 1047 2301 82,6 4460 0245 
9 5805 5611 59 1300 2206 82,8 4728 0234 

10 5828 5589 60 1565 211] 83.0 5004 0223 
11 5854 5564 61 1842 2015 _ 83,2 5288 0213 
12 5882 5537 62 2132 1920 ° 83,4 5581 0202 
13 5913 5507 63 2435 1826 83,6 5884 0192 
14 5946 5476 64 2754 1732 83,8 6196 0182 

15 5981 5442 65 3088 1638 84,0 6519 6172 
16 6020 5405 69,5 3261 1592 84,2 6852 0163 
11 6061 5367 66,0 3439 1545 84,4 7198 0153 
18 6105 5326 66,5 3622 1499 84,6 7557 0144 
13 6151 5283 67,0 3809 1453 84,8 7930 0135 

20 6200 5238 67,5 4001 1408 85,0 8317 0127 
21 6252 5191 68,0 4198 1362 85,2 8721 0118 
22 6307 5141 68,5 440] 1317 85,4 9142 0110 
23 5090 69,0 4610 1272 85.6 9583 0102 
24 6426 5037 69,5 4825 1228 85,8 4,0044 0094 

25 6490 4981 70,0 5046 1184 86,0 0528 0086 
26 6557 4924 70,5 5273 1140 86,2 1037 0079 
27 6627 4864 71,0 5507 3096 86,4 1574 0072 
28 6701 4803 71,5 5749 1053 86,6 2142 0065 

` 293 6777 4140 72,0 §998 101] 86,8 2744 0059 

80 6858 4675 725 6256 0968 81,0 3387 0053 
31 6941 4608 73,0 6521 0927 81,2 4073 0047 
32 7028 4539 73,5 6796 0885 87,4 4811 0041 
33 7119 4469 74,0 7081 0844 87,6 5609 0036 
34 7214 4397 74,5 7315 0804 87,8 6477 003} 

35 7312 4323 75,0 7681 0764 88,0 7427 0026 
36 7415 4248: 75,5 7998 0725 88,2 8478 0021 
37 7522 4171 76,0 8327 0686 88,4 9654 0017 
38 7633 4092 76,5 8669 0648 88,6 5.0988 0014 
39 7148 4013 . 11.0 9026 0611 88,8 2521 004 

40 ` 7868 3931 71,5 9397 0574 89,0 4349 0008 
4] 7992 3849 78.0 9786 0538 89,1 5402 0006 
42 8122 3765 785 3,0192 0502 89,2 6579 0005 
43 8256 3680 79,0 0617 0468 89,3 7914 0004 
44 8396 3594 79, 1064 0434 89,4 3455 0003 

45 8541 3506 80.0 1534 0401 83,5 6,1278 0002 
46 8691 3418 80,2 1729 0388 89,6 3509 0001 
47 8848 3329 80,4 1928 0375 89,7 6385 0001 
48 901] 3238 80.6 2132 0363 89,8 1,0440 0000 
49 9180 3147 80.8 2340 0350 89.9 7371 0000                    
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Так как при этом &,„— 1, то (1—#,)/(1--А„) —0; учитывая, что К (0) =л/2, 
получим формулу 

К (#)=5 Tl ох (21.6-37) 

18
 

которую можно использовать для вычисления К (&). 
21.6-7. Элляптические функции Якоби. 
(a) Определения. Обращение эллиптических интегралов 2==Р (ф, &) 

и 2=Ё(ш, Ё) (п. 21.6-6, а) порождает функции ат2 (амплитуда 2) в sn zs 
Е=$17 (ап 2) (синус амплитуды г), т. е 

ф== ат 2, == А (ф, К), 
V1 — kt sin? p — = sin? @ 

(21.6-38) 

w=SN Z,   

  

У(1 — №?) (1 — 22%?) 

‚яя 
ie =F (w, к) 

Различные значения многозначного эллиптического интеграла F @, k) 
отличаются друг от Apyra Ha 4mK+2niK’, roe m, n=O0, + 1, + 2,... S10 
значит, что обратная функция зп 2 — двоякопериодическая с периодами 4К 
в К’. 

Функции спа (косинус амплитуды г) и 4пг (дельта амплитуды 2) опреде- 
ляются формулами 

сп 2=с0$ (ат 2)=Vi—snz- (сп0=1), 

дп2=А (А, ат 2) =У 1— А? 512 2 (910=1). 

snz, спг и dnz называются эллиптическими функциями Якоби. Данное зна- 
чение параметра k явно не участвует в обозначениях этих функций; когда 
это необходиме, будем писать зп (2, #), сп (2, К), dn (z, 2). Е’, КК’, ЕиЕ' 
определены в п. 21.6-6, Б. Эллиптические функции Якоби все действительны 
для действительных = и действительных 2, заключенных между VU HI; Ha 

(21.6-39) 

  

© ne ~~ com? a 4 

\ 
NO. $n u \ / 

0 

  

  

Рис. 21.6-4. Эллиптическве функцнн Якоби $1 и; спиц и dna pug k? = 175, 

рис. 21.6-4 приведены графики эллиптических функций Якоби для 2—1. 
‚ Эллиптические функции вырождаются ‚если * =0 или &2=1; при этом один 

из периодов становится равным со: 

k=0, К=>, К‘ = оо, зп (г, 0) =$п 2, сп (2, 0) =соза, ап (2, 0} =1; 
(21.6-40) 

&=1, К-=со, К’ =, зп (2, =, сп (г, 1) =9п (2, =
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Эллиптические функции Якоби могут быть также определены в терминах 
©0-, С-, о- или 0-функций соотношениями п. 21.6-9. 

(bt) Различные свойства и специальные значения, Все 
эллиптические функции Якоби имеют порядок 2 (п. 26.1-1)} их периоды, 
нули (простые) и полюсы (простые) приведены в табл. 21.6-5. зпг есть нечетная 

Таблица 21.6-5 

Периоды, ‘нули, полюсы и вычеты эллиптических функций Якоби 

  

  

  

    

Функция Пр роды Нули Полюсы Вычеты 

4K 5 ке (= 07 
sn (2, k) Хх К 2m K “+ 2ni K Auf) 

4K ‘ , (— 0+? сп (2, №) к--% к’ (2т + К-- 2% К’ | жК- (20 + 0 ЕК: —— 

2K 2m + 1)K . 
dn (2, &) 4i K’ ( +, (2n 1 Wik’ (— оп i             
  

функция, а спз и 4Чп2— четные функции от г. В табл. 21.6-6 приведены спе- 

циальные значения функций. Табл. 21.6-7 показывает эффект изменения 
аргумента на четверть и половину периода; при этом используются удобвые 

  

  

  

обозначения 
5п (2, k)==s, сп (2, Е) =с, Чп (2, Ё) =4 (21.6-41) 

(например, 25 = зп (г, &)). 
Отметим еще соотношения; 

` $02 2- сп2 2 ==А2 зп? 2--Ч4п82=1, dn?z—~f2 cn? z= k’2s (21.6-42) 
зп (— 2) =— 312, сп (—2) =сп2, ап (—2) =Чп 2; (21.6-43) 

sn (2К — 2) =зп 2, sn (2! — 2) = — sn 2, 

сп (2К—2) =—спаг, сп (2' — 2) = — спа, (21.6-44) 

dn(2K—2)=dnz, dn Qik’ —z)=— dnz; 
2 

E (nz, k)= \ dn*z dz. (21.6-45) 

(©) Теоремы сложения: 
сп А сп В дп В -|- зп Всп А п А 

5п (А-В) = 1 — 23 508 А sn? B ’ 
en Acn B—sn Adn Asn BdnB 

сп (А-- В) = 1 — 21 503 А 502 В , (21,6-46) 
дп А 91 В — р? эп Асп А зп Всп В 

dn (A + 8) = 1 — k*? sn? A sn? B ° 

(9) Дифференцирование: 
4 (30 2) __ 
— а; ^==СП2 dn 2, | 

A =—snzdnz, (21.6-47) 
4 (4п 2) __ ‘ | 
— = — Аз 2гСсПп2.
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Изменение переменной на четверть и половину периода 
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Таблица 21.6-7 

  

        

  

  

  

  

              

  

  

  

  

                  
  

  

  

  

  

  

          

т К | 

ЕК, —К 0 К _2К | SK 

sn (at H + ad K’ + z) 

ik! — чье) + 1/(ks) d/(ke) = I (ks) ~ dj (ke) 

0 — cd +8 cfd Ss —c/d 

ЕК” — а/(№с) . Я: 1/(#$) d/(ke) "3+ 1/(#$) — a/(Rcy 

К’ —c/d +s c/d 7S — c/d 

en (aK + at K’ -+ 2) 

mK 7 

ee —K 0 K 2K 3H 

—t’ — ik’ /(ke) + {a/(ks) ik’ /(Re) Е 24/(2$) — ik’/(ke} 

0 “FE k’s/d с = А’ 5/4 —с + R’s/d 

ГК” th’/(ke) + td/(ks) — ik’ /(ke) 3- id/(RS) tk’ {(Re) 

К’ + k's/d —с + k’s/d с 4 #'$/4 | 

dn (mK -p ni KY & 2): о 

К, "к —_К 0 К 2H 

— if Ké 7e tk’sfe + Ic/s + ER’ S/e + ic/s 

0 k’/d d k’/d d 

i Ke == ER’S/e + (с/з -€ (k’s/e ¥ ic/s 

Qt K’ —k'/d —d —k’/d —d 

ЗК” < 1475 /С 3 15/5 3 #56 + te/s       
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(е) Преобразования. Табл. 21.6-8$ показываег соотношения между 
эллиптическими функциями Якоби с модулями Ри 4/8’, Rk’, ЦЕ, ПЕ’, Е ИЕ 
(см. также п. 21.6-6, с). 

(Г) Разложения в ряды: 

gn z=s2— (1-2) + (1 148-49) = —..., 
27 24 : ze cn z= 12 L(+ 4h) 2 — (14 44k? + 1684) 24, L 01.648) 

dn zee lhe ke Ab he) 8 (16 ake pe) ot, 
\2|< min ()K‘ |, }2K-FiK' |, |2K—iK’ p. ;   

21.6-8. Тэта-фувкции Якоби. 
(а) Даны комплексная переменная о и комплексный параметр д==е'1* 

TeKOH, YO T имеет положительную мнимую часть. Четыре тэта-функции!) 

oo | 
$: (6) =8: (217) =2 У (— 17" git + U2) sin (2n-+-1) nv = | 

n=0 

co 
- 

=f У, (— 1)? 90° — 14208 (gitte 2nd 

a=-—-0 

‚ © | 
$, (0) =9, (0 |1) =2 У, 9" + 2)* соз (2п-- 1) ло= 

n=0, 

oo 

— У git — V2)" (gine yan-1, 

ит о ‚ (21.6-49) 
© (5) = 9з (9 |1) = 142 У, 4" °соз 2nTW == 

n=0 

co 
= У д" (eft )27, 

= - < 

- | 

9.40) = 9. (019 =1--2 У (— 174" соз2лло== 
| п =0 

oO 

= У, (— 1)" g” (gine yen 

u=-c 

  
— все периодические целые функции от 0 соответственно с периодами 2, 2, 
1, 1. Четыре тэта-функции (49) имеют нули соответственно в точках 

отит, т-- п--у, т-- (п--у)т--Уь т-- (п-т, 

тде т, п=0, +1, =2,...; эти нули позволяют представить тэта-функции 
в виде бесконечных произведений (7.6-2) [21.3]. 

— puma 

8) Ивегда 9. (7) обозначают через % (1) или 9 5).
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Таблица 21.6-8 

Преобразования первого порядка эллиптических функций Якоби 

  

  

  

  

  

  

Пре- e ® e e e e e ® e 

образо-| 2 b bh! K К” sn (2, Е) |сп (2, Ё)| ап (2, Е) 
вание 

> ER 1 , eek: sn (z, #) [сп (2, &) 1 

А Rie ke kf RK Re (Ke iy) Re Ап (2, Е) {dn (2, 2) | du (z, В) 

— 2 ‘ __ +30 (2, №) 1 п (2, №) 
В ‘2 k А к K ton (2, В) |сп (2, В | сп (2, &) 

# 

с hz > = k (K+ K') АК! $1 (2, К) | 4а (2, ®) | сп (2, №) 

, 1 A rite , _ ape 8 (2z, ®) | Чп (2, Е) 1 
р и 2 в’ ik? RO (Ke THK) R’K tk сп (2, Е) | сп (2, В) [сп (2, №) 

Re 1 , , sn (2, R) 1 сп (2, №) 
Е | 2 ik Ё kK К-Ж —tk oe (2, k)| dn (z, k)| dn (z, &)                       
  

Тэта-функции Ne являются эллиптическими функциями. Очень хорошая сходимость 
рядов (49) позволяет вычислять различные эллиптические функции и эллиптические инте- 
гралы с помощью соотношений п. 21.6-9; тэта-функции являются решениями дифферен- 
циального уравнения с частными производными 

2 ‚ д 
oe. — 4nt ee = (0, . , (21 6-50) 

которое связано с уравнением диффузии (п. 10.3-4,; Ь). 
(6) Отметим соотношения: 

$, (© + se (0), $, (2+5) = — 0, (0); 

  

  

  

| 1 (21.6-51) 

%; € + $) = 0. (5); Dy (» + 3) = 0, (v)s 

v т } 
~ (7 (F 4 v) - (т + v) 

0, (» + 3) = le 4 _ 19. (0); 9, (0 + 5) = е 4 9. (5), 

` . (21.6-52) 

| - in (F + 0) т - in($ +0) . 
0, (° + т) —e 4 $. (5); O. (0 + =) == le 4 9: (5). 

о. 1 А+ В | 
(<) Для отыскания 9 (= +D t+ D применяются формулы} 

$, VI t+ 1) =, (019), а от о = 276, (о [9 } (216-53) 
0, ft+l =, (0/ De 94 (9 |7 П = 9, (911); 

v 1 11] / ло (| )- Им ео | 
в, (= — =) = Vi @ MYTH, (о | т), 

_ P (21.6-54) 

o7 IN и мод а, е, (= =) гам", (о |1), 

| _ 1 Vz 2х  
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(4) Звачения четырех тэта-функций и нх производных при 9 =0 для краткости 
обозначают так: 

0; (0) = 9; 9; 0 =, ... (= 2, 3, 4). 

Эти значения удовлетворяют соотношениям 

, oy oy Oy oy . 
v= = 19.930, 5 = $. + by ; 3," (21 6-55) 

21.6-9. Соотношения между эллинтическими функциями Якоби, Вейер- 
штрасса и тэта-функциями. Если различные параметры, входящие в опреде- 
ления snz, спа, Чп г, & (2), Е (2), б (2) и 9; (2) (an. 21.6-2, 21.6-3, 21.6-6 — 
21.6-&), связаны соотношеннями 

‚-УЗЕЕ-(*). «-УЕЕ-(и), ль 
w _—_ д 5 . ® _— 

K = 5 V ep —ey =" 03, iK’ => Ув, —ез =тК, 

  

а ° (21.6-57) 
2 тк, (Im t > 0) 

И 
Ppa z wes 

w==2z V e,—es = 2Ko, = =5к, (21.6-58) 
TO 

no) 21 — @3 Ds Oy Ui (v) 
о У = 9. 9. (0) 

по И @ в 6+ № (2) 21.6-59 NO = V Plz) 5, 94 ©, (21.6-09) 

dnwe ИР 9430).   
& (Z) — ey Os ths (uv)? 

9 (2) Se. + (ey — 69) Po Hen (0, — ey) BPH eg SS. (21.6-60) sn? w 3) п sn2w cn? w 

  

21.7. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ 

21.7-1. Введение. Ортогонпальные многочлены, рассматриваемые в пп. 21.7-1— 
21.7-8, являются специальными решениями линейных однородных дифферен- 
цнальзных уравиеннй второго порядка, связанных с гипергеомстрическим 
уравиением .(9.3-31) (мпогочлены Лежандра, Чебышева и Якоби) или с выро- 
жденным гипергеометрическим дифференциальным уравнением (9.3-42) (много- 
члены Лагерра и Эрмита). Эти специальные решения порождаются специаль- 
ными однородными краевыми условиями; каждый класс ортогональных 
многочленов есть последовательность собственных фупкций для проблемы 
собственных значений типа Штурма — Лиувилля. Для большинства приложений 
важны только действительные значения аргумента 2=х *). 

Многочлены Wo (x), ф, (х), фо (х), ... каждого типа определяются с точ- 
ностью до постоянных множителей, которые обычно (но не всегда) выбираются 
так, что коэффипиент прн х” в многочлене л-й степени р, (х) равен единице. 
Последовательные многочлены каждого типа могут быть определены 

1} в терминах соответствующих гипергеометрических рядов 
(п. 9.3-9, а) или вырожденных гипергеометрических рядов (п. 9.3-10); 

2) с помощью рекуррентных формул, получающихся из диффе- 
ренциальных уравнений; 

  

*) Ортогоцальнцые многочлены в комплексной области рассматриваются в [7.1], [21,3].
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3) последовательным дифференцированием производящей фиунк- 
циа Ф (х, $) (см. также п. 8.7-2); 

4) процессом ортогонализации Грама — Шмидта степеней 1, 
x, x8, ... С соответствующим весом (x) на некотором интервале 
(п. 15.2-1, а, 15.2-5); 

5) из интегральных представлений (п. 21.7-7), которые обычно 
связаны с интегральными преобразованиями решений дифферепциаль- 
ных уравнений или с коэффициентами рядов Тейлора или Лорана 
производящих функций. 

В табл. 21.7-1 приведены основные соотношения для многочленов Лежан- 
дра, Чебышева, Лагерра н Эрмита. В табл. 21.7-2 приведены выражения ` для 
первых семи многочленов (многочлены Чебышева приведены в табл. 20.6-1); 
одновременно даны выражения для степеней х через многочлены Лежандра. 
Выражения для послелующих многочленов см. в [21.4]. 

Подчеркнем, что единой системы нормировки ортогональных многочленов 
нет; поэтому необходима осторожность при пользовании разными источниками. 

Разложения в ряды по ортогональным многочленам производятся в смысле 
п. 15.2-4 и дают важные приближения с минимальной “соответственно опреде- 
ленной средней квадратической ошибкой (п. 15.2-6; см. также пп. 20.5-1, 20.6-3). 

21.7-2. Действительные нули ортогональных многочленов. Все нули каждого 
из ортогональных многочленов, рассмотренных в пп. 21.7-1 —21.7-8, простые. 
Два последовательных нуля Wp (xX) разделяются одним нилем фил (х) и по мень- 
шей мере одним нулем фи (х) для каждого т > п. Таблицы нулей многочле- 
нов приведены в [21.4]. | 

21.7-3. Функцин Лежандоа (см. также пп..21.8-10, 21.8-11 и 21.8-13). Дифд:еренциаль- 
ному уравнению (дифференциальному урйвнению Лежандра) н рекуррентным формулам 
для многочленов Лежандра (табл. 21.7-1) удовлетворяют не только многочлены Лежандра 
первого рода Pr (2) (табл. 21.7-1), но также и функции JJexauypa sroporo рода Qn (2), 
для 2=хи-—1<лх< [они раввы - 

    

1 ух хх 
Qo (x) = 5 In a Qs (x) = 5 int — {, 

1 | 3 
= - 3r2 wi 9 . Qe (Xx) 4 (3x 1) In a 5 х, ... (21.7-1) 

Более общо, метод и. 9.3-8, Ь позволяет получить линейно независимые решения Р. (2), 

Ча (2} дифференциального уравнения Лежандра (функции Лежандра первого и второго 
рода) для нецелых положительных и отрицательных, а также для комплексных значе- 
НИЙ Л = 09; решения для п =аип = — @ — | тождественны, 

21.7-4. Многочлены Чебышева первого и второго рода. Дифференциальному уряав- 
нению и рекуррентиым формулам для многочленов Чебышева (табл. 21.7-1) удовлет- 
воряют не только многочлены Чебышева первого рода (табл. 21.7-1) 

T (x) == cos (n arccos x) (2 =0, 1, 2, ...), (21.7-2) 

НО также функции Чебышева второго рода 

Uo (x) = arcsin x, 

  

Vi—x«? ad 
Чт (x) = Чи (п агссоз х) = —a ax Ти (х) | п=!1, 2. ...). (21.7-3) 

Функции И (х) не являются мцогочленами от х; функции 1 oT есть MuHoro- у 1 п ’ ‘ Ц n + 1 . dx 

члены; их обычно называют многочленами Чебышева второго рода. Отметим формулы 

и бр Ти = а, (п =0, 1,2, ...), (21.7-4) 

1 
Ч, ® О припт или п=т=0, с 

\ ==> = } (21.7-5) 
Vi-xa n/2 npun=m £0.



21.7. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ 763 21 .7-4. 

 
 

6 
 
 

‘
э
о
н
т
э
в
э
н
 
—
 

и 
икхоэ 

‘ 

 
 

 
 

 
 

и 
‘эонлеь 

— 
и 
и
и
‘
 

$ 
онаеа 

[2] 
(3 

 
 

 
 

> ley 

La 
- == 

(x 
sonore 

u) 
soa 

= 
(x) 

“р, 

 
 

 
 

Li] = 
(x)"y 

 
 

[
-
-
u
 

и 
и 

и
 

Р
И
,
 

(и) а
х
 

dD 
1 —~ 

3X 

О
И
 
(
х
р
 

= 
И
И
 

= 
(х) "Ча 

г
 
a
 

(x) Vg 
x 
=
 
«= 
м
а
 

mrxudod 
amuinedddueg | 

 ¢ 

] 

‘> 
У 

(м 
— 

м) 
=
 

(
ш
о
 
—
 

и) 
ш
 

m
7
 

fo 
(
ш
е
 

—
 
и
)
 
К
ш
 

—
 
и
т
и
 

_ 
_
 

w
o
u
 

1 
— 

ш 
— 

и) 
wl 

—) a
S
 

и 
шз-и” 

1
(
ш
б
 — 

ив) 
wm 

(
I
)
 
<
 

и—6 

(ZE-°6 
“ND) 

 
 

 
 

  

 
 

 
 

 
 
 
 

 
 

 
 

7 
б
 

8 
‘ 

a 
‘ 

‘(= 
| 

‘4 
и 

— 
и) 
=
 

"L 
(
=
 
H
e
 

и
)
 

9
 

vd 
(
к
и
н
о
ж
е
@
м
а
 

 эчничк 
у 

до 
= 

и 
=
 

и
]
 

_ 
2x 

— 
1A 

\
—
 

(м 
= 

241) 
L
+
 

4% 
uw 

р 
\
-
 

e
u
g
o
d
 

(9 
f
u
 

= 
us) 
a
 

= 
p
w
 

T
i
n
y
 

\ 
6 

= 
xp 

(*) 
а
х
 

а 
\ 

-HNdOH 
H 

FLIOHILEHOIOLNG 
9 

(ux) 
о 

i 
Ш
 

0 
1 

| 

T=q 
‘
|
-
=
0
 

[=9 
'
1
—
 

= 
х
—
1
 

HHTIve 

: 
Л 

— 
(х) 

А 
T
=
 

(
X
A
 

-ureHoJoLdo 
ипзчэтни 

и 
29g 

$ 

хр 
PP oy 

_ 
ХР 

ИР 
oun 

Om 
mu 

+ 
To 
K
E
 

ex 
1) 

O= 
OE 

t
u
u
t
 

oe 
xw— 

a
 

ПО 
-snaedd 

зончигиннодэффи 
I 

  
 
 

(6-213 
“oud) 

(x) 
ur 

в
ч
е
ш
ю
з
о
э
н
 

M
H
S
L
H
O
J
O
R
N
W
   

(1-1°1< 
°эи9) 

(х) 
Ча 

единежок 
чноиьозону|   

Г, Кори и Т, Корн 

  
 
 

  
(1-4'15-—1-2718 

‘ши 
эжнет 

“иэ] 

eLuwie 
a 

eddoivy 
‘евэпичоэн, 

‘
е
ф
и
н
е
ж
э
 

н
э
и
ь
о
ч
о
н
и
 

I
N
H
I
L
B
H
O
L
O
L
I
O
 

+-1715 
e
u
N
L
 

ge 
L 

25



21.7-4 СПЕЦИАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ ГЛ. 21. 770 
 
 

*Х 
$02948 

= 
$ 

40 
и
и
п
я
н
А
ф
 

wen 
(9 

‘x 
20 

и
и
п
я
н
А
Ф
ф
 

яез 
(
д
и
 

(8 

их) 
ба 

е
д
и
н
е
ж
э
г
 

ч
в
а
к
ь
о
д
о
н
у
г
 

`1-1°15 
‘эй 

to 
off 

GL 
GS \ 

GF 
ofl 

of 
т 

Ат 
T 

 
 

Й 
< 

“х) 
Ир 

енэпичбэъ 
“нэиьолону{ 

*5-/`15 
‘эиа 

{- 

 
 

  
 
 

 
 

 
 

 
 

  

 
 

  

[
-
 

{ 
l
a
n
d
 

(D 

р 
и 

1 
р 

, 
| 

a
t
 

a
 

/ 
г
!
 

3
5
0
 

и
 

и 
2 

и 
а 

A
n
 

r
y
 

eat 
/ 

и
 

и 
(x)"d 

V
a
y
 

  
  

 
 

(
а
п
н
о
ж
г
о
ц
о
а
м
)
 

1
-
1
’
 
е
ц
и
к
е
 
{



771 21.7. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ 21.7-4. 
 
 

 
 

 
 

"BLHKdUE 
ч
н
о
к
ь
о
л
о
н
и
 

(4 
‘eddoseyf 

M
H
O
I
h
O
I
O
H
W
 

(9 
“E-2°[Z 

“OR 

@ 

ul 

Чан  
 

 
 

 
 

 
 

  
 
 

(х) 
Чт 

езэпичоэн 
1чнаиьолонт/ 

  (
a
n
u
a
a
c
v
o
g
o
d
u
)
 
I
-
2
:
]
Z
 
B
U
H
L
 

Oe 
L 

  
(x) 

v
a
 

e
d
Y
H
E
x
K
o
l
¢
 
M
H
O
L
h
O
I
O
H
W
 

  

о=и 
о
=
и
 

<
 

59 
и 

$ 
(2) 

ба 
<
 

(1 > isl) 
и 

— $
5
8
 

—1 
по 

© 
25 

156 —1А 
y5 

(*) 
L
i
g
 

5
—
1
 

g
=
u
 

f
=
 

co 
“
E
>
 

Isl) 
ws 

(x) 
%y 

<
 

в
и
п
я
н
А
ф
 

в
е
ш
и
\
о
ч
Е
и
о
4
1
]
 

о
о
 

хр 
Кис) 

. 
ХР 

и
с
 

—1 
422 

ex—-lA 
и 

— 
и
и
 
(
И
 

ели4 

т
и
 

@* 
— 

И 
uP 

LA 
iu 

1% 
—) 

т
 

ull 
— 

2) 
te 

| 
а 

-Yog 
зигАидоф 

в
е
н
н
э
т
9
0
0
0
о
 

(56-1715 
“oud) 

(1-12 
'289) 

254 

 



21.7-4. ГЛ. 21. СПЕЦИАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ 722 
 
 

(usw) 
ЕЛ 

"
и
 

=
 

‘(xp 
“7 

cadan 
Lorenensogo 

(x) 
“7 

O
i
n
n
a
H
a
e
d
s
 
A
W
O
H
G
L
e
u
E
H
o
d
e
p
d
¢
 

n
r
 
L
o
i
s
d
o
s
l
e
r
a
o
w
d
é
 

a
r
i
d
o
r
o
x
 

(eZ f
/
x
)
 

и 
1 
Z
u
o
 

=
 

(x) 
V
o
n
 

з
н
е
г
ь
о
ч
л
о
н
и
 

L
o
s
e
a
n
H
d
L
e
n
o
o
e
d
 

ейзовиИ 
(2 

} 

 
 

 
 

 
 

*(u 
so 

us) 
0 

со 
— 

(
u
s
w
)
 

(
м
)
 

} 
xp 

(x) 
at 

(x) 
u 

\ 
e
u
g
o
d
 

= 
° 

2 
u
p
 

=
 

x
p
 

(x) 
w
a
y
 

(x) 
v
n
 

x
—
?
 

\ 
‘(и 

=
 

tut) 
0 

Р 
1 

Toe 
25 

u
R
d
O
o
H
 

A 
F
L
I
O
H
I
L
E
B
O
I
O
L
G
O
 

: 
$ 

©
 

. 

©
 
=
@
 
"
5
 

— 
= 

со 
= 

9 
9 
=
2
 

, 
HHTIeS 

‘1—2 
=(х) А 

„_2 
= 

(х) А 
-икено101Чо 

иеадэлни 
и 

224 

x 
эин 

0 
=
 
H
u
g
 
+
=
 <P р 

“
5
 
—
 

a
e
 

0 
=
 

au 
+ 

<2 5 
—
-
p
+
—
 

а
х
 

-oHaedd& 
э
з
о
н
ч
и
е
и
п
н
а
9
э
ф
ф
и
 п 

 
 

(4 
‘8 -/715 

‘2и9) 
Ир: 

(; 
взии4е 

чнэиволону| 
(x) 

  
  

(0 
“E-2°13 

“Oud) 
(х) 

71 
(: ва@эчеше 

в
н
е
к
ь
о
л
о
н
у
   

 
 

(
а
в
н
о
ж
о
с
о
в
и
)
 

1-1°16 
"ве 
п
и
к
Ж
е
т
 

fu 
—
 

ISHdrPhOJOHN 
eMiony 

(7 

   



773 21.7-4. 
 
 

 
 

 
 

(= 
-7) 

р. 
зх 

и 
(x—*u*) 

“px 

п
=
и
 

. 
и
=
ы
 

И
Н
 
(
<
 

= 
+
 

- 
(
o
S
 
x
5
0
)
 

1
 

(9 
т 
(
©
 

= 
т
 

и 
со 

u 
co 

$=h 
BRUMAAD 

seinsYoucnodyy 
5 

хр 
хр 

HK. 
a 

(I~) 
= 

(x) 
МН 

4 
3 = 

(x) 
“7 

eind 
‘Yog 

e
v
A
n
d
o
p
 

в
з
и
н
э
т
9
о
о
 

 
 

 
 

 
 

 
 
 
 

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ 

 
 

. (ex 
>
 

su 
=) 

J 
i(uz) 

(
i
)
 

= 
(x) 

Mery 
yu 

 
 

(x 
ty 

t
u
a
)
 gy 

ju 
(x) 

47 
"wo) 

(
4
 

ug = 
—P 

[wo "7 
- 

o
t
e
 

(x) 
“ap 

(x) 
“zp 

(x) 
ET 4 7p 

qx) 
8
 

ug 
— 
0) 

“oxo 
=
)
 
T
Y
 

ry 
F
M
 

gu = 
(x) 

YZ 
= 

Ht 
ug) 

= 
(0) 

B
Y
 

aurkwdo® 
smanineddéyag 

(
ш
е
 

—
 
и) 

ju 
_
 

ry 
a= 

(x) 
U 

C
Z
 

tuft 
| 

) 
С 

{и 
==(х) 

Н 

{S| 
(ee 

2 
um) 

gg 
$18) 

I
)
 = 

. 
—
7
 

ay 
THUS 

(
1
 

— 
u) 

«(пш) 
6 

= (x) 
TYE 

и 
oe 

lt) 
k
a
i
)
 

= 
(2.87 

и 

(су-е°6 
к
и
н
э
ж
е
д
а
я
 

 эччак 

 
 

(9 
‘e-2°1% 

‘and) 
“iy 

erawdg 
ачнаиволону( 

(x) 
  

    
(0 

‘g-2°1g 
“ond) 

(х) 
Ч] 

в
а
д
э
л
е
и
 
ч
н
э
и
в
о
з
о
н
“
     

 
 

(
а
п
н
а
ж
г
о
б
о
4
и
)
 

1
-
1
7
 

е 
п
и
к
е
т
 

   



714 ГЛ. 21. СПЕЦИАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ 21.7-5. 

Таблица 21.7-2 

Первые ортогональные многочлены (см. также табл. 20.6-1) 

(Ро (х) = (х) = Но (х) = 1) 
  

{а) Многочлены Лежандра Ри (х) 

Pi(=x х? = +5 (16Р; -- 88Р, -| 189Р, +- 143P,) 

Py (x) = 5 (3x9 — 1) хе = a (16P, + 72P,-+ HOP, + 33Po) 

Ps (x) — 5 (5x? — 3x) x= = (8P, -+ 28P, -+ 27P 1) 

| Ра (х) = = (35x4 — 30x? 4- 3) x* =x (8P 5 + 20P, -+ 7Po) 

Рь (х) = = (63x8 — 70x ++ 15x) хз = x (2Ps ++ 3P,) 

Рь (х) = т (23156 — 315х4 -|- 1053 — 5) => | (OP, + Py) 

P(x) = ii (49x? — 693x5 +- 315x® — 35x) x =P, 

(6) Многочлены Чебышева см. в табл. 20.6-1, 

(с) Многочлены Лагерра Li (x) 

Га (Хх) = —х + 1 

‘Ly (x) = x2? — 4x + 2 
Ly (x) = — x8 + 9x3 — 18x 4-6 

Lg (x) = x4 — 16x3 -- 72x? — 96% 4- 24 

Ly (x) = — x8 + 2x4 — 200x3 -- 600х2 — 600х -- 120 
Le (x) = x® — 36x5 + 450x4 — 2400x5 + 5400х2 — 4320х -|- 720 
Га (х) = — х? - 49х° — 882х8 -|- 1350%4 — 294002 -|- 52920хз — 35280х -|- 5040 

(9) Многочлены Эрмита ie (x) 

Н!: (x) = 2x 

H, (x) = 4x? — 2 

HH, (x) = 8x8 — 12x 

Hy (x) = 16x4 — 48x? + 12 

H, (x) = 32x5 — 160x8 + 120x 

Fl, (x) == 64x — 480х4 -- 720х2 — 120 

Н; (х) = 128х17 — 1344хь -|- 3360х5 — 1680х       

21.7-5. Обобщенные многочлены и присоединенные функции Лагерра (см. 
также пп. 9.3-10 и 10.4-6). 

(а) Обобщенные многочлены Лагерра степени п—Ё и порядка & 

LE (x) ang Ly 9 = вм (п) Е фт АЕ 21.7 n =e n(x) =(— 1% м, ЕР @—п} ЕЦ я) (21.7-6) 

(1=1, 2, ...й k=0, 1, 2, ooo, M), 

где F (k—n; k+-1; х) —вырожденная гипергеометрическая функция, удовлет- 
воряют дифференциальному уравнению 

40 1 kl—1) 24 (nk) w=0 _ 2174)
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для целых значений П==|, 2, ...; К==0, 1, 2,..., п. Уравнепие (7) приво- 
дится к дифференциальному уравнению для многочленов Лагерра (габл. 21. /-1) 
при А=0. Производящая функция для обобщенных многочленов Лагерра 

st 

  

says Е = 21.7-8 
€ — г) |] —$ -> и (x) (k=0, l, 2, ease ( ) 

Условия ортогональности и нормировки 
oo 

_ 19 welt (x) Lin (x) dem Same (1.7.9) 

х(5) Обобщенные многочлены Лагерра Lo (х) обычно определяются с по- 

мощью обобщенной формулы Родряга 
7 at oy an, LS) (2) = et x@ ae (Ax), 

x 

(~ 1)" 
(2 +k)! 

гочлены, определенные формулой (6). ( Часто Lm) (x) называют просто много» 

Если «=-— целое число, то [® (х) = ГА +» (), где [* (х)—мно- 

a членами Лагерра и обозначают [% (х).) 

Многочлены 11° (х) удовлетворяют дифференциальному уравнению 

x oe -|-(a-+ 1 — x) ад +160, 

имеют явное выражение . 

_ рт” и LO ant У! 0m ree 
пи n—m 

m= — 

  

x 
$-1 

  

и производящую функцию 

При я > —1 многочлены LO) (х) ортогональны на интервале (0, со) с вез 
со 

сом 1 (х) =е`%хб; они нормированы: \ e~* xo [La (x)}? dx=niP(in+a+l). x 
0 

{с) Функции Day (x) = xle- ХИ, + (Хх) (п=1 2; ...:]1=0; и 2,...; п — 1), КОТО- 

рые часто называются присоединенными функциями Лагерра, удовлетворяют дифферен» 
циальному р урвнению 

aw _* _ fG+0],_ 9 we tex. _ . “1 + 2 = + E 4 J |e — 0 (п 1, 2, eoo @ 1 = 0; 1; 2; Фое г т 1) (21.7 0) 

и о Нови . 

2п [(п-- РП. 
= (21.7-11) 

с
 

8 

(см. также п. 10.4-6). 
— 2/2 

21.7-6. Функции Эрмита. Функции v, (x) =e HH (x) (2 = 0, 1, 2a ...)¢ OGHITHO 

называемые функциями, Эрмита, удовлетворяют дифференциальному уравненно 

a +t (20 + 1 ~~ x?) w=0 (п = 0; 1 2: ceed, (21.7-12) 

в условию 
со. . 

— п — . 

| , (4) 0, (4) dx = 20a! Ул О, т {21.7-13) 
—
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21.7-7. Некоторые интегральные формулы. 

л 

P,, (cos 6) = - \ (cos @ + ¢ sin 8 cos {п 41 (п==0, №2, ...) (21.7-14) 
0 

{интеграл Лапласа): 

10 = a5 Qa aT dt (n=0, 1, 2, ...) (21.7-15) 

: (интеграл Шлефли), 

контур интегрирования в формуле (15) окружает точку z = 

со aR 

Hw =YV MAL буи Зи о (MH Me Ads (21.7216) 
- л 

— 6 

С k-xf,k 3 (п!) | 
\ xe [ué | ах ик 

0 

| ия [ei coy ax =a aT (Qn— b+ Ve `(21.7-17) > } 

со 
> 3 

\ * e* [Le wy) dx = ot (6n? — 6nk + k? + 6n — 3% + 2)   (n= 1,2, ..;2=0, 1,2, 0.50 —D: 2 

oo 

Г-н, (5) HH, (x) dx = 2 и Ул, тол 27 п + 0! ИЯ в, ть (21.7418) 
— со 

21.7-3. Многочлены Якоби и Гегенбауэра. 
(2) Многонлены Якоби (гипергеометрические миогочлены) есть специальный случай 

гипергеометрических фуикций 

x1—-y (1 — x)y~@ _ _ 
Y, =ЕЕС п, в- п; у; х) = т БА 1 (1-х) У] (21.7-19) 

У (УИ ... Ул dx” 

{п. 9.3-9); они удовлетворяют условиям ортогональности *) 

  

} 

Та - У, (=) фи ах = 
0 

  

  

—FMr@-vwt) (a—y+tl)(a— y+ 2)... (2 —~y tn) п! 

Г (а) © а(а-1)... («п Ууб- dD... (yta~—-l)a+2n “nm 

(Re y>0; Re (a — y) > — 1). (21.7-20) 

(6) Функции 

a _ (n+ 2a) ( _ =. 1. 1-х 
Ch (*) =a prin Thru * n+ 2a, nm ан: 5 ) (21.7-21) 

называются многочзленами Гегенбауэра (ультрасферическими). Они представляют обобще- 
вие многочлелов Лежавдра (табл. 21.7-1).. к которым и приводятся при а == 1/з. Много- 
члены Гегевбауэра удовлетворяют дифференциальному уравнению 

  

ое at xB —n (nt 20) w 0 (21.7-22) 
4х2 

  -_ 

*) Многочлены; определенные формулой (21.7-19), ортогональны ва интервале [0, 1. 
Чаще рассматриваются многочлены Якобн, ортогональные ва витервале {—1, 1]; одни 
сводятся к другим заменой переменной. °
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и условням ортогопальности 

a—i/2 pal a _—_ (= at? CF C8 Ww) de = 
—1 

wT (2a + n) == ‚(217-23 
22071 (а-- п) п! [Г (а) ПТ 
  

Мпогочлены Гегенбаузра могут быть получены как коэффициенты разложения в степен- 
вой ряд производящей функцин 

(1 — 255 -- 52) @ = у СП (х) 5". (21.7-24) 
0 n= 

21.8. ЦИЛИНДРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ, ПРИСОЕДИНЕННЫЕ ФУНКЦИИ 

ЛЕЖАНДРА И СФЕРИЧЕСКИЕ ГАРМОНИКИ 

21.8-1. Функции Бесселя и другие цилиндрические функции. 
(а) Циливдрическая функция (круговая цилиндрическая функция) порядка т 

есть решение ш = (2) линейного дифференциального уравнения 

Oats oe (1—7 )w=0 (дифференциальное уравнение Бесселя). (21.8-1)° 

где 11 — действительное число; пилиндоические функции Сщ (2) удовлетворяют 
рекуррентным соотношениям 

Zmaa (2) = 72" Zn (2)— Zm_1 (2) = 
=" 2m (2) — $F: 2m (2) = — 2™ £ [2-™Z,, (2)]; (21.8-2) 

лри т=0 получим 7. (2) =—- 74 (2). Функции е*2е*1797 и (Кр) суть решения 
уравнения Лапласа в цилиндрических координатах р, ф, 2 (цилиндрические. 
гармоники, п. 10.4-3, 5). Цилиндрические функции нецелого порядка много- 
значиы (п. 9.3-5, Ъ); их главная ветвь опоеделяется условием jargz/< 1 
(разрез от 2=0 до &=— о9; п. 7.4-2). о 

(>) Наиболее часто встречаются слепующие цилипдрические функции по- 
рядка т: 

т (9 =(5)" Е у” (ага 2| < п) 

 функиши Бесселя первого рода); (21.8-3) 

№ (2) = ——— [м (2) сов тл— Л_ш (2)] (m0, +1, +2, ...),. 
sin ‘sin мл. 

Nm (2)=(—1)" Nim (2) = 2 Ут (2) (Ing +¢)- 

4G)" 2 mata) {+ 3 
25)" 5 HG 

(m=6, 1, 2, ...3 | д 

({Функиии Бесселя второго рода или функции Неймана); 

`  (21.8-4) 

  4 

Hin (2) = Ут (2) НМ (2), Ни’. (2) = Ут (9 —Е Ми (2) `` (1.85) 
(функции Ганкеля первого и второго рода).
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В формуле (4) последнюю сумму следует считать равной нулю, если т-==0; 
С — постоянная Эйлера — Маскерони (21.4-6). Важно отметить, что каждая 
функция Неймана имеет особенность в начале координат 1). 

На рис. 21.8-1 показаны графики функций Бесселя и Неймана (т==0, 1) 
для 2==х > 0. 

4 
10 

0,8 

0,6 

0,4 

Oar 
/ 

0 

-02 

- 04|-. 

    
i 

вн (№ 
-08 =   

Рис. 21.8-1. Функции Бесселя и Неймапа, 

(с) Аналитическое продолжение. Значения цилиндрических 
фуикций для | аге 2 | >> л получаются из формул 

Ут (ет) =a hint] yy (2), | 
Nm (ez) =e MAH NN (2) +27 Ут (2) sin man ctg mn | (21.8-6) 

(n=0, I, 2, ...), 

где зп лил с тл == (77 п для т= п; 

Hit (cftz) == тт (2) =-- Н®! (г), т т т (21.8-7) 

Н® (еп) =— elma Fy (2) =— HY, (z). 

Цилиндрические функции целого порядка суть однозначные целые функции 
(п. 7.6-5). 

(4) Каждая цилиндрическая функция порядка т может быть представлена 
как линейная комбинация функций Ут (2) и Ма (2) или как линейная комби- 
нация Ни (2) и Hi?! (2): 

2 (2) = а т (2-6 Мп (г) = а На? (г) ВН» (д | (21.8-8) 

(финдаментальная система, п. 9.3-2). Уи (2) и Т_т (2) образуют фундамен- 
тальную систему, если т не равно целому числу. (т 720, +1, +2, ...), так 
как при т целых. 

Jim (2) =(— 0” и (2). 
  

1) Функции М т (2) обозначаются также через У (2); иногда вместо фучкций Ней“ 
мана берут аналогичные им функции Вебера [21,3]. 

т
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Вронскианы (п. 9.3-2) указанных систем равны 

Й {Уп (2), Мп (==, W {HY (2), He @j=—S, 

W {Jin (2), Jem (z)} = — 2S me 
Tz 

Первые два вронскиана не зависят ог и. Отметим, что 

Ут (= [Hin (+ H® (2), Nain (=: [A (Q—HP (@], (21.8-9) 

Ут (2 )=5 [ет НР (г) em He (г) ]. (21.8-10) 

(е) Цилиндрические Функции, порядок которых равен половине нечетного 
целого числа (т == + 1/., +3, ...), выражаются через элементарные функции 
(см. также п. 21.8-8): 

  

2 si 2 1,@=V eee, 124,0=V 5S (21.8-11) 
2 с0$ 2 4. Sin 2 __ 2 sinzZ cos 2\, . 

1, @=VE (-F Ну), - , @= = (- У? evi) (21-8-12) 

Saat) ae SAV SRE 12,0) (21.843) 

      

1 её ( 2 el? Ty ‚ (2) = -— т УЕ > НН, (г) = п. У: > (21 .8-14) 

(9) " 2 1 e 2 H' — ` 2 el? 

Ну, (2) =— Viz vn? “1, = V пут. (21.8-15) 

21.8-2. Интегральные формулы (см. п. 8.6-4).. 
(а) Интегральные представления &ля Фо (2), 4, (2), Sa Zs vee 

д. 

| сз (mé—z sin) dt (m=0, 1, 2, ...) (21.8-16) 
0 

(интегральная формула Бесселя); 

Ут (2) == т д 

m/2 

Jom (2) =. \ cos (z sin f) cos 2mt dt, 
0 

л/2 
Jamu (=< | sin (2 sin f) sin (2m+-1) df 

0 

(m=0, 1, 2, ..)3  (21.8-17) 

Hi § 
m 

Jn Quo { e/2 608! cos mt 4 (т=0, 1,2, ...); (21.8-18) 
0 

1—2. | 
Jn =a (F)" Orme dt (fargzj/<mj; m=O, f, 2, %..) (91.8-19) 

(интеграл Сонина — Шлефли), 

где контур интегрирования начинается в точке {=00, идет по отрицательной
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части действительной оси, окружает в положительном направлении начало 
координат и возвращается по отрицательной части действительной осн в бес- 
конечность. . 

(5) Формулы Зоммерфельда и Пуассона. Комплексный ин- 
| теграл (рис. 21.8-2). 

_ п , 3 . -~i 2 
G | ‘AN Zim (2) am \ ef (zcos? + mf) df (21.8-20) 

С 
Г 7 iY | Ys | _ - (интеграл Зоммерфельдба) 

VYING WY, pasen H'\) (2) для. контура.С1, H2'(z) qua 
WY 0% yy ‚контура Cy H 2/,, (2) AA KoHTypa C3. Эти 

Y Uy me c, 4 “Up контуры могут быть деформированы при 
on OG to 7 условии; что начало и конец каждого из 
y VW Uj них стремятся к точке [==оо в указанных 

MA заштрихованвых областях; Ё=0 и f= 
7 Я Й 24 Yj ‚ могут быть использованы как седловые точки 
РР 2 Yy (точки перевала) для С: и С» при вычисле- 
Yj GY Yj HUH Z,, (2) для больших значений 2 (см. 
UY GZ 7 также п. 21.8-9). 

я Я va Отметим еще ‘формулу 
п/2 

Рис. 21.8-2. Контуры интегрирова- Уж (2) = \ cos (2 cos /) sin f 
вия для интегралов Зоммерфель- Ул Г(т- 1/з) 0 

Aaj t= y+ in. | (m>—1/,)  (21.8-21) 
(интегральная Формула Пуассона). 

+) {с) Некоторые ин 
ии 

егральные формулы, содержащие цилин- 
дрические функц , (см. также п. 21[.8-4, с). 

x 

Lig 2) I (B28) de = | 

= aaa (Mn BH uy 9 — ВУ 69 Iggy BU] = 
; 

| 

= an [BY 3 (Bx) У т (их) — 1 в _4 (6х) Ут (Вх) | (a? —f? Е 0); [ (21 8-22) 

  
x 

(Ут ©] 4х = = [Ут (ax) |? +- > (= — zr) (Ym т>-0 
0   (интегралы Ломмеля); } 

  

с г("+ 1) 
\ КТТ, их) ах = 27 Ma Ще (1 <п< т. (21.8-23) 
0 г("- ) 

2 

21.8-3. Нули цилиндрических функций. , 
(а) Все нули цилиндрических функций простые, за исключением, быть 

может, 2=0. Последовательные положительные или отрицательные. действи- 
тельные нули двух линейно независимых действительных цилиндрических функ- 
ций порядка т перемежаются}; г=0 есть единственный возможный общий 
нуль. | 

(5) (См. также рис. 21.8-3). Функция Ут (2) имеет бесконечное число 'дей- 
ствительных нулей; для т > —1 все ее нули действительны. Для т==0, 1/., 
1, 8/э, 2,.... И П=1, 2, ..., Ут (2) и Утл (2) не имеют общих нулей.” . 

Для т=1, 2, ... последовательные положительные или отрицательные 
действительные нули Ут (г) ‘вазделяются` единственными действительными 
нулями Утдл (2) и единственными действительными нулями Те, (2).
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21.8-4. Функции Бесселя целого порядка. 
(а) Производящая функция. Функции Бесселя неотрицатель- 

ного целого порядка т=0, 1, 2, ...— все однозначные целые функции от 2. 
Ови могут быть получевы как коэффициенты ‚разложения в ряд Лорана 
(п. 7.5-3) производящей функции (см. также п. 8.7-2) 

>
!
 м } со | 

е G г) Ss [s™-+-(— $)" ] Уж (2), (21.8-24) 
т =] , 

или как коэффициенты рядов Фурье 

со 

cos (2 sin t) = Jy (z)-+-2 У! Лъь (2 сз 2Ы, 
k==1 „о | (21.8-25 a) 

sin (z sin f) =2 У Чар (2) 5 (22 —1) & 
| k=!) 

et iz sin = У din (2) et cmt 

nN =— 
о. 

= /о (2)-- У) [vox (2) cos Qkf + Ен (2) эт (%-— 1) Д. (21.8-25) 
k=} . 

Отметим еще формулы 

  

co co . 

L=Jo (2)+2 ¥) Jon Q=J3 (+2 MH LEC, (21.8-26) 
k=} k= 

“CO 

gta gn SV ME Jopin (2) (M1, 2 de (21.8-27) 
k==0 

(5) Графики функций Бесселя. Для действительного 2=х функ- 
ции Фо (2), 4, (2), 4»(2),... все действительны; рис. 21.8-3 иллюстрирует их 

т) 
40 

05 

05 

04 

  

   
    

m=O 

m= 

> 

— 

0 2 4 6 8 10 - W 14 

Рис. 21.8-3. Графики функций Бесселя Jo (x), Js (x), Ja (x), Js (x) для действительного 

аргумента, Заметим; что У; (—х) = (—1) "J (x) 

пули, максимумы и минимумы и их асимптотическое поведение при х-— со 
(см. также пп. 21.6-3 и 21,8-9), |
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(с) Условия ортогональности (см. также пи. 15.2-3 и 21:8-2, с). 
Если 4; и в,„— два нуля функции Уш (2) (необходимо действительные), то 
имеют место условия ортогональности 

| 
\ Jim (Rix) Jn (fbx) x dx = 

°, если {52 Е 
= 
ls Jin (Pi) P => [ma HAP, ecu i =k. 

X(d) Pans Pypbe—Becceaan, [pun ‚достаточно общих условиях 
функцию }(х) можио разложить в ряд 

(21.8-28) 

Ё (х) = У ар Ут (их) (ряд Фурье — Бесселя), (21.8-29) 
в ==] 

THE Uy, Ug, ...— положительные нули функции /„ (2), расположенные в по- 
рядке их возрастания,.а коэффициенты а, равны 

1 

Tan GaP EF (1) Jim (Ugl) dt. 

Разложение (29) имеет место для любого действительпого 71 > — 1/5, если } (х) ку- 
1 

Яр = 

сочно-непрерывна и имеет ограпиченную гариацию в (0, 1), и иитеграл ТУх | f (x) | dx 

() 
существует. В очках разрыва фупкиии |[(х) сумма ряда (29) принимает вначение 
(7 (x— 0) ti (x + 5). 

21.8-5. Решенне дифференциальных уравнений при помещи функций Бес- 
селя и связанных с ними Функций. Линейное дифференциальное уравнение 

Get Et [cep +S" | w= 0 (21.8-30) 
имеет решение вида 

  

= 20 2 (620). (21.8-31) 

Многие | специальные случаи уравнения (30) представляют значительный инте- 

рес {пп. 21.8-6 —21.8-8; см. 19.4]. 
21.8-6. Модифицированные функции Бесселя и Гавкеля. `Модифицирован- 

ные цилиндрические функции порядка т: 

т (2) =Г т Ут (2) (модифицированные функции Бесселя), 

Kin (= рпз1 И", (2) (модифицированные функции Ганкеля) (21.8-32) 

определяются с помощью формул (3) — (5); определения могут быть расширены 
с помощью формул (6) и (7). Функции (32) суть линейно независимые реше- 
ния дифференциального уравнения 

d2@ lad 2 fats a(t F)e=0 ‚ (21.8-33) 
(модифицированное дифференциальное уравнение Бесселя). 

{см. также п. 10.4-3, 5) и удовлетворяют рекуррентным формулам 

ла (2) = Limi (2) — a * Tm (2) = 2 =. Гт (2) —1т-1 (2), 

—_ mg (218-34 
Kay 2) =Km-ai (2 b> Km (2) = 2 Km @— Kya (i
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]т (2) и Ки (2) — действительные монотонные функции для т==0, +1, + 2,... 
и действительных 2 (см. рис. 21.8-4). 

21.8-7. Функции Беги г, Бета, her, 2, hei, 2, Кегтг, Кеша. Функции 
Беги 2, Бе 2, Веги г, hei, 2, Кегиг, Кен 2 определяются соотношениями 

Im (Er 2) = ber, 2 i bei, 2, @21.8-35) 

m (i /22) =her,, 2-+i Не! г, 

ТК, (ГЕ "2 = Кеги 2 = Кеша. (21.8-36) 

Все.эти функции действительны для действительных значений 2. На рис. 21.8-5 
показаны их графики. Индекс т не пишется, 

  

      

/ если т=0, например, Бегу 2 == Бег г. 

Br 
Er 

4 x 

нЕ \ 
И = = 

| ыы 
£2, s 

-4 Е 4 

| 
~£ ‚. 

-f м 

J L 7 “=     
Рис. 21.8-4. Модифицированные Рис. 21.8-5. Графики функций Бег х, bel +, ker x 
функции Бесселя и Ганкеля. Hu kel x. 

п л 
Заметим, что ker z= — > hel, 2, kel, z= her, 2; berz; bel z, herz un hel z m 

Tax *e Kat J,(it- */s z) Ap (;*/+ 2), удовлетворяют дифференциальному уравнению 

аи 1 @® у =. (21.8-37) 

Имеют место разложения 

_ (Z/2)* „(2/2 _ — 2* 2 
ber z 1 — (21) +} (41)3 coe = 1— age Tt даб + 

(21.8-38) 

  

] \2 (z/2)8 zg 26 
bel z= (5 г) — “BH + eee = эт — 5426 = ..} 

Во многих приложениях удобно введить | Ут (:°/a z) | | Кт (1°78 2) |, arg Jin (¢7/s 2) 

и д ™ Кт (i */s 2}| кан специальные функции вместо или одновременно с Бег т 

bel, 2 ker zu kel, z. Bce эти функции действительны для действительных звачений г.
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21.8-8. Сферические функции Бесселя. Сферические функции Бесселя пер- 
вого, второго, третьего и четвертого рода | 

У. @ по=У М, (9), j | 92 “Tt MWe , 1 92 If +4/¢ (21.8-39) 

1) —]И/ Я на 2) (ИЯ ие 141) (2) = 5= НР ay, (2) hy?) (z)= = НР з/, (2) 

M7 (2) 
A 

6 

8 

          

  

\ 

GE 2-Й ay (2}   | S Я 

2. 

Рис. 21.8-6. Сферические функции Бесселя. 

удовлетворяют дифференциальному уравнению 

z 2 ; 1 ИИ 0=0 | (21.8-40) 

(см. также п. 10.4-4, с) и рекуррентным формулам 

21-1 

&, 

  

Wy 41 (2) w, (2)— ву (а) = 2’ © (279, (2). = (21.8-40)
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Для целых значений } сферические функции Бесселя суть элементарные транс- 
цендентные Функции (см. также п. 21.8-1): 

        

ie! oy Gee 
рае, Рон, ее 

о (21.8-42) 
п 19 — #2 : 

Laat, ho (2) = ре 
. j in @mer(—L-2Y M2 yya(—ty_, @). (21.843) 

Графики функций ],(2) и п;(2) для 2=х>0 показаны на рис. 21.8-6 
а) и б); на рис. с) показана зависимость /,(х) и п; (х) от индекса } при х = 10. 

21.8-9. Асимптотические разложения цилиндрических функций и сфери- 
ческих функций Бесселя для больших значений | 2| (см. также пп. 4.4-3, 4.8-6). 

ри 2—+ < 

Ут в [an (z) cos (2-7 —7)— | 

— By (2) sin (2-3 —#)| 7 

} (| argz| <n), (21.8-44) 
т (2) & и — [Am (z) sin (2—“F—F)+ | 

-+- By (2) cos (2—-7F 7) | 

где Аз (2) и Вт (2) имеют асимптотические разложения 

  
  

Ат (2) ==1— (4m? — 1) Amt — 9) 

  

    

21 (82)3 

(4тз — 1) (4mm? — 9) (4m? — 25) (4m? — 49) = 
+ 4} (82) eee (21 8-45) 

—1 (amt — 1) (4m? — 9) (4m? — 25) 
Bin (z) = 4 ГВ =... 

Подставляя разложения (44) и (45) в формулы (5), получим соответствующие 

асимптотические разложения для НО) (2) и Н‘? (2). Из разложений (44) 1 и (45) 
следует, что для |2 |3» т при 2+ о 

(2-5) 
Jn (2) VE cos (2— #8 =), НИР (г) >И 2c 4/, 

Ми (2) == У еп (2—1), НФ = ве о) 
инь = дамп (2-17) (тео, 1, 2 

1-1 п), 
(21.8-48) 

21.8-10. Присоединенные функции и многочлены Лежандра. 
(а) Присоединенные функции Лежандра степени ] и порядка т есть реше- 

ния дифференциального уравнения 

(21.8-46) 

‚...)» (21.8-47) 

  

  

j, (2) => = cos (z— i+) Ш ny (2) = > sin (2—2 

hy (2) => - (— #)7 +122, .. hy (2) 2—5 -— рей, 

(1—2) 4% —22 чот | ®=0, (21.8-49)
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где | и т— действительные или комплексные числа; уравнение (49) приводится 
к дифференциальному уравнению Лежандра (табл. 21.7-[Г и 21.7-3) для т=0. 
Общая теория присоединенных функций Лежандра содержится в [21.3]. 
Во многих важных приложениях (пп. 10.4-3, си 21.8-12) fj и т — действитель- 
ные целые числа, а 2==х — действительное число, заключенное между —1и 1; 

  

    hi a 

Рис. 21.8-7. Присоединенные функции JIexanapa Pi!) (x), PS! tx), Ph! в). 

положим х==с0$ 0. При этих условиях уравнению (49) удовлетворяют присое- 
диненные функции Лежандра первого рода 

  

1 (+m)! 2 | 1х р”) тг 1—9)" Е (m—y, m-+-j-+--}; m+; j= 

з)т/2 фт 
== (1— х2)""/2 a P, (x) = (xml? а (x2— 1)! = 

ахт 27 л dx/tm 

= (-—- 107%" РП (-х  (—1<х=<1, _ (21.8-50) 
j=0, 1, 2, ...5 m=0, 1, 2,...,7 

(см. также п. 9.3-9), причем Р% (x) =P, (х) и РГ (х) =0 для т>]. В частности, 

Pi (x) =Viae=sin 6, (21.8-51) 
P} (x) = 3x V1— x= 9p sin 28, } (21.8-52) Р? (х)=3 (1—2) =3/, (1 — 608 96), 

Р! (х) =3/, (52 — 1) VW 1—x2 =3/, (sin 8-+5 sin 36), 

P2 (x) = 15x (1 — x?) =15/, cos 6 (cos 6 —cos 38), (21.8-53): 

P3 (x)= 15 (1—x2) VI — x2 = 15, (3 sin 6 — sin 36), 

Pl (x) 1-365... (271) (1-42)? 13-5. (27 — 1) sins 

({j=0, 1, 2, 7 (21.8-54)
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где cos 8=x (см. также п. 21.8-12). Соответствующие графики ‘показаны на 
рис. 21.8-7. | 

(b) Присоединенные функции Лежандра, определенные формулами (50), 
удовлетворяют следующим рекуррентным соотношениям (-1<х<!: 

(27-1) x PP (x) —(J—m+ 1) PF (© —(--т Р’-, @=0 

(О=т=]—1};. (21.8-55) 

(х 1-9 рт) -т-- ПР", , (9+0 хр” 9 = 
(0<m</j); (21.8-56) 

= PRET x) ELj GI) —m (m+ 1)] PP) =0 
| (O<m<j—2); (21.8-57) 

PR (Q—PR 1) =Q+NVI—BPP-'() = O<m<j—l); — (91.8-58) 

(jb) (jm 1) PM, (X)—(i—m) J—m-+1) PF, @) = 
Se Q4+) VIR PMH) O<m<j—l). (21.8-59) 

PRT (1) —2 (m+ 1) = — 

    

(<) Асимитотическое поведенне, При /-» о 

pi = ( j\m __ mi 8 / 
(cos 8) = (— 7) У зато“ [(14+-4) 0-3 ++ - | +0 (- 2) 

(0<0<л). (21,8-60) 

21.8-11. Интегральлые свойства присоединенных функций Лежаидра (см. также 
п. 21,.7-7). 

рр "А д ve {let УТ соз #)/ cos mt dé 

(1=0. 1, 2,...; т=0, 1, 2;,...: Л) (интегральная формула Гейне);  (21.8-61) 

2 (+m)l,. 
НЕ (Шуи ir 

1 

\ pm (x) PP! (x) dx = 
— | 

(1, г=0, 1,2,,..; т =0, 1, 2,...); . (21.8-62) 

I гот о 1 (+m)! 
ул «= 1 —т) ‘ \ Рег 

(= 1 2,...; ТЕТ, 2,..., Л) (91.863) 

я “т тт) 

21.8-12. Сферические гармоники. Ортогональность (см. также пп. 10.4-3, с, 
14.10-7, Би 15.2-6). 

(а) Решения Ф (г, 60, $) уравпения Лапласа в < ферических координатах 
(10.4-15) называются сферическими гармониками. Сферические поверхностные 
гармоники степени ] суть решения дифференциального уравнения с частными 
производными 

1 .„. . . 

са + теб sti (+0 У=0, (21.8-64) 

полученного разделением переменных в уравнении (10.4-15). Если потребовать, 
чтобы решения были регулярны при О=0=л, О=ф=2л и удовлетворяли 
условию У’, (8, ф-- 271) =, (8, $), то мы приходим к проблеме собственных
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значений (п. 15.4-5), допускающей решения только при целых значениях 1. 
Можно He касаться отрицательных значений fj, так как —/—1 и jf дают 
одинаковые значения } (7-1). Действительные собственные функции 

  

ИЯ! И— т) 
2 (т) 

ТИ ту рт ` (21.8-65) 
И (т) Р; (cos 4) sin mp ; 

(J=0, 1, 2,...3; m=0, 1, 2, 2.5 f) 

m Р; (сз 6) cos ms 

называются тессеральными сферическими гармониками степени { в порядка т; 
они периодичны на поверхности сферы и меняют знак вдоль узловых ливий 

Y Ye 
LZ, ZZ 
LLL? V1 160° 
1055" Yj 

780° 

SX 

0° 
  

70,5° 
  

  
  

TLL 
ped ~ 160% ~ —

 

  

            К 

    
Рис, 91.8-8. Узлы функций РЗ (с05 8) Яп ЗФ на развернутой повёрхности сферы. Функ- 

ция отрицательная в заштрихованнсй части. 

0 = сопзЁ и ф==с01$* (рис. 21.8-8); на самих этих липиях они ‘равны нулю. 
При т-=7 функции (65) называются секториальными сферическими гар зониками 
и при 11 =0— зональными сферическими гармониками. Обе функции (65) и болсе 
часто встречающиеся комплексные функции 

  

  

у ит | m | im 
2 л ИЕР Р (cos 6) ¢ 

(j=0, |, 2, veep M=O0, + 1, + 2, @ory =: 1 (21.8-66) 

образуют ортонормированную последовательность собственных фуцкций в смысле 
скалярного произведения 

2m к 

(Ff, y=) dp\ FO, 9) (6, 9) яп 8040 (21.8-67) 
0 0 . 

(n. 15.4-6, b). (f, 4)=0 для каждой пары функций (65) или функций (66}, 
если {5 1; если же }=й, то скалярное произведение равно единице: (;, ) =1. 
Существует 2}/--1 линейно независимых сферических поверхностных гармоник 
степени ]. 

(5) Каждая дважды дифференцируемая действительная функция 

©, д 0=9=л, (= ф= дл), Ф 6, 9+2) =Ф 6, 9),
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определенная на поверхности сферы, допускает разложение в абсолютно и. равно- 
мерно сходящийся ряд 

Ф 60, 9) = $ Sls jo P; (cos 4) + у РГ (cos 6) (Gm Cos mp-+ Bim sin mg) | = 

i т = 

т  ] 
=>» У 7. Р!"! (©03 0) етФ, (21.8-68а) 
/=Om=—f ‘ | 

где 
2л 

(т)! т = Ро РЕГ dg cos mp 

  

® (6, 9) pe (cos 6) sin 6 d8, 

  

; 2л 

ТИ т) 
Bim = Sa Ga \ аф т тф \ Ф (0, g) Pe (cos 6) sin 6 d@, 

0 C
u
K
 
C
O
 
2 

$  (21.8-68) 
~ 1 . 

Vim = Vj. -m= 3 (Com — Bim) = 
2 1 ! = EL и | 4ф.етф Ф6, 9) Pi (cos @) sin 6 d8,   (j=0, 1, "3, wet m=O, 1, 2,..., jf). 4 

Разложения вида (68) физически интерпретируются как разложения потен: 
цналов по мультиполям (пп. 15.6-5, аи с). 

21.8-13. Теоремы сложения. 

АЕ, $1] | р =(т,,6,, 9) 

     
8) 

Рис. 21.8-9. Геометрическая иллюстрация к теоремам сложения. 

‘(a) Теоремы сложения для цилиндрических функций. 
Пусть Р: и Р.— две точки плоскости с полярными координатами „г ф\), 

(2., фз). Согласно рие. 21.8-9, а пусть ру > 0», так что 0 = |4 <$ и 

- pal _ P1 — 0207! (Pr ~ 9) (21.8-69) 
о; — рае! (Фи: - Ф:) ‘ 
  

d? = pi + 03 — 20404 COS (Pi — Фо), - 

Тогда для каждой цилиндрической функции 2 (2), удовлетвоярющей
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уравнению (1), | 

Zm (ad) ef”? — У Z mak (OP1) Jp (App) e°* (O1~ O2) (21.8-70) 
k=—o 

(meopema сложения для цилиндрических функций), 

где а — произвольное комплексное число. В частности, если фу—ф.==л, то 

со 

бт [@ (1-6) = У, 2 (ар) Ут-ь (ар). (21.8-71) 
ё =— © 

(5) Теоремы сложения для сферических функций Бес- 
селя и многочленов Лежандра. Пусть Р, и Р,— две точки прост- 
ранства со сферическими координатами (г,, 0,, ф,), (г, 05, фо). Согласно 
рис. 21.8-4, 6 пусть 0, -- 6. < л; тогда 

  

atari + r3 —2ri re cos у, | \ (21.8-72) 

cos Y =cos 8, cos 6.-+ sin@, sin 4, cos (Pp; — Pp) 
и ) 

jo (ad) = 9 — -У (2+ 1) ip (ary) i4 (ra) Py (C08 Y); 
k=0 

ig Cc | _ 

hye (ad) = toe = У венок (ал) (ол Рь вов) ига | (91.819 

(теорема сложения для сферических функций Бесселя 
порядка нуль). J 

P; (cos ¥) =P, (cos 6,) Р; (соз 0.) -|- 

  

  

j 
+2 » 7 = or Ру’ (соз 83) P7" (cos 6 а) COS M (Py — Pa) (21.8-74) 

т=! 

(теорема сложения: для многочленов Лежандра). 

‚21.9. СТУПЕНЧАТЫЕ ФУНКЦИИ И СИМВОЛИЧЕСКИЕ ИМПУЛЬСНЫЕ 

ФУНКЦИИ 

21.9-1. Ступенчатые функции (см. также пп, 4.6-17, с, 18.3-1 и 20.4-6). 
(а) Ступенчатой функцией действительной переменной х называется функ- 

ция, которая изменяег свои значения только в дискретной последовательности 
точек разрыва (необходимо первого рода, п. 4.4-7, 5). Значения функции 
в точках разрыва могут быть как определены, так и не определены. Наиболее 
часто применяются ступенчатые функции 1) 

0 при х< 0, 

И (= 12 при х=0, (симметричная единичная функция), 
| прих>0 

О при х=< 0, | (21.9-1) 
и. =] 1 при х=0, 

_ ГО при х=0, 

U)=1 1 apn eso 
(см. также рис. 21.9-1). | 

(асимметричные единичные ф ункции) 

  
  

1) Система обозначений различных единичных функций не является общеприиятой; 
поэтому. необходима осторожность при пользовании разными источниками,
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Заметим, что 
И (0—0) =0, И (0--0)=1, И(=Е (21.9 -2) 

И [(*— а) (х—5)]=0 [х — тах (а, 65)]-НО [min (a, 6) —x]. (21.9-3) 

Каждая ступенчатая функция может быть представлена (за исключением, 
возможно, ее значений в точках разрыва х=х,) как сумма вида 

У, ар И (х—х,), У ак (/_(х—хь) или У, ap, Us (x — Xz). 
№ в le , 

(Прим ер ы: 391 х=20 (х) —1; функции скачков в п. 20.4-5). 

  
      

  
      

  
  

      

hu (2) Av, (2) 
1 ee 

5$ 

AG(z,h) . Аб, iz 1) 

he Mpa 
! 

JK 1 | К | 
oan > | >. 

—h hr хх Ah > 

2 

Аб (4,1) ah &, (1.4) 

" И 

Г | — 

Le || 

15. 
he 

Рис. 21.9-1. Единичные ступенчатые функции И (х) и Ux (x) и аппроксимации импульс- 

ных функций 0 (>), 6+ (х); 5’ (х) Hw 64 (x). 

(5) Аппроксимация ступенчатых функций непрерыв- 
ными функциями | 

: 1 1 
U (x) = dim. 1+ arctg их] | (21.9-4) 

U (x)= lim + [ef (ox)+1), | (21.9-5) 
a» oO 

U (x)= lim 2-7, | (21.9-6) 
со = 

1 и sin ? U(x)= lim — ( “1 at, | 21.9- U@= lin | 5 (21.9-7) 
— 0
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(©) Представления интегралом Фурье (см. также п. 4.11-6). 

1 © yo - | 
Комплексный контурный интеграл >, \ —— 4 соответственно равен .(/ (1) 

— со 

или —О (—1 ‘в зависимости от того, огибает ли контур интегрирования 
начало координат против часовой стрелки (т. е. по полуокружности, распо- 
ложенной в нижней полуплоскости) или по часовой стрелке (по полуокруж- 
‚ности в верхней полуплоскости). Главное значение интеграла по Коши 
‘п. 4.6-2, Б) равпо И(д)—1/.. Отделяя действительную и мнимую части, по- 
лучим 

со 

sin wt I | U (0) =55 aS —S do+ 5. (21.9-8) 
Йо 

Отметим также формулу 
со | | 

ах {т gay tS). (21.9-9) 
—oo 

21.9-2. Символическая дельта-функпия Дирака *). 
(а) Симметричная единичная импульсная функция или функция Дирака 

6 (х) действительной переменной х определяется условием 

Ех) de = 

0 при Х<а или X> 5), 

= 1/f(X) при Х=а или X=b, ¢ (a<b), (21.9-10a) 
f (X) пр а<Х<Ь 

где + (к) — произвольная функция, непрерывная в точке х=Х. 
Более общее определение функции 0 (х): 

b 

Vi @) 6 E—X) a= 

0 при Х<а или Х>Ь, 

—] № КХ-о) при Х ==а, I 0 

Me {f(X—O)+F(X+0)] npyH ax<x<b 

где }(х) — произвольная функция ограниченной вариации в окрестности точки 
х=АХ. 6(х) не является функцией в обычном смысле; из определения (10) 
следушот несовместимые условия 

6(x)=0 (x0), | 6) dE; (21.9-10¢) 
— © 

6 (x) есть символическая (обобщенная) функция, позволяющая формально прел- 
ставить функциональное ‘преобразование } (Е) — { (х) как интегральное преоб- 
разование (п. 15.3-1, а). Формальное применение 6(х) приводит к удобным 
обозначениям, подсказывающим обобщения многих математических соотношений 
(см. также пп. 8.5-1, а, 15.5-| и 18.3-1). Хотя ‘функций, обладающих в точ- 

  

*) В настоящее время широкое развитие получила теория обобщенных функций, 
играющая важную роль при изучении дифференциальных уравнений математьческой 
физики. 6-фувкция Дирака может pane TIE]. как один из примеров обобщенных 
функций. По этому поводу см., например, [13,6]
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ности свойствами (10), не существует, возможно в некотором смысле рассматри- 
вать 6 (х) как пределы обычных функций (п. 21.9-4). 

Математические предложения, в которых применяются импульсные функ- 
ции, следует рассматривать как эвристические и нуждающиеся -в строгих 
обоснованиях. 

Можно избежать применения импульсных функций, вводя интегралы 
Стилтьеса (п. 4.6-17); тогда 

b | _ в 

JF 6E=X) =f FO a E—X). 

При этом возможно ввести обобшення понятий «функции» и «дифференциала» 
(теория распределений Лорана Шварца} *). 

(5} Формальные соотношения, содержащие 6(x).. 

6 (ах) = 5 (x) (a>0), 6(—x)=6 (x), (21.9-11) 

F(x) 8 (2a) =F If (a—0) + F (a+-0)] 8 (x—a), xB (x) =0, (21.9-12) 
6 (2@— a) = [6 (x—a) + 8(x-+a)] (a>0), (21.9-13) 

о 

\ 5 (a—x) 6 «—5) dx =56 (a—b). (21.9-14) 
— © 

21.9-3. Производные ступенчатых и импульсных функций (см. также 
п. 8.5-1). Формулы (10) приводят к соотношению (а >> 0) 

2 18 (—а1= \ ва-дея неа; В Иа 
0 

откула следует символическое равенство 

6 (x) =F U (x) (21.9-15) 

(это равенство формально можно получить также из формулы (19) п. 21.9-4, Ь). 
Производные 0’ (х), б'’' (х), ... импульсной функции 9 (х) определяются условиями 

6 

VF @ 6” E—X) d= 

0 при Х<а или X>b, 

—__ } 4 (- ИВР (Х-Н0) при х=а, 
~~ 1/5 (— 1)" fir (X —90) при x=b, (a< bd), 

MU, (= 17 [F(X — 0) FF (X--0)] ope ax X<b 
| (21.9-16) 

где [ (х) — произвольная функция такая, что односторонние пределы [7 (Х — 0) 
и }”' (Х--0) существуют. Функции 0‘”› (Е—Х) есть ядра линейных интеграль- 
ных преобразований (п. 15.2-1), представляющих повторные дифференцирования, 
Отметим символическое соотношение 

6 (4) =(— 1 rl (r=0, 1, 2, ...). (21.9-17) 
  

. *) См. сноску на стр. 799,
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21.3-4. Аппроксимация импульсных функций (см. также рис. 21.9-1). 
(а) Аппроксимация 09(х}) непрерывно дифференцируе- 

мыми функциями. Возможно аппроксимировать 6 (х) непрерывно диффе- 
ренцируемыми функциями 

8 (x, т при @&“-— оо, (21.9-18а) 

9 (х, а = 27 при а-+ 0, (21.9-185) 
Уп ИИ 

6 (х, о) == 2. SR OF mph @—- oO (21 .9-18c) 

в том смысле, что Шт 6 (х, a) =0 (x0) a 
а —+ co 

<“ 1 ит \ fF (E) 6 (x—§, a) do = 5 [Ff (x—0) +7 (x+0)] 
а -— ow — oc 

ipa ycnopun, uro f(x—0O) и [(х--0) существуют; заметим еще, что 

со 
lim | 86, a) d=1. 

@ — 60 

Интегрирование аппооксимирующих функций (13) приводит к соответствующим 

аппроксимациям ступенчатых функций (формулы (2) и (5)). LL 16 (х— а, а)] (а > 0) схо- 

дится ке as = [6 (х —а)] при ас для каждой функции (18) (см. раздел 8.5). 

(5) Аппроксимация 6(х) разрывными функциями. § (x) 
часто аппроксимируется центральной конечной разностью (п. 20.4-3) 

ЕЕ 
  при й-—0. _—  (21.9-19) 

Отметим также, что 

co 

бд ГОРЕ ag = 5 I X-O+F X40] (Oo <X <a) 
@-— C&O —o 

  

(интегральная формула Дирихле) | | (21.9-20) 
И 

л 

lim 3. J F® о ат ff (X—0) +f (X-++0)] а—1—0 2% I~ 2u cos(X — £)-j-u? “2 2 , 

(—n<xX <n), (21.9-21) 

если {(х) —фФункиия ограниченноя вариации в окрестности TouKH x=X 
(см. также л. 4.11-6). - 

(<) Аппроксимация функций 6`' (x), 8 (x), ..., O (x). Последо- 
вательное дифференцирование формулы (18а) приводит к аппроксимирующим 
фучкциям i 

a*y 
6’ (х, @) = — пер: при &@- <, {21.9-22) 

8 — 

(Ия sin | (r+ 1) aretg a 

tw
 

  67 (x, B)= | при В— со ((=0, 1,2, .... (21.9-23) 
дл (ж ++ В2)(7 + 1/2 

Заметим также, что 
6! (x, A= U (e+ hy —2 U (x) + U (x—h) при й--0, (21.9-24)
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21.9-5. Представления интегралом Фурье. Отметим формальные соотношения 

co 

6 (x~X) = \ e FOX Ox yey, (21.9-25) 
— со 

со 

6‘”) (х—Х) =: \ (16)’е^ ОХ о1ох yy (21.9-26) 
Те | 

со 

518 («—Х 6-Х] J cos wX cos wx do. (21.9-27) 
0 

21.9-6. Асимметричные импульсные функции (см. также ‘пп. 8.5-1 и 9.4-3). 

(а) Асимметричные импульсные функции 6. (х), 5. (х), ..., 6”) (x) опреде- 
ляются соотношениями 

( при Ха или Bee} 
6 

wf ® +G-D B= { хо пр ax<xX<b (@< 5), 

(21.9-28) 
b 

| 0 при Х<а или ХЬ 
6) E—X ={ > } 

‚о, © + COAG (— 1/7 [7 (Х--0) при ал < 

(a<xib; r=1, 2, .,.). (21.9-29) 
Можно записать 

8+ (x) = 26 (x) U (x) = = U+ (x). (21.9-30) 

Чтобы получить аппроксимирующие функции для 6--(х), нужно подставить аппроксими- 
рующие функции п. 21.9-4 в соотношения (30), например, 

U (x) ~ U (x — h) 
64 (x, h) = Е при 8-0, (21.9-31) 

U. (x) — 2 U (x — h/2) + U (x — A) 64 (x, h) =4 - при #-+0. (21.9-32)   

(b) Можно ввести 0. (— x) = 6— (x) как вторую асимметричную импульсную функ- 
цию, соответствующую «производной» асимметричной ступенчатой функции UL (x) 
(п. 21.9-1). 

21.9-7. Миогомерные дельта-функции (см. также п. 15.5-1). В п-мерном простраистве 
точек (х1, х?,...; Хх”) с элементом объема 

4У = ау (х1, х?, (... хп) =У |4 (А, х,... хп) | dx dx? wee AM 

  

(п. 16.10-10) л-мерная дельта-функция 6 (x? : gl, x’, ‚ 2, 9 вое x”, ¢”) должна удовлетворять 
условию 

)! (#1, gE eect ЕП) 6 (х!, gl. Х?, Е2, вов x", ЕП) ау (ЕТ, gE, sees ЕЛ) = 

=f (4, x7 6.4 6) (21.9-33) 

для каждой точки (x?, a ...„ ХЗ) вУ, где } (x, Хань хп) непрерывна. Заметим, 

что определение 6 (х!, gle x 2, > xt, ЕП) зависит от выбора системы координат и 
теряет смысл, если. dV = 0. "в частности, для прямоугольной декартовой системы коор- 
диват х, у, = имеем ДУ == 4х ду 42 и 

6 (x, Ey, Ti % 6) = 6 (Cw — &) 6 CY — n) 6 (@ — G). (21,9-34)
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15.6. М ых лин С. Г, Лекции по линейным интегральным уравнениям, Физматгиз, 

1959 
15.7. Мусхелишвили Сингулярные интегральные уравнения, «Наука», 1968. 

См. также [4.3], [4 (101: [5. ‚21, [10.5], [10.6], [13.4], [13.5], [13.8] — (13.1 

Кглавам 16 8 17 

16.1. Toropenos A. B., Audhepenuuansnaan геометрия, «Наука», 1969. 
16.2. Рашевский П. К., Дифференциальная геометрия, Физматгиз, 1956. 
16.3. Рашевский П. К., Риманова геометрия и тензорный анализ, «Наука», 1967. 
16.4. Сокольников И. С. Тензорный анализ (теория и применения в геометрии 

и в механике сплошных сред), «Наука», 1971. 
16.5. Стернберг С., Лекции по дифференциальной геометрии, «Мир», 1970, 
16.6. Эйзенхарт Л., Риманова геометрия, ИЛ, 1948. 

К главам’ 18 и 19 

о = о о w А. Н., Основные понятия теории вероятпостей, ОНТИ, 1936, 
‚ Курс теории вероятностей, «Наука». 1967. 

.. Курс теории вероятностей, «Наука», 1972. 
я х К., Введение в теорию вероятностей и математическую ста- 

арден Б., Математическая статистика, ИЛ, 1960. 
Г.. Математические методы статистики, ИЛ, 1948. 
Теория вероятностей, ИЛ, 1962. 

р В., Введение в теорию вероитностей и ее приложения, ИЛ, 1952. 
А., Математическая статистика с техническими приложеииями, ИЛ, 
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’Д., Комбинаторный анализ, ИЛ. 1963. 
Л. Н., Смирнов Н. В., Таблицы математической ствтистики, 
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1965. 
ров Ю. В.иРозановЮ., А., Теория вероятностей, СМБ, «Наука», 
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Вероятностные ‘процессы, ИЛ, 1956.- 
в Ю. А., Случайные процессы, «Наука», 1971. 
С., Математическая статистика, «Наука», 1967. 

ати Т. Л., Элементы теории массового обслуживания и ее приложения, 
ветское радио», 1971. . 
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К главе 20 

Ве езин И. С. и Жидков Н. П., Методы вычислений, тт. ‚ 2, «Наука», 

Бахвалов Н. С., Численные методы (анализ, алгебра, обыкновенные диффе- 
ренциальпные уравнения), «Наука», 1973 
Гельфонд А. О., Исчисление конечных разностей, «Наука», 1967. 
Канторович Л. В. и Крылов В. И., Приближенные методы высшего 
анализа, Физматгиз, 1962. 
Фаддеев Д. К.иФа ддеева В. Н., Вычислительные методы линейной ал» 
гебры, Физмаггиз, 1963.
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Мила Э., Численный анализ, ИЛ, 1951. 

H в. 3., Численное решение дифференциальных равнений, ИЛ, 1955. 
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К главе 21 

Лебедев Н. Н., Специальные функции и их приложения, Физматгиз, 1963. 
Янке Е., Эмде Ф., Леш Ф.,` Специальные функции (формулы, графики, 
таблицы}, «Наука», (963. 
Бейтмен Г. иЭрдейи А., `Высшие трансцендентные функции, в трех томах, 
СМБ, «Наука»: 
т. |. Гипергеометрическая функция и ее обобщения. Функции Лежандра, 1967, 
т. 2. Функции Бесселя, функции параболического цилиндра, ортогональные много- 
члены, 1968; 
т. 3. Эллиптические и автоморфные функции, функции Ламе и Матье, 1969. 
Математический анализ (вычисление элементарных фуннций) СМБ, Физматгиз, 
1963. 
Ахниезер Н. И., Элементы теории эллиптических функций, «Наука», 1970. 
Гельфанд И. М.и Шилов Г. Е., Обобщенные функции и действия над пими, 
Физматгиз, 1959. 
1) Лебедев А. В. и Федорова Р. М., Справочник по математическим таб- 
лицам, Изд-во АН бе 1956. 
2) Бурунова и aM. Справочник по математическим таблицам (дополнение), 
Изд-во’ АН СССР 
См. также [4.6}, [6.2117:11, [9.51, (8.6), (8.73, (10.4), (13.16.
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Ниже’указаны главы или пункты; в Которых вводятся или определяются обозначе- 
ния, используемые в книге 

Скаляры и матрицы 

ч, В... скалярные (числовые) величины --= 
главы 5, 6, 12 —1 

а комплексно <сопряженная са 1.3-2 
Га, абсолютная величина @, модуль @› 

А, в $; А = [а; в] матрицы (чаще всего 

квадратные) 13. Bn 

A =] a a, | матрица комплексио сопряжен- 

ная с А 13,3-1 
А’ == (2,;] матрица; транспопировапная 

с А 13.3-1 

Д* = [2,;]. матрица эрмитово сопряжен- 

ная с А 13.3-1 

х == {Ё;] == (Е) матрица-столбец 13.2-1 

= i |= (5, § 2, ++) матрица-строка 

Векторы и координаты 
векторов 

а, В, ... ‚У, ... векторы 5.2-1, 12,4-1, 
14.2-1. "We 2-1 | 

и сдиничьый вектор 5.2-5, 14.2-5, 18.8-1 
i, 7. К правый прямоугольный декартов 

базис 5.2-3 
с; е’ базисные векторы 6.3-3, 14.2-4, 16.6-1 
1; и и; единичные базисные векторы 6.3-2 

16.8-3; ортогональные елиничпые базис- 
ные векторы 6.4-1, 14.7-4 

—_ ради усы-векторы в 
r == xt + yj + 2k, трехмерном евклидо- 
O == Ei : К вом пространстве гла- 

bi ni +o вы 5, 15, 
а = с,е, -- че, -|-... вектор, представлен- 

ный в виде линейной формы отиоси- 
тельно базисных векторов 14.2-4 

а = Ort; + Celts +... вектор, выраженный 
через ортонор: мироваиный базис векто- 
ров 14. 

а = ae, = == Q ey +a е. tot а”е„ контра- 

вариантный вектор (функция) с коордн- 

натами а® 6.3-3, 165.6-1 

а =а,е = а," + ae" +. , wet a, e”  кова- 

риаитный вектор (функция) с коорди- 
натами и. 6.3-3, 

а=а 14, + a ой +... + а и, вектор, выра- 
женпый посредством физических коор- 

динат а, 6.3-2, 16. 8-3 

a-b скалярное произведение векторов аи 
Ь 5.2-6, 16.8-1 

26 Г, Кори и Т. Коры 

_ Та | == (а. .а)'/2 абсолютная величина (нор- 
ма) а 5.2-5, 16.8-1 

(а; Б) общее скалярное произведение 14.2-6 
[а || = (а. а)! норма а 14.2-5, 14.2-7 
(7, п) 9 скалярное произведецие функций 

15.2-1 

ИАН = (+, №'/2 норма функции 15.2-1 
ахЬ векторное произведение векторов а, 

Б, 5.2-7, 16.8-4 
[abc] смешанное произведение векторов 

5.2-8, 16.8 См. также 16.1-3 по поводу 
немых а обозначений и 14. 71 
для сравнепия обозначений. 

Линейные операторы 
и тензоры 

А, В... линейные операторы — главы 14, 
15 и 20 или тензоры диадика — глава а 16 

.; В лилойлые дифференциальные опера- 
торы 9.3-1. 10.4-2, 15.2-7, 15.4-1 

К линейный интегральный оператор 15.3-1 
А’, On gs ; L’ ‚ К’, траиспопированные 

В, -.. С, К '14.4-6, 15.3-1, 15.4-3 
А*, BY, wet L* К* сопряженные и эрми- 

тово сопряженные с А, В, ...;Ё, К 
14.4-3. 15.4-3 

О оператор дифференцировапия 20.4-2 
\/ (набла) векторный дифференциальный 

оператор 5.5-2, 16.10-7 
\72 == \/.\/ оператор Лапласа 5.5-5, 16.10-7 
Е оператор смещения 20.4-2 
\У оператор восходящих разностей 20.4-2 
А оператор писходящих разностей 20.4-2 

Латинскнй алфавит 

агс$11 2, агссо$ 2, агс4а 2 обратные тригоно- 
метрические функции арксипус, аркко- 
синус, арктангенс 21.2-4 

агхг 2 аргумент 2 #3-2 
arsh z, archz, агЬ 2 обратные  гиперболи- 

ческие функции ареасинус, ареакоси- 
нус, ареатангенс 21.2-8 

В’ в") числа.Бернулли 21.5-2 

Bw) (x) многочлены Бернулли 21.5-2 

ber Tm 2 bei, 2 21.8-7 

С is у) цена (риск) действия системы 19.9.1 

сб (х) ‘многочлена Гегенбауэра 21. 7-8 

ct или (7) биномиальные коэффициенты 
21.5-1 

С (х) ивтеграл Френеля 21.3-2 
ch z гнперболический косинус 21.2-5 
СЁ х иптегральный косинус 21.3-1
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cn Zz (косинус амплитуды) эллиптическая 
функция 21.6-7 

с0$ 2 косинус 21.2-1 
ch-! 2 гиперболический ареакосинус (агсН 2) 

21.2- 
Пп2 (дельта амплитуды) 

функция 21.6-7 
det [2:7] определитель 1.5-1 

эллиптическая 

д (1, 95 +49) 
9 (Хе Лот 
  якобиан 4.5-6 

erf x функция ошибок 21.3-2 
ес х дополнительная функция ошибок 

21.3- 
Е (ф, Е) нормальный эллиптический интег- 

рал Лежандра второго рода 21.6-6 

Е! х, Ех экспоненциальный интеграл 21.3-1 
E(k) полный нормальный эллиптический 

интеграл Лежандра второго рода 21.6-6 
{1} среднее по времени (случайной величины) 

18. 10-7 
Ши, {Ут среднее по конечному промежут- 

ку времени 19.8-1 
Е (0, Ь: с; 2) == №: (а, 5; с; 2) гипергеомет- 

рическая фуикция 9.3.9, 9.3-И 
Г (а: с; 2) ==Р. (а; с; 2) вырождеаная 

гипергеометрическая функция 9.3-10, 
3-11 

г (ф, №) нормальный эллиптический иитег- 
рал Лежаидра первого рода 21.6-6 

Е* (4) = Ру (2) дискретное преобразование 
~ Лапласа 8.7-3 

7. [1 (0)} преобразование Фурье 4.11-3 
7 (01. Г $ Ё (1}] косинус- и синус-пре- 

образование Фурье 4.11-3 
Я (2), &., (©) спектральные плотности 

х xy 
по множеству HadswACHHI 18,10-6 

9 
yi!) (2), A) (z) chepnacckue dynkunn Bec 

селя третьего рода 21.8-8 
А (Е) фуикция влияния 19.8-2 
И (10) часготные характеристики 9.4-7 
Я ($} псредаточные функции 9.4-7 
Н» (2) многочлены Эрмита 21.7-1 

„Х 

il) (=), H©) (=) фуипкадин Ганкеля 21.8-1 

her, 2, hei,, 2 21.8-7 

1=У—1Т мнимая единицы }.3-1 
4m (2) модифицированная фупкция Бесселя 

21.8-6 
i, (р, g) OTHOWeNNe Henomnoll- Geta-dyHe- 

ции 21.4-5 
п = мнимая часть 2 1.3-1 
in] xX точная нижняя грань 4.3-3 
ty ({) Реализация случайного пропесса{9.8-4 

1; (2) сферическая функция Бесселя перво- 

го рода 21.8-8 
94 (2) фуикция Бесселя первого рода 21.8-1 

К (2) полиый эллиптический интеграл Jle- 
жандра первого рода 21.8-1, 

Kin (2) модифицированиая функция Ганке- 

‚ ля 21.8-6 , - 
Ку (64: ty). К ху (1; ta) автокорреляцион- 

чая и взаимная корреляционвая функ- 
у ции соответственио 18.5-5 
ег 2, ке, z 21.8-7 

[2 класс действительных или комнлексвых 
квадратично интегрируемых функций 
15.2-1 

Гл (2) многочлены Лагерра 21.7-1 

Lo (x), L{o) (x) обобщенные многочлепы 

Лагерра 21.7-5 
Г. (1)] =} (0), $] преобразование Лап- 

ласа 8.2-1 
11 (2) интегральный логарифм 21.3-1 
Ит 2 предел 4.4-1 

1.1. т. х предел в среднем 15.2-2 

log. 2 логарифм 1.2-3, 21.2-10 

М x} = & математическое ожидание 18.3-3, 

13.4-4, 18.4-8, 18.9-2 
тах х, пил х максимальное в минимальное 

значения 4.3-3 
М т (2) цилиндрическая функция Неймана 

второго рода 21.8-1 
п! факторнал 1.2-4 
п, (2) сферическая функция Бесселя второ- 

го рода 21.8-8 
О [Е (х)1, о [Е (х)] асимптотические соотно- 

шения 4.4-3 
Р п (2) многочлены Лежандра первого рода 

21.7-1 

Pi (2) присоединенные функции Лежандра 

первого рода 21.8-10 
Qn (z) функции МЛежандра второго рода 

21.7-3 
= р , . Юз, Кз группа трехмерных вращений- 

отражений и вращений соответственно 
14.10-8. 

K с Вх (т), Ryy (т) соответственно автокорре 

ляционная и взаимная корреляционная 
функция по времени 18.10-8 

Ray Far fo) Rey OF Ryy yr fee Rey © 
автокорреляционные и взаимные кор- 
реляциоиные фуипкции по множеству 
наблюдений 18.9-3, 18.10-2 

Кез действительная часть 2 1.,3-1 
Res f(a) вычет функции { (2) в точке # =а 

7.7-1 

S (x) ивтеграл Френеля 21.3-2 

si?) числа Стирлинга 21.5-1- 

sgn x функция-сигнум (знак) 21.9-1 
$1 (х) ннтегральный синус 21.3-1 

sin синус 21.2-1 
$11712 арксинус (arcsin 2) 21.2-4 

sin nf 
oon 18.11-2 

; альные плотности $ хх (%), ху (\), спектральн ACTHOCT 

`по множеству наблюдений 13.10-6 
$. 2 гиперболический синус 21.2-5 
$в-12 гиперболнческий apeacuuye (arsh 2) 

21.2-8 
$1 2 (синус амплитуды) эллиптическая функ- 

ция 21.6-7 
slip х точная верхняя граница 4.3-3 
Ти (2) многочлен Чебышева первого рода 

21.7-1 
tg 2 таигелс 21.2-1 
45—12 арктаигеис (агс4и 2) 21.2-4 
18 2.гиперболический тангенс 21.2-5 
{8-1 2 гиперболический ареатангеис (arth 2) 

© 

  

sinc? = 

21.2-5 
Tr (A) win Sp (A) след матрицы 13.2-7
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Чл {2) функции Чебышева второго рода 

21.7-4 
Ц векторное пространство 12.4-1 

1 
x= A (*; + yb oe + хи) выборочное сред- 

нее значение 19.2-3 
Xint (20) обобщенное 

Фурье 18.10-10 
У, (9, Ф) сферическая поверхностная гар- 

моника 21.8-12 
2 [Fp 2] = 21 (2) 2 — преобразование пос- 

ледовательности i 8.7-3. 
7. С Чиклический индекс группы С 18.7-3 
Zin (2) цилиндрическая функция 21.8-1 

преобразование 

Греческий алфавит 

Bip, 9g) бета-функция 21.4-4 
Вр, 9) неполная бета-фувкция 21.4-5 

Г (2) гамма-функция 21.4-1 
Г (р) неполная гамма-функция 21.4-5 

Г пох (У) односторонняя спектральная плот- 

ность по множеству наблюдений 18.10-6 

6; . 6, — символ Кронекера 13.2-3, 16.5-2 

6 (х), 6. (х), 6—(х) импульсные функции 
21.9-2 

6 (х, Е) мпогомерная дельта-функция `21.9-7 
А, нисходящие разности 20.4-1 

Уи, восходящие разности 20.4-1 

{ (2) дзета-фуикция Вейерштрасса 21.6-3 
9; (2) тэта-фупкция Якоби 21,6-8 

WY, центральное среднее 20.4-1 

(т). Oxy (т) нормированные корреляци- 
онные упкции 18.10-2 

о (2) сигма-функция Вейерштрасса 21.6-3 
Ф:п+ (&) обобщенная спектральная функ- 

ция 18.10-10 

O vx 

Фхх (a); Dey (2) соответственно спектраль- 

ная и взаимная спектральная плотнос- 
ти по множеству наблюдений 18.10-3 

Хх (4) характернстическая фуикция 18.4-10 

(и) (91° 11; 92. №; --.: 9; 1.) — п-мерная 
характеристическая фуикция 18.9-3 

р (2) пси-функция 21.4-3 
сх (0), Ч ,, (6) соответственно спектраль- 

ная. и взаимная спектральная плотнос- 
ти по времени 18.10-8 

® (2) © — функция Вейерштрасса 21.6-2 

Специальные 
математи ческ ие знаки 

Гиу({) функция скачка 20.4-5 
@ прямая сумма 12.7-5, 13.2-9, 

14.9-2 

6) прямое произведение 12.7-2, 13.2-10 
(] логическое умножение 12.8-1, 18.2-1 
) логическое сложение 12,8-1, 18.2-1 
Е: 0 Е, — событие Е, или Е. 12.8-6 
Е: (] Е. — событие Е! и Б. 12.8-6 

Е — событие не Е 12.8-6 
7 — достоверное событие 12.8-6 
0 — невозможное событие 12.8-6 

Хх — символ свертки 4.6-18 
п 

У} суммиронание 1.2-5 
ё =т 

14.8-2, 

n 

II произведение 1,2-5 

k=m . 
— символ равенства 1.1-3, 12,1-3 
=—= символ тождества 1.1-4 
— приближенно равно 
— асимптотически равно 4.4-3 
<; >, <, > символы неравенства 1.1-5; 

12.6-1 
Е принадлежность элемента 4.3-2 
= так, что , 
[&] целая часть ий (наябольшее целое число, 

не превосходящее п)
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(Цифры указывают номера пунктов, например 14.2-5 означает п, 5 из $ 2 гл. 14) 

А 

Абсолютная величина вектора 5.2-5, 14.2-5 
— — действительного числа 1,1-6, 
Абсцисса 2.1-2 
— абсолютной сходимости преобразования 

Лапласа 8.2-2 
Автоморфизм 12.1-6 
— группы внутренний 12.2-9 
Аксиома коордипатпая 2.1-2 
— нспрерывности 2.1-2 : 

— Кантора — Дедекинда 4.3-1 
ксиомы вероятностей 18.2-2 
определяющне 12.1-1 
Пеано 1.1-2 

лгебра 12.1-2 
булева 12.8-1 
— значений истинности 12.8-6 
гипотетических событий 12.8-6 
классов 12.8-4 : 
линейная ассоциативная 12.4-2 
— над кольцом 12.4-2 
меры 12.8-8 
операторов линейная 14.4-2 
с делением 12.4-2, 14.4-2 
событий 12.8-5, 18.2-1 

— утверждений 12. 8-6 
Алгебраическая кратность 

значения 13.4-3 
Алгебраическое дополнение 1.5-2 
Алгоритм Герона 20.2-2 
— разделенных разностей 20.2-5 
Амплитуда 4.11-4, 21.6-7 
— комплексная 9.4-6 
Аналитическая функция матрицы 13.2-12 
Аналитическое продолжение функции 7.8-1 
Аналогни Деламбра и Гаусса 1.12-4 
— Непера 1.12-4 
Ангармопичёское отношение 7.9-2 

11
2]

 
> 

Ph
d 

bi
ti

 
dd

d 

собственного 

Аппроксимация импульсвых функций 
21.9- 

— Никольсона 20.9-8 
— см. также Приближение 
— функции 15.2-6 
ApryMellT комплексного числа 1.3-2. 
— — —, ГЛавное значение 1.3-2 
Асимметрия табл. 18.3-1, 19.2-4 
Асимптота 17:;7-6 . 
— гиперболы 2,5-2 
Асимптотические соотношения между функ- 

циями 4.4-3 
Астронда 2.6-1 
Аффинор 16.9-2 
— локальный вектора табл, 16.10-1 

Б 

Базис 5,2-2 . 
— дуальный взаимный 14.7-6 
— линейного многообразия 14.2-4 
— локальный 6.3-1, 17.3-8 

‘Бета-распределение 

PI
T 

E
b
e
l
 

Базис ортонормированный 14.7-4, 15.2-4 
Базисная пПеремениая 11.4-2 
Базисные векторы 3.1-5 
Базисы рзаимные 16,7-3 
— — риманова пространства 16.8-2 
Белый шум 18.11-1 
Beckoneynoe произведение 4.8-7 
Бескоисчный ряд 4.8-1 

вероятностей 
Бета-функция неполная 21.4-5 
— Полная 21.4-4 , 
Бивектор 18.5-4 
Билинейная форма 13.5-1 
Бином Ньютопа 1.4-1 
Биномиальные коэффициенты 1.4-1, 21.5-1; 

табл. 18.7-1 

18.8-5 

— —. приближенные формулы 21.5-4 
— —, свойства 21.5-1 
— —, теорема сложепия 21.5-1 
Бинормаль 17.2-2, 17.2-4 
Биссектриса 1.11-3 
Борелевское множество 4.6-14 
Брахистохрона 11.6-1 
Булева алгебра 4.3-2, 12.8-6 
— — вполне аддитивная 12.8-8 
— функция 12.8-2 
— —, канонический вид 12.8-2 
Булевы алгебры изоморфные 12.5-5 

В 

Валентпость тензора 18.2-1 
Вариационное исчисление 11.5-2 
Вариация 11.4-1 
Вектор 5.1, 12.4-1 
— аксиальный 16.8-4 7 
— бинормали единичный 17.2-2, 17.2-3 
—, выражение через векторы локального 

базиса 16.6-1 
Гиббса 14.10-3 
главной нормали единичный 17.2-2, 
17.2- 

— Дарбу 17.2-3 
— диадика 16.9-2 
— единичный 5.2-5, 14.2-8, 16.8-1. 
— — локальный 16.8-3. 
— инфинитезимального перемещения 

16.2-2 

касательной единичный 17,2-2, 17.2-%, 

ковариантный 16.2-1 
— абсолютный 16.2-1 
контравариантный 16.2-1 
— абсолютный 16.2-1 
кривизны 17.2-2 
— геодезической 17.3-4 
— нормальной 17,3-4 
— первый 17.4-2 
— тангенцнальной 17.3-4 
матричное представление 14.5-2
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Вектор нормали единичный 17.3-2 
— нормальный плоскости 3.2-1 
— нулевой 5.2-1 
— площади 3.1-19 
— площадки 5.4-6 
— полярный 15.8-4 
—. представление комплексными матрица- 

ми 14.10-4 
— случайный многомерный 18.4-1 18.4-7 
— собственный 14.8-5 
— сопряженный 11.8-4 
— состояния 11.8-4 
— угловой скорости 5.3-2 
— управления 11.8-4. 
Векторная линия 5.4-3 
— сумма 5.2-1 
— функция линейная 14.3-1 
Векторное двойное произведение 

векторов 5,2-9 | 
— поле 5.4-3 
— произведение лпвух 
— пространство 14.2-1 
— — бесконечномерное 14,2-4 

трех 

векторов 5.2-7 

— евклидово 14.2-7 
—, линейнад размерность 14.2-4 

— — линейное 14,2-1 
Векторное .пространство 

кольцом 12.4-1 
—, матричное предетавление 14.2-1 
— нормнрованное 14.2-5 
— полное 14.2-7 
— предгильбертово 14.2-6 ^ 
— унитарное 14.2-6, 14.2-7 
— эрмитово 14.2-6 

Векторно-скалярное 
векторов 5.2-8 

Векторные уравнения 5.2-11 
— функции поля 5.5-1 
Векторный анализ 5.1-1 
— элемент линии 5.4-4 
— — новерхности 5.4-6 
эктор-сумма функций 

Вектор-функция 5.3-1 
—, правила диффереицирования 5.3-2 
Вэкторы ассоциированные 16.7-2 
— базисные 5.2-2, 6.3-1 © 
— — локальные 6,3-2 
— — — коитраварнантиые 16.6- 
— линейно зависимые 5.2-2, 5.2- 
— — иезависимые 5.2-2 . 
— ортогональные 14.7-3 
—. условие перпендикулярности 5.2-6 
Величина случайная см. Случайная вели- 

чина 
Вероятности событий, правило умножения 

1 ® . - 

линейное Hay 

Lr
 

Ed
d 

произведение 

15.2-1 

1 
7 

Вероятностная функция 18. 2-7 
Вероятность .неосуществления события 

18.2-5 
— осуществления т;событий из М 18.2-5 
— — хотя бы одного события 18,2-5 
— события 18.1-1, 18-2-2 
— — апостериорная 18.2-6 
— — априорная 18.2-6 
— — сложного 18.7-2 
— — условная 18.2-2 
— совмещения событий 18.2-2, 18.2-5 
Вершняа конуса 3.1-15 
Вершины кривой второго порядка 2.4-7 
Вес конфигурации 18.7-3 
— объекта 18.7-3 
Ветвь функции 7.4-1 
Возмущение 10.2-7, 13.6-4 
— Первого порядка 13.6-4 
Волпа приходящая 15.6-10 
— синусоидальная круговая 10.4-8 

трех. 

В
Е
Р
Е
Е
И
 

Волна синусоидальная круговая сфериче- 
ская 10,4-8 

— — стоячая 10.4-8 
— — цилиндрическая 10,4-8 
— уходящая 15.6-10 
Bonus 10.4-1 
— затухающие 10.4-1 
Восьмиугольник 1.10-1 
Вращение 14.10-1 
Вращенне вокруг осей координат 14.10-3 
— двумерное 14.10-8 
— на бесконечно малый угол 14,10-7 
— несобственное 14.10-1 
—,; Представление, комплексными матрица- 

ми 14.10-4 
— с отражением 14.10-1 
Время усреднения 19.8-2 
Вронскиан 9.3-2 
Выборка без возвращения табл. 
— с возвращением, табл. 18.7-2 
— случайная 19.7-2 
— — многомерная 19.7-4 
Выборки из нормальной совокупности 

19.5-3 
Выборочиая дисперсия 19.2-4, 19.7-2 
— медиана 19.2-2 
— средняя квадратичная сопряженности 

признаков 19.7-5 | 
— функция 18.9-1 
Выборочное значение 18.9-1 
— —, представление рядом 

функций 20.4-6 
—, — ступеичатыми функциями 20.4-3 
среднее 19.7-2, 19.8-4 
— при группированных данных 19.2-3 
— случайной величипы 19.2-3 

18.7-2 

импульсных 

—, Упрощенное вычисление 19.2-5 
— функции случайной велипины 
19.2-3 

— стандартное отклонение 19.2-4 
Выборочный интервал 20.4-6 
— квантиль 19.2-2 
— квартиль 19,2-2 
— коэффнциент корреляции 19.7-2 
— — регрессии 19.7-2 
— момент 18.9-1 
— — пачальный 19.2-4 
— — центральный 19.2-4 
Вырождение особой точки 9.3-10 
Высота 1.11-3 
Вычет функции 7.7-1 
Вычисление значений многочлепа 20.2-3 

. Г 

Гамма-распредсление вероятностей 18.8-5 
Гамма-функция 21.4-1 
—. асимптотическое разложение Стирлин- 

га 21.4-2 
— —, бесконечное произведение 

штрасса 21.4-1 
—, интегральное представление Гачкеля 

21.4-1 
—, интегральные представлення 21.4-1 

—, логарифмическая производная 21.4-3 

— неполная 21.4-5 
—, определение Эйлера 21.4-1 
—, теорема умножения Гаусса 21.4-1 
—, функциопальные уравнения 21.4-1 
Гамильтониан 11.8-4 
Гармоника сферическая зопальная 19.4-3 
— — поверхностная етепени у 19.4-3 
— - секториальпая 10.4-3 
— — тессеральная 10.4-3 
Гармоника цилиндрическая 19.4-3 
Гармопическая компонента 4.11-4 

Всйер-
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Гармонпический анализ периодических функ- 
ций 4,11-4 

--- — Численный 20.6-6 
Генеральная совокупность 19.1-2 
Геператор сравнения мультипликативный 

20.10-4 
— — смешанный 20.10-4 
Геодезическая линия 17.3-12 
— окружность 17.3-13 
— параллель 17.3-13 
Гильбертово пространство 14.2-7 
Гипербола 2.4-8, 2.4-9 
—, Построение 3. 5-3 
—, — касательных и 
— равзностороиняя 2.5-2 
Гиперболоид двуполостный 

3.5-10 
— однополостный 3.5-7, 3.5-10 
Гипергеометрическая функция см. Функ- 

ция гипергеометрическая 
Гипергеометрические многочлены см. Мно- 

гочлены гипергеометрические 
Гипергеометрический ряд см. Ряд гипер- 

геометрический 
Гипотеза конкурирующая 19.9-3 
—- некоррелированности ‘величин 
— иулевая 19.9-3 
— статистическая 19.6-1 
Гипоциклоида 2.6-2 
Главная линейная часть призащения функ- 

ции 4.5-3 
— ось кривой второго 
— — поверхпости 

нормалей -2.5-3 

3.5-7, 

19.7-4 

порядка 2.4-6 
BTOporo порядка 

— плоскость поверхности второго порядка 
3.5-6 

Главные направления кривой второго по- 
рядка 2.4-7 

Гомеоморфиз:1 12.5-1 
Гомоморфизм 12.2-9 
Градиент вектора 16. 10-7, 
— поверхностный 5.6-2 
— скаллра 16.2-2, 16.10-7 
— скалярной функции точки 5. 5-1 
Граница миожества 12 
— — абсолотная 4.3- 3 
— — pepxusia 4.3-3 
-- — нижняя 4.3-3 
— — точная 4.3-3 
— области 4.3-6 
— функцил верхияя 4. 3- 3 
— — ‘нижняя 4.3-3 
—- — точная 4.3-3 
Граиицы допуска 19.6-4 
График фуикции 4.2-1 12.1-4 
Групиа 12.2-1 
— абслева 13.2-1] 
— аддитнвная 12.2-10 
— бескопечная 12.2-1 
Группа вращений двумерных 14,10-8 
— вращений-отражений 14.10-8 
— вращений трехмерных 14.10-8 
— пращений-отражений ^ трехмерных 

14.10-8 
злакоперемениая степеци п 12.2-8 
коммутативная 12.2-1 
конечная 12.2-1 
линейная лолная (ПЛГ) 14.10-8 
по сложению 12.2-10 
простая 12.2-5 
разрешимая 12.3-6 
симметрическая степени п 12.2-8 
унитарная специальная (СУГ) 14.10-8 
— унимодулярная двумериая 14.10-8 
циклическая 12.2-3 

‘рупинрованные даиные 19,2-2 

16.10-11 

Г 
П
Р
Е
Т
Т
Е
Е
Т
Т
 | 

д 

Двойное отношение инвариантное 7.9-2 
Двойственность 12. 8-1 
Двойственные задачи линейного програм- 

мирования 11.4-1 
Действительная ось 1, 3-2 
— часть комплексного числа 1.3-1 
Действительные числа, свойства 
Декартов лист 2.6-1 
Деление левое, правое 12.2-1 
— многочленов 1.7-2 
— отрезка 2.1-4 
Делители многочлена 1.7-1 
Делитель многочленов общий 1.7-3 
— нормальный 12.2-5 
— нуля левый, правый 12.3-1 
Дельта амплитуды 21.6-7 
Дельта-объект ранга 2г 16.5-2 
Дельта-окрестность 4.3-5 
Дельта-символ Kponekepa ранга 2 16.5-2 
Дельта-функция 21.9-2 
— многомерная 21.9-7 

1.1-2 

. Десятиугольник 1.10-11 
Детектирование функции 8.3-2 
Детерминаят 1.5 
Дефект треугольника 17.3-13 
Дециль 18.3-3 
Диагонализация матриц 14.8-6 
Днаграмма ромбовидная 20.5-3 
— Фрезера 20.5-3 
Диаграммы Венца 12.8-5 
— Эйлера 12.8-5 
Диада’ 14.5-4, 16.9-1 
Дмадное произведение 16.9-1 
Диаметр кривой второго порядка 2.4-6 
— множества 4.6-11 
—, сопряженный семейству 

Диаметральная плоскость поверхности вто- 
рого порядка 3.5-5 

Диаметры (сопряженные) поверхности’ вто- 
рого порядка 3.5-5 

— > центральной кривой второго порядка 
2.4-6 

Дивергенция векторл 16.10-7 
— вскторной функции точки 5.5-1 
— поверхностная 5.6-2 
— тензора ранга 2 16.19-11 
Динамическое программирование 

1.9-1 
Директриса 2.4-9 
Днискретное преобразование Лапласа 8.7-3 
Дискримипант алгебраического уравнения 

1.6-5 

— общего уравнения второй степени 2.4-2, 

плоскостей 

11, 8-6, 

Дискримипантная кривая 9.32-2 
Дисперспониый анализ 19.6-6 
— — для группировки по двум признакам 

Дисперсня между столбцами 19.8-6. 
— — строками 19.6-6 . 
— обобщениая 18.4-8 
—, обусловленцая флуктуацией 

строк и столбцов 19.6-6 
остаточная 18.4-9 
случайной величины 18.3 -3 
суммариая 19.6-6 
суммы случайных величин 
условная 18.4-5, 18.4-8 

Дифференциал абсолютный вектора 16.10-1 
— — относительного скаляра- 15.10- 2 
— — — тензора 16.10-2 
—.— скаляра 16.)-1 
— -— тензора 16.10-1 

внутри 

18.5-6 

ГЕ
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Дифференциал дуги в полярных коорди- 
натах 17.1-4 
пезависимого переменного 4,5-3 
относительный скаляра 18.10-1 
полный векторной функции точки 5.5-3 
— скалярной функции точки 56.5-3 
— функцин 4.5-3 
функции второй, третий, ... 4.5-3 

P
e
t
e
r
s
 

— первый 4.5-3 
Дифференциальная форма квадратичная 

Дифференциальное исчисление 4.1-1 
уравнение Бернулли 9.2-4 
— Бесселя 21.8-1 
— — модифицированное 21.8-6 
— неоднородное 9,3-3 
— Ван дер Поля 9.5-4, 9,5-5 
— вырожденной гипергеометрической 
функции Куммера 9.3-10 
— гипергеометрическое Гаусса 9.3-9 
— для многочленов Гегенбауэра 21.7-8 
— — — Лагерра 21.7-5 

ифференциальное уравнение для много- 
членов Чебышева 21.7-4 

Р
Е
Р
Е
Р
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— — — присоединенных функций Ле- 
жандра 21.8-10 

— — — сферических функций Бесселя 
21.8-8 
— — функций Эрмита 21.7-6 
— дополнительное 15.4-2 
— Клеро 9.2-4 
— Лаплаеа 15.6-1 
— Ложаипдра 9.3-3, 21.7-3 
— линейное в комплексной областв 
9.3-5, 9.3-6, 9.3-7 
— — второго порядка 9.3-8 
— —, метод вариации постоянных 
9.3-3 

— — — неоднородное с постоянными ко- 
эффициентами 9,4-2 

— 03 т. нулевое (тривиальное) решение 
9.3- 

— ва однородное, понижение порядка 

— — — с постоянными коэффицнента- 
ми 9,4-1 
— —, операторный 
9.4-4 р 
— —, 

Р
Р
Р
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метод решения 

особые точки 9.3-1 
— — первого пор»дка 9,2-4 
— — Порядка г 9.3-1 
— — приведеиное 9.3-1 
— —, прницип наложения 9.3-1 

— суперпозицни 9.3-1 
— — устойчивое 9.4-4 
— —, фундаментальная система реше- 
пий 9.3- 2 
—, метод последовательных приближе- 
ний Пикара 9.2-5 
— нелинейное 9.5-2 
— иеполное 9.1-5 
— обыкновенное 9.1-2 
— однородное 9.2-4 
—, Преобразование контактное 9.2-3 
—,. — Лежандра 9.2-3 
—, — точечное 2.2-3 
— приведенное 15.4-2 
— Пуассона 15.6-1 
— Пфаффа 8,6-1 

— — вполне интегрируемое 9,6-2 
5 разложение решения в ряд Тейлора 

—, решение с помощью функций Бес- 
селя 21.8-5 
— Риккати общее 9.2-4 
— — спецнальное 9.2-4 
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‚ Дифференциальные 

Дифференциальное уравнение Риккати о 
разделяющимися пэзременнымн 9.2-4 

— — с частными производными см. Урав- 
нение с частными производными 

— —, теорема существования и едипст- 
венности решения 9.2-1. 

— — устойчивое 9.4-4 
— — Штурма—Лиувилля 15. 4-8 
— — — — мвогомериое 15.4-9 

инвариапты 
— — тензора ранра 2 18,10-11 
— параметры Бельтрами 17.3-7 
Дифференциальный оператор набла 16.10-7 
Дифференцирование вектор-функции 5.3-2 
— ковариантное 16.10-4 

матриц 13.2-11 
по параметру 4.6-1 
случайных функций 18.9-4 
функции 4.5-1 
функциональных рядов 4.8-4 
численное 20.7-{ 
— по отрезку ряда Фурье 20.7-1 

Длина вектора 5.2-5, 16.8-1 
— дуги 4.6-9, 5.4-4, 17,4-2 
— интервала, обобщение 4.8-14 
— касательной к окружности 2.5-1 
Доверительная вероятность 19.5-5 

ласть 19.6-5 
Доверительный интервал 19.6-5 
Додекаэдр 1.10-6 
Долгота 3.1-6 
Дополнение А до В 12.8-1 
— множества 4.3-2 
— события 18.2-1 
— элемента '12.8-1. 
Допустимо решение см. Рещение допустие 

мое 
Дробь 

дробь 
— элементарная 1.7-4 
Дуга жорданова 7.2-3 
— простая 3.1-13 
— регулярная 3.1-13, 
— спрямляемая 4.6-9 

16.10-7 

Р
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непрерывная см. Непрерывцая 

17.2-1, 17,4-2 

В 

Единица 12.2-1 

3 

Задача Больца 11.86-6 
— пвариационная, методы решения 11.6-4, 

11.6-5, 11.6-9, 11.7-1, 11.7-2 
взаимно сопряженная 15.4-3 
Гурса 10.3-4 
Дирихле 15.6-2 
— для сферы 10.4-9 
изопериметрическая 11.6-3 
Коши 9.1-2, 10.2-2, 10.2-3 
— корректная 10.5-5 
—,; метод рёшения Милна «‹предсказа- 
ние коррекция» 20.8-3 
—, — — Ойлера 20.8-3 

т
Ы
 

—, методы решения многошаговые 
20.8- -3, 20.8-4 

— —, — — одношаговые 20.8-2 
— —, — — Рунте—Кутта 390.8-2, 20. 8-4, 

20.8- 5, 20,8-6, 20.8-7, табл. 20.8-1 
— — — — типа «предсказание — кор- 

рекция» 20.8-3, табл. 20.8-2 
— —, схемы решения интерполяциовное 

итерационные 20.8-3 
— ~ —- — разностные 29.8-3 
— — — экстраполяциониые 20.8-д 
— ’физически реализуемая 9.4-3
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Задача Коши (г - 1)-я 9.3-4 
— краевая см. Краевая задача 
— линейного программирования 11.4-1 
— — — в стандартной форме 11.4-1 
— — — основная 11.4-1 
Задача Майера 11.6-6 
— навигационная СЦермело 11.8-3 

начальная 9.1-2 
—, Метод решения одношаговый 20.8-2 
—, — — Рунге—Кутта 20.8-2 
Неймана .15,6-2 
нелннейного программирования 11.4-3 
о встрече: за минимальное время 11.8-3 
о диффузии; интегральное решение 
Пуассона 15.5-3 
о переходе ракеты с одной орбиты на 
другую 11.8-3 
о собственных ‚значениях днскретная 
15.4-11 
— — — для линейных дифференциаль- 
ных уравнений 15.4-5 

эрмитовых 

P
I
T
T
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| | | | = = 2 операторов 

— — — обобщенпая 14,8-7 
— — — < эрмитова 15.4-6, 15.4-7 
— оптимального управления 11.8-1 
—- Плато 17.3-6 
— быстродействию регулирования по 

11.8-3 
с начальными условиями 10.2-2, 10.2-4 
упрапления 11.8-] 
П]турма—Лиувилля для уравнений с 
частными производнымн второго поряд- 
ка 15.4-9 

— — —_ о собственных значениях 15.4-8 
Задачи липейного программирования двой- 

ственные 11.4-1 
— па условный 
— управления 
Закои ассоциативный 12.2-1 
— — для умножения 12.3-1 
— больших uncer 18.6-5 
— дистрибутивный 12.3-1 
— инерции квадратичных форм 
— — эрмитовых форм 13.5-4 

P
t
 

экстремум 20.2-7 
шаговые 11.9-1 

13.5-4 

исключенного третьего 12.8-6 
малых чисел 18.8-1 
сложепия дисперсий 18.5-6 

Законы де Моргана 12.8-1 
Замкнутость 12.2-1 
— No отпошенню к умножению 
Замыкание мпожества 12.5-1 
Затухание` апериодическое 9.4-1 
— критическое 9.4-1 
Звено непрерывной дроби 4.8-8 
Знаменатель прогрессии 1.2-7 
Значение функции наибольшее 4.3-3 
— — наименьшее 4.3-3 

12.3-1 

И 

Игра безобидная 11.4-4 
— конечная двух партнеров с нулевой сум- 

мой 11.4-4 
— с чистой стратегией 11.4-4 
— симметричная 11.4-4. 
— со смешанной стратегией 11.4-4 
Игрок максимизирующий 11.4-4 
— минимизирующий 11.4-4 
Идеал 12.3-2 .. 
— двусторонний 12.3-3 
— левый 12.3-2 
— правый 12.3-2 
Излучение диполя 10.4-8 
— точечного источника 10.4-8 
Изображение 8.2-1 

ВЕ
РЕ
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УКАЗАТЕЛЬ 

Изображение, 
ние 8.4-9 

Изоклина 9.2-2,9.5-2 
Изометрия 12.5-2 
Изоморфизм 12.1-6 
— булевых алгебр 12.8-5 
Икосаэдр 1.10-6 
Импульс полусннусоидальный 4.11-4 
— прямоугольный 4.11-4 
— трапецеидальный симметричный 4.11-4 
— треугольный симметричный 4.11-4 
Иввариант 14.1-4, 16.2-] 
— изгибания 17.3-8 
— скалярный 17.4-5 | 
Инвариантность относительно преобразо- 

вания координат 14.1-4 
— преобразованнй 12.1-5 
Инвариайты кривой второго порядка 2.4-2 
— общего уравнения второй степени 3.5-2 
— топологические 12.5-1 
— функции Вейерштрасса 21.6-2 
Ииверсия точки 7.9-2 
Ирпдеке группы циклический 18.7-3 
— замкнутой кривой 9.5-3 
— изолированпой особой 
— подгруппы 12.2-2 
— свободный 16.1-3 
Индексные обозначения 16.1-3 
Интеграл вероятностей 15.8-3; 
— — дополпительный 21.3-2 

Дирихле 4.11-6 
дифференциального уравнения с част- 
пыми производными общий, частвый, 
особый, полный 10.1-2,10.2-3 
Дюоамселя 9.4-3 
живых сил 9.5-6 
Зоммерфельда 21.8-2 
Лапласа 21.7-7 
Лебега кратный 4.6-15 
— от неограниченной функции 4.6-15 

асимпитотвческое разложе- 

точки 9.5-3 

21.3-2 

— 

— 

PY
yr

 
d
e
e
l
 

— от ограничениой функции 4.6-15 
— по  неограничевным интервалам 
4.6-15 
—, свойства 4.6-15 
—, сравнение с интегралом Римана 
4.6-15 
—, условие существования 4.6-15 
Лебега -—Стилтьеса 4.6-17 
несобственный 4.6-2 
—, Признаки сходимости 4.9-3 
особый 9.1-2, 9.2-2 
— по Коши, главные значення 4.6-2 
по объему 4.6-12 

‚ замена переменных 4.6-13. 
по поверхности 4.6-12 

‚ замена переменных 4.6-13 
Римана 4.6-1, 4.6-15 
Римана—Стилтьеса 4.6-17 
случайной функции 18.9-4 
Сонина— Шлефли 21.8-2 
Стилтьеса 4.6-17 
стохастический 18.9-4 
типа Коши 7.5-1 
Фейера 4.11-6 
Фурье 4.11-3 
1 1варца— Кристоффеля 7.9-4 
Шлефли 21.7-7 
Эйлера второго рода 21.4-1 
— первого рода 21.4-4 
эллиптический см. Эллиптический ин- 
теграл 

Интегралы Ломмеля 21.8-2 
— Френеля 21.3-2 
Иитегральная кривая 9.1-2 
— поверхность 10.2-1 
— показательная фупкция 21,3-1 

—. ee
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Интегральная сумма 4.6-1 
— форма квадратичная 

15.3-6 
— эрмитова 15.3-6 
— — неотрицательная `15.3-6 
— — отрицательно определенпая 
15.3-6 

— iE. 5-6 положительно определенная 
5 -6 

Интегральное исчисление 4.1-1 
преобразование Ганкеля 8.6-4 
— единичное 15.3-1 
— конечное 8.7-1, 10.5-1; табл. 8.7-1 
— лилейное 8.6-1,15,3-1 ` 
— —. матричное представление 
15.3-1 
— символическое 15.3-1 
— Фурье 4.11-3 
— — обратное 4.11-4 
— —, свойства 4.11-5 
— Фурье-— Бесселя 9.6-4 
уравнение 15.3-2 
— Абеля 15.3-10 
— Вольтерра второго рода 
— — первого рода. 15,3-10 
— лннейпое неоднородное второго рода 

действительная 

Pp
 

tr
y 

15.3-10 

e
e
 

— — однородное второго рода 15.3-2 
— первого рода 15.3-2 
общее 15.3-2 
однородное 15.3-2 
с эрмитовым ядром 15.5-2 
типа ЗВольтерра 15.3-2 
— Фредгольма 15.3-2 

— Фредгольма линейное второго рода 
15.3-7, 15.3-8 

— — — — первого рода 15.3-9 
— — однородное второго рода 15.3-2 

Интегральные суммы Лебега 4.6-15 
— теоремы 5.6-2, 16.10-11 
— уравиения, численные методы решения 

В
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Е
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Интегральный косинус 21.3-1 
— логарнфм 21.3-1 
— синус 21,3-1 
Интегрирование 4.6-6 
— вектор-функции 5.3-3 
— дифференциальных уравнений 9.1-2 

многочленов 4.6-6 
неравепств 4.6-1 
по частям 4.6-1, 4.6-6 
подстановкой 4.6-1 
рациональных функций 4.6-6 
случайных функций 18.9-4 
тензорных величин 16.10-9 
функционального ряда 4.8-4 
численное см. Численное иптегрирова- 
ние 

— элементарных дробей 4.6-6 
И нтегрирующий множитель 9.2-4 
И "тегро-дифференци альное уравнение 

2 
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Интенсивность белого шума 18.11-1 

Интервал допуска 19.6-4 
— неограниченный открытый 4.3- 
— ограниченный замкнутый. 4.3- 
— — открытый 4,3-4 
— полуоткрытый 4.3-4_ 
— частичный 4,3-4 , 
Интерквартильная широта 18.3-3_ 

4 
4 

Интерполяционная формула 20. 5-1 
— — Бесселя 20.5-3 
— — — модифицированная 20.5-3 
— — — no двум переменным 20.5-8 

— Лагранжа 20.5-2 

Интерполяционнля формула Ньютона 
20.5-2 | 

— — Стеффенсена 20.5-3 
— — Стирлинга 20,5-3 
— — Эверетта 20.5-3 
— — nro порядка 20.5-2 
Интерполяционные формулы Ньютона 

.5-. . 

— — с центральными разностями 20.5-3 
Интерполяционный многочлен 20.5-3 
Интерполяция обратная 20.5-4 
— — с помощью обращения рядов 20.5-4 
— параболическая 20.5-2 
— рациональными дробями 20.5-7 
— с оптимальным выбором узлов 20.5-5 
— тригонометрическая 20.6-6 
— функций нескольких переменных. 20,5-6 
Испытание сложное 18.2-4 
Испытания независимые 18.2-4 
— — Повторные 18.2-4 
— по схеме Берипулли 18.7-4 
Истинностная таблица 12.8-7 . 
Итерационно-интерполяциоиный метод Эйт- 

кена 20.5-2 
Итерационпные методы числеиного решения 

уравпепий 20.2-2, 20.2-4 
— формулы численного решения уравне- 

ний 20.2-2 
Итерационный процесс, оценка ошибки 

— —, признак сходимости 20.2-2 
— —, улучшение сходимостн по Эйтке- 

ну —Стеффенсену 20.2-2 
Итерация Зейделя 20.3-2 
— простая 20,3-2 

К 

Каноническая система уравнепий Эйлера 
6-8 

Карданов подвес 14.10-6 
Кардинальное . число 4.3-2 
— -— бескопечное 4.3-2 
Кардиоида 2.6-1 
Карта Карно 12.8-7 
Касание лп-го порядка 17.1-5, 17.2-6 
Касательная к кривой плоской 17.1-1 
— — — пространственной 17.2-2, 17.2-4 

направляющие косинусы 17.2-4 
плоскость 17.2-2 
— к поверхности второго порядка 3. 5- 8 
адрант 2.1-2 
адрат 1.10-1 
адратичная форма 13.5-2 
— действительная 13.5-2 

неопределенная 13.5-2 
веотрицательная 13,5-2 
неположительная 13.5-2 
отрицательно определениая 13.5-2 
— полуопределенная 13.5-2 
поверхности. вторая основная 17.3-5 
— первая основная 17.3-3 
положительно определенная 13.5-2 
— полуопрэделенная 13.5-2 
симметрическая 1$3.5-2 
характеристическая 2.4-5, 3. 5-4 

вадратурная формула Гаусса 20. 7-3 
— Гаусса— Чебышева 20.7-3 
— Грегори 20.7-2 
— двумерная 20,7-5 
— Jlareppa 20.7-3 
— Чебышева 20.7-3 

— — Эрмита 20.7-3 
Квадратурные формулы Ныотона— Котеса, 

замкнутый тип 20.7-2 
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Квадратурные формулы, 
сравнепие 20.7-4 

Квадрика 3.5-1 
Квадриполь 15.6-5 
Квазилинеаризация 20.9-3 
Квантиль порядка Р 18.3-3 
Квартиль 18.3-3 
Кватернион 12.4-2 
Класс вычетов по модулю 12.2-10 
— геометрических объектов 16.1-4 
— инвариантных объектов 16.1-4 
— распределений Кэптейна 19.3-2 
— смежный лезый, правый 12.2-4 
— сопряженных элементов 12.2-5 
Коварнация 18.4-4, 18.4-8 
Колебание вынужденное 9.4-8 
— затухающее 9.4-1 
— свободное 9.4-8 
— собственное 9.4-1 
Колебания круглой мембраны свободные 

построение и 

— упругие 10.4-1 
— упругой струны свободные 
— характеристические 10.4-9 
Коллокация 20.9-9 
Кольцо 12.3-1 
— без делителей нуля 12.3-1 
— коммутативиое 12.3-1 
— с единицей 12.3-1 
Коммутатор операторов 14.4-2 
Компакт 12.5-4 
Комплексная плоскость 1.3-2, 7.2-4 
Комплексные числа сопряженные 

10.4-9 

3 

2 
1.3-1 

Комплексный каптурный интеграл 7.2-5_ 
Композиционный ряд 12.2-6 
— фактор 12.2-6 
Компоиснта 14.1-2 
Компоненты вектора физические 1 
— метрического тензора 6.2-3, 1 
-- момента мультиполя 15.6-5  . 
— тензора 16.2-1 
— — физические 16,8-3 
— функции 16.1-3 
Конические сечения 2.4-1 
Контур 7.2-3 
Конус 1.10-4, 3.1-15 
— действительный 3.5-7, 3.5-10 
— Моижа 10.2-1 
Конфигурации эквивалентные по отноше- 

нию к группе 18.7-3. 
Конформное отображение 
Конхоида Никомеда 2.6-1 
Конъюнкция 15.4-8 
Координата 14.1-2 
Координатная гиперповерхность 17.4-2 
— линия 86.2-2, 17.4-2 
— поверхность 6,2-2 
Координатные линии на поверхности 17.3-1 
— плоскости 3.1-2 
Координаты биполярные 6.5-10 

бицилиндрнические 6.5-10 
вектора 5.2-2 
— декартовы прямоугольные . 5.2-3 
— ковариантные 6.3-3 
— контравариантные 6.3-3 
— физические 6.3-2 
геодезические нормальные 17.4-7 
— полярные 17.3-13 
декартовы 2.1-2, 3.1-2 ` . 
— прямоугольные, общее преобразова- 
нне переноса и поворота 3.1-12 
— —, одповременное преобразоваиие 
переноса и поворота 2.1-7 

6.8-3 
6.7-1 

7.9-1 

P
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— — —, преобразование параллельного 
переноса 2.1-5, 3.1-12 

— — —, — поворота 2.1-6, 3.1-12 

PL
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E 
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Косинус-преобразование 

УКАЗАТЕЛЬ 

Координаты декартовы, связь с Поляр» 
ными 2.1-8 
изотермические 17.3-10 
изотропные 17.3-10 
конические 6.5-6 
криволинейные на поверхности 17.3-1 
— ортогональные, векторное произве- 
дение 6.4-2 
— —, векторный элемент линии 8.4-3 
а —, дифференциальные операторы 
6.4-2 

Р
Р
Р
}
 

криволинейный интеграл 6.4-3 
площадь поверхности 6.4-3 
символы Кристоффеля 6.5-1 
скалярное произведение 6.4-2 

— —, элемент объема 6.4-3 
— точкн 6.2-1 
—, элемент длины дуги 6.2-3 

оординаты линейные 2.3-3, 3.4-4 
неподвижной системы. 14.10-5 
нормальные 9.4-8, 13.6-2 
ортогональные 17.4-7 
параболическне 6.5-8, 6.5-9 
параболического цилиндра 6.5-9 
параболоидальные 6.5-7 
плюккеровы 2.3-3, 3.4-4 
повернутой системы 14.10-7 
полугеодезические 17.3-13, 
полярные 2.1-8, 6.5-1 
—, связь с декартовыми 2.1-8 
римановы с началом О 17.4-7 
середины отрезка 2.1-4, 3.1-7 
сферические 3.1-6, 6.5-1 
—, связь с Декартовыми 3.1-6 
тангенциальные 2,3-3, 3.4-4 
тензора 16.2-1 
тороидальные 6,5-11 
точечные 2.3-3 
точки 2.1-1, 16,1-2 
—. делящей отрезок в отношении № 
2.1-4, 3.1-7 
— пересечения трех плоскостей 3.4-5 
фокуса 2.4-9, 17.3-11 
функции 16.1-3 
центра кривизны 17.1-4 
— поверхности второго порядка 3.5-5 
цилиндрнческие 3.1-6, 6.5-1 
—, связь с декартовыми 3,1-6 
эллипсоида вращення вытянутого 
6.5-3 . 

— — сллюснутого 6.5-4 
эллипсоидальные общие 6.5-2 

— эллиптического цилиндра 86.5-5 
Корень. алгебраического уравнения 1.6-2 
— — — кратный 1.6-8 , 
— арифметический из действительного чис- 

ла 1.2-1 

— — п-й степени 1.2-1 
— из комплексного числа 1.3-3 
Корректность определення операции 12.1-4 
Корреляция отрицательная 20.10-2 
— ранговая ‘по Спирмену 19.7-6 
Косинус амплитуды 21.6-7 
Косинус-интеграл Фурье 4.11-3 

конечное табл. 
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17.4-7 . 
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8.7-1 
— Фурье 4.11-3 
Коэффициент асимметрии 18.3-3 
— вариации 18.3-3 

затухания 9.4-1 
искажения 7.9-1 

— корреляции '18.4-4, 18.4-8, 18.4-9 
— — сводный 18.4-9 
— — ранговой 19.7-6 
— разброса 18.4-8 
— регрессии 18.4-6, 18.4-9
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Козффициент регрессии, проверка гипо- 
тетического значения 19.7-4 

— чувствительности 13.6-4 
— эксцесса 18.3-3. 
Коэффициенты алгебраического уравнения 

1.6-3 
— бипомиальные, см. Биномиальные коэф- 

фициенты 
— мультиномиальные табл. 18,7-1 
— Фурье 4.11-1 
Кразсвая задача 9.1-2 
— — двумерная, решение 

функцин Грина 15.6-9 
— — двухточечиая, приведение к задаче 

Коши 9.3-4 
— для уравнения 

— — — пПараболического 10.3-4 
— — — эллиптического 10.3-4 
— корректная 10.3-4 
— линейная 10.4-2, 15.4-1, 15.4-2 
— общая, связь с интегральным урав- 
нением 15.5-2 
—, решение 15.4-12 
—, — методом интегральных преобра- 
зований 10.5-1, 10.5-3 
—, — разложением в ортогональные 
ряды 10.4-9. 

— — самосопряжениая 15.4-3 
— — трехмерная, решение -посредством 

функции КГрипа 15.6-6 
— — эрмитово сопряженная 15.4-3 

15.4-3 

посредством 

гиперболического | 
P
r
a
t
l
 

||
 

Краевые условия 15.4-1 
— — взаимно сопряженные 
— — дополнительные 15.4-2 
— — Неймана 15.5-7 
--.— эрмитово сопряженные 
Крамера правило. 1.9-2 
Кратность собственного зпачения алгебраи- 

ческая 14.8-3 
— — — Гсометрическая 14.8-3 
Кратиые интегралы, вычисление 
«Крест» 2.6-1 
Кривая. асимитотически приближающаяся 

к прямой 17.1-6 
— вогиутая 17.1-4 
— второго порядка 

инвариаиты 

15.4-3 

20.7-5 

2.4-1 
2.4-2 

— — — Невырожденная, геометрическое 
определение 2.4-9 
— — цолтральная 2.4-6 
выпуклая 17.1-4 
жорданова замкнутая 7.2-3 
изотропиая 17.3-10, 17.4-4 
минимальная 17.3-10 
пепрерывная 3.1-13, 7.2-3 
нулевой длины 17.4-4 

‚ Параметсическое задание 2.1-9 
простая 7.2-3 
— в смысле Жордана 3.1-13 
— замкнутая 3.1-13, 7.2-3 
регулярная 3.1-14 
средней квадратической регрессии 

— характеристическая 106.3-1 
— п-го порядка 2.1-9 
Иривизца 17.1-4, 17.2-3 
— гауссова 11.3-5 

геодезическая 17.3-4 
нормальная 17.3-4 
пормального сечения 17.3-5 
области иптегральпая 17,3-14 
первая 17.4-2 
полная 17.2-3, 11.3-5 
скалярная 17.4-5 
средняя 17.3-5. 
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Кривизна, формула 17.2-4 
Кривизны главпые 37,3-5 
Крнволинейные координаты см. Координа- 

ты криволинейные 
Криволинейный `ннтеграл 4.6-10 
— — векторный 5.4-5 
— — скалярный 5.4-5 
— —, условие независимости от 

интегрнрования 5.7-1 
Кривые второго порядка вырожденные 

2.4-8 
— плоские алгебраические, примеры 2.6-1 
— — трансцендентные, примеры 2.6-2 
Критерии иепараметрические 19.1-3 
Критерий знаков односторонний, двусто- 

ронний 19.6-8 
— значимости 19.6-4 
— качества 11.8-1 
— Коши равномерной сходнмости несобст- 

венвых интегралов 4.9-4 
— — — — Последовательностей или ря- 

дов 4.9-2 
— сходимости несобственных интегра- 
лов 4.9-3 
— — последовательностей или рядов 
4.9-1 
Льенара—1Пипара 1.6-6 

пути 

— некоррелировапности величин 19.7-4 
— Рауса—Гурвица 1.6-6 
— с фиксированной выборкой 19,6-9 
— статистической гипотезы _19.6-2 
— — — нанболее мощный 19.6-3 
— — — несмещенный 19.6-3 
— — — равномерно наиболее мощный 

19.6-3 
— — смещенный 19.6-3 
xX? с оцениваемыми параметрами 19.6-7 
— согласия 19.6-7 

Критерий-функционал 11.8-1, 11.8-4 
Критическая область 19.6-2 
Критическое множество 19,6-2 
Круг 1.10-3 
— кривизны 17.1-4, 17.2-2 
— сходимостн степенного ряда 7.5-2 
Кручение 17.2-3  ‘ 
—, формула 17.2-4 
Куб 1.10-6 

JI 

Лапласиан 5.5-8, 5.5-6. 
— скаляра 18.10-7 
Лемма. Абеля 4.8-5 
— Жордана 7.7-3 
— основная вариационного исчисления 

11.6-1 
— Шура 14.3-2 
Леммы фундаментальные варнационного 

исчисления 11.6-1 
Лемниската Бернуллн 2.6-1 
Линейная алгебра над кольцом 
— функция 11.4-1 
Линейное многообразие 14.2-1 
— —, Личейный базис 14.2-4 
— программирование 11.4-1 
Линейные дифференциальные уравнения 

сопряженные 13.6-3 
— ограничения-неравенства 11.4-1 . 
— ограничения-равенства 11.4-1 
Линейный интеграл 5.4-5 
— фупкциовал 14.4-9 
Линии градиента 5.5-1 
— пересечения поверхности с координат 

пыми плоскостями 3.1-18 
Линия асимптотическая 17.3-6 

12. 4-2
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Линия геодезическая 17.3-12, 17.4-3 
— — нулевой длипы 17.4-4 
— кривизны 17.3-6 
— пересечения двух поверхностей 3.1-16 
— тока 5.4-3 
— Узлов 14.10-86 
— характеристическая 10.2-1 
Логарифм 21.2-10 
— действительного числа 1.2-3 
— — —, свойства 1.2-3 
— десятичпый 1.2-3 
— натуральный (неперов) 1.2-3 
Логарифмическая точка разветвлепия 

Логарифмический  декремент 9.4-1 
Jidruxa Аристотелева 12.8-6 
— двузначная 12.8-6 
— символическая 12,8-6 
Локон Ацпьези 2.6-1 
Ломапая Эйлера 20.8-2 
А-дискриминантная крнвая’ 17.1-7, 17.3-11_ 

M 

Максимум внутренний 11.2-1, 
гравичный 11.2-11, 11.3-1 
кратного интеграла 11.6-9 
локальный 11.2-1, 11.3-1 
нсстрогнй 11.2-1 
определепного нитеграла 11.5-2 
— — внутреиний 11.5-2 
— — граничный 11.5-2 
— — сильный 11.5-2 
— — слабый 11.5-2 
условный 11.3-4 
функции абсолютный 4.3-3 

Математнческая операция 12.1-1 
— статистика 19.1-1 
Математическое ожидание случайной ве- 

личипы 18.3-3 

11,3-1 

Р
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— — суммы случайных величин 13.5-6 
— ‚— условное 18.4-5, 18.4-9 
— — функции от случайной величины 

18.3-3, 18.4-4, 18.4-8 
Матрица аддитивно обратиая 13.2-3 

альтернирующая 13.3-2 
антисимметрическая 13.3-2 
ассоциированная 13,3-1 
бесконечная 13.2-1 
‚ вековое уравнение 13.4-5 
вращений 14,10-6 
выигрышей 11.4-4 
Грина 9.4-3, 13.6-3 
денствительная 13.2-1 
диагональная 13.2-1 
единичная порядка п 13.2-3 
изменения состояния 20.4-7 
квадратная -вполие приводимая. 14.8-2 
— невырожденная 13.2-3 
— неособенная 13.2-3 
— порядка п 13.2-1 
3° приведение к диагональному виду 

- 13.4-3 

Е
 

—. — к треугольному 
— приводимая 14.8-2 
— разложимая 14.8-2 
—, собственные значения 13.4-2 
—, — числа 13.4-2 
ве аусловие невырожденности 13.2-3, 

-2 
—, Характеристические числа 13.4-2 
—, целочисленные степени 13.2-4 
клеточная 13.2-9 
—, собствеипые значения 13.4-6 
—, спектр 13.4-6 
комплексно сопряженная 13.3-% 

виду 

Е
 

1
 

Матрица конечная 13,2-1 
— корреляционная 18.4-8, 18,10-2 
— кососимметрическая 13.3-2 
— косоэрмитова 13.3-2 
— модальная 14.8-6 
— моментов 18.4-8 
— — выборки 19.7-2 
— мономиальная 13.2-1 
— над полем комплексных чисел ограни- 

ченная 13.2-1 
— наддиагональная 13.2-1 
— неотрицательная 13.5-2 
— неположнительная 13.5-2 
— нормальная 13.3-4 
— нулевая 13.2-3 
— ортогональная 13.3-2 
— отрицательно определенная 13.5-2 
— — Полуопределенная 13.5-2 
— передаточная 9.4-7 
— перестановки .13.2-6 
— положительно определенная 13.5- 2 
— — полуопределенная 13.5-2 
—, правила комбнинрования 13.3-3 
— присоединениая 13.3-1 
— противоположная 13.2-3 
— прямоугольная размера т хп пад 

полем 13.2-1 
—, разбиение на клетки. 20.3-4 © 
— решепнй фундаментальная 13.6-3 
— самосопряженная 13.3-2 
— симметрнческая 13.3-2 
— системы 1.9-4 
— — расширенная 1.9-4 
—, соответствующая сопряженному опе- 

ратору 14.7-5 
— сопряженная 13.3-1 
—, спектр собственных значений 13,4-2 
-- строго треугольная 1 
—, теоремы о разложении "43. 3-4 
— транспопированная 13.3-1 
— тргугольная 13.2-1 

` — унимодулярная 14.10-4` 
— Уунитарная 13.3-2 
—, характернстическое ypaBlieHHe 
— эрмитова см. Эрмитова матрица 
— эрмитово сопряжеяная 13.3-1 
Матрица-столбец 13.2-1 
Матрица-строка 13.2-1 
Матрицы конгруэнтпые 13.4-1 
— подобные 13.4-1 
— просто эквивалентные 13.4-1 
—, равные друг другу 13.2-2 
—, связанные преобразованием подобия 

13.4-8 

— соединенные 13.4-1 
— эквивалентные 13.4-1 
Меднана 1.11-3 
— распределения 18.3-3 
Мера 12.8-8 . 
— асимметрии пирсоновская 18.3-3 
— Лебега в пространствах двух, трех, ,.. 

измерений 4.6-14 
— внешняя 4.6- 14 
— внутренняя 4.5-14 
—, определение аксиоматическое 4.6-14 
—, — конструктивиое 4.6-14 
Лебега — Стилтьеса 4.6-17 
точности 18.8-4 

етод Бэрстоу решения алгебраических 
уравнений 20.2-4 
взаимных градиентов 20.3-2 
вращения 20.3-5 
вспомогательных функций решения за- 
дачи на условный экстремум 20.2-6 

— Галеркина 20.9-10 
— Гаусса 20.3-1 

Р
И
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Метод градиента 20.2-4, 20.3-2 
Горнера 20.2-5 
Греффе — Лобачевского 20.2-5 
Димсдейла 20.8-4 
динамического программирования 11.8-6 
Зейделя 20.3-2 
значимой выборки 20.10-3 
исключения, матричная запись 20.3-2 
— по главным элементам 20.3-1 
нсследования устойчивости по Ляпу- 
нову 13.6-7 
итерационный отыскания собственных 
значений и собственных векторов ма- 
трицы 20.3-5. 
квазилинеаризации для решения пели- 
пейпых двухточечиых краевых задач 
0.9-3 

— коллокации 20.8-4, 20.8-5 
— Крылова — Боголюбова приближенно- 

го решения дифференциальных уравне- 
ний 9.5-5 
Майера решепия дифференциального 
уравиения Пфаффа 2.6-2 

— матричный чиеленного решения урав- 
пений 20.2-5 

— Милна «предсказание — коррекция» 
’ 20.8-3, табл. 20.8-2 

моментов для отыскания оценок 19.4-3 
Мюллера решения уравпеиий 20.2-4 
наибольлиего правдоподобия для отыс- 
кания оценок 19.4-4 
нанмепьших квадратов 20.9-10 
— — дискретный 20. 5-1 
нанскорейшего спуска 20.2-7, 20.3-2 
Нумерова решения линейных диффе- 
ренциальпых уравнений 20.8-7 
Ньютопа числениого решения уравне- 
ний 20.2-2, 20.2-8, 20.9-3 
Падэ 20.6-7 
Пикара последовательных приближе- 
ний 20.8-6 
преобразования Лапласа 20.4-6 
проб 20.2-2 
простой итерации `20.3-2 
расслоенной выборки 20.10-2 
секущих 20.2-2 
случайных возмущений 20.2-6 
средних квадратнческих приближений 

функций Грина для неоднородных крае- 
вых условий 15.5-4 
— —, Приложение к задаче с началь- 
ными условиями 15.5-3 
Хемминга «предсказание — коррекция» 

чисто случайного поиска 20.2-6 
Штурма 1.6-6 
Эйлера решения задачи Кощи 20.8-2 
г-преобразования для линейных раз- 
ностных уравнений 20.4-6 

Методы аппроксимирующих 
20.9-9, 20.9-10 
возмущений 11.4-2, 13.6-4. 
генерирования случайных чисел 20.10-4 
исключения 20.3-1 
итерационные числепного решения си- 
с№мы уравнений 20.2-6, 20.3-2 
— — — Уравнения 20.2-2, 20.2-4 
ыноготаговые решения задачи Коши 

— улучшенные 20.8-4 
Монте-Карло 20.10-1 
одношаговые решения задачи 
20.8-2 

— поиска 29.2-6 
— релаксации 20.3-32 
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функций 

Коши 

Методы Рунге-Кутта решепня задачи Коши 
20.8-2, 20.3-4—20.8-7, табл. 20.8-1 

— Типа «предсказание — коррекция» 20. 8-3 
табл. 20.8-2 

— третьего порядка 20.8-2 
— уменьшения дисперсии оценки 20.10-2 

четвертого порядка 20.8-2 
Метрика 12.5-2 
— в пространстве [.; 15.2-2 
Метрическая эквивалентность функций 

5.2-2 
Минимум внутрениий 11.2-1, 11.3-1 
— граничный 11.2-1, 11.3-1 
— кратного ннтеграла 11.6-9 
— локальный 10.2-1, 11.3-1 
— пестрогий 11.2-1 
Минимум определенного иитеграла 11.5-2 
— — — внутренний 11.5-2 
— — — граничный 11.5-2 
— — — сильный 11.5-2 
— — -- слабый 11.5-2 
— Условный 11.3-4 
— функции абсолютный 4.3-3 
Мипор 1.5-2 
— главный 1.5-4 
— дополнительный 1.5-4 
— /71-го порядка 1.5-4 
Мнимая единица 1.3-1 
— ось 1.3-2 
— часть комплексного числа 1.3-}3 
Миогогранинк решений задачи линейного 

программирования 11.4-1 
Мпогограниики прапильные 1.10-6 
Многообразие пачальных и конечных со- 

стояний 11.8-1 
Мпогообразия инвариантные 14,8-2 
Мниогоугольиники правильные 1.10-1, 1.10-2 
Многочлен 1.4-3, 7.6-5 
—, алгоритм деления 1.7-2 
—, разложение на множители 1.7-1 
— симметрический 1.4-3 
— тригонометрический 4.11-2 
Многочлены Берпулли 21.5-2, 21,5-3 

— порядка п 21.5-2 
Гегенбзуэра 21.7-8 
гипергеометрические 21.7-8 
Лагерра обобщенные 21.7-5 
Лежандра первого рода 21.7: 
—, теорема сложения 21.8-3 
ультрасферические 21.7-8 
Чебышева первого, второго рода 20.6-3, 
21.7-7, табл. 20.6-1 
— смещенные 20.8-4, табл. 20.6-1 
Якоби 21.7-8 

Множества отделенные 12.5-1 
Мпожество бесконечное 4.3-2 

векторов: линейно зависимое 
— — независнмое 14.2-3 
вполне упорядочепное 12.6-2 
всюду плотное. 12.5-1 
выпуклое 11.4-1 
дискретное 4.3-8 
допустимых значений задачи линейного 
программирования 11.4-1 
замкнутое 4.3-6, 12.5-1 
значений функции 4.2-1 
измеримое с мерой Лебега 4. 6- 14 
компактное 12.5-1 
— в себе 12.5-1 
— в С 12.5-1 
конечное 4.3-2 
линейно упорядоченное 12.6-2 
неограниченное 4.3-3 
ограниченное 4.3-3, 4.3-6, 
открытое 4.3-6, 12.5-1 
относительно компактное 12.5-\ 
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Множество полное 12.6-1 
производное 12.5-1 
просто упорядоченное 12.6-2 
пустое 4.3-2 
связное 4.3-6, 12.5-1 
собственное 4.3-2 
совершенно упорядоченное 12.8-2 
счетное 4.3-2, 
топологического простраиства откры- 
тое 12.5-1 
точечное линейное 4.3-1 
условно полное 12.6-1 
частично упорядоченное 12.6-1 
элементарных событий 18.2-7 

Множители Лагранжа 11.3-4, 11.6-2 
— многочлена 1.7-1 
Множитель левый 16.9-1 
— многочленов общий 1.7-3 
— нормирующий 18.3-4 
— правый 16.9-1 
Мода распределения дискретпого 
— — непрерывного 18.3.3 
Модели изоморфные 12.1-6 
Модель 12.1-1 
— математическая 12,1-1 
— термоэлектронного тока 18.11-4 
Модули дополнительные полного нормаль- 

ного эллиптического интеграла Ле- 
жандра 21.6-8 

Модуль 12.2-10 
— всктора 5.2-5, 
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18.3-3 

16.8-1 
— действительного числа 1.3-2 
— комплексиого числа 1.3-2 
— нормального эллиптического иитегра- 

ла Лежандра 21.6-6 
Модулярный Угол нормального эллипти- 

ческого интеграла Лежандра 21.8-6 
Момент выборочный 18.941 

корреляционный 18.4-4 
случайной величины 
18.4-8 
— — абсолютный 18.3-7 
— — пачальный 18.3-7, 18.4-4, 18.4-8 

— факториальный 18.3-7 
— — центральный 18.3-7 
— центральный 18.3-7, 18.4-4, 18.4-8 
— — второго порядка 18.4-4, 

14. 2-5, 

[1 18.3-7, 18.4-4, 
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Мощность критерия 19.6-2 
— множества 4.3-2 

Н 

Направление асимптотическое 17.3-6 
— главное Риччи 17.4-5 
— главной нормали 17.4-2 
— изотропное 17.4-4 
— кривой 17.4-2 
— координатных линий положительное 
6.2- 
— положительное 7.2-4 
— положительной нормали 17.3-2 
Направлеиия сопряженные 17.3-6 
Направляющая конуса 3.1-15 
— цилиндра 3.1-15 
Направляющие косинусы 2.1-4, 3.1-8 
— — вектора 5.2-3 
— — прямой 3.3-1 
Направляющий вектор ‘прямой 3.3-1 
Натуральные числа, принцип полной ин- 

дукцин 1.1-2 
Невязка 20.2-4 
Нелинейное программирование 
Неопределениый интеграл 4.6-4 
— — от вектор-функции 5.3-3 

1 1.4-3 

Непрерывная дробь 4,8-8 
Непрерывность суммы функцнонального 

ряда 4.8-4 
— функции 4.4-6 
— — равномерпая 4.4-6 
Неравенства 1.1-5, 12.6-2, 12.6-3 
Неравенство Адамара 1.5-1 . 
— Бесселя 14.7-3, 15.2-3 - 

Гельдера 4.6-19 
Коши 1.3-2 
Коши — Буняковского 4.6-19 
Коши — Шварца 4.6-19, 14.2-6, 15.2-1 

Минковского 4.6-19, 14.2-5, 15.2-1 
Сильвестра 13.2-7 
треугольника 12.5-2 

— Чебышева 18.3-5 
Несобственный интеграл 4.6-2 
— — сходящийся 4.6-2 
— — — абсолютно 4.6-2 
— — — равномерно 4.6-2 
— — — условно 4.6-2 
Норма вектора  14.2-5, 
— матрицы 13.2-1 
— — евклидова 13.6-5 
— оператора конечная 14.4-1 
— функции 15.2-1 
Нормализатор подгруппы 12.2-7 
— элемента 12.2-7 , 
Нормаль главная 17.2-2, 17.2-4 
— —, направляющие косинусы 
— к кривой 17.1-2 
— к поверхности 17.3-2 
— — — второго порядка 3.5-8 
Нормальная плоскость 17.2-2, 

— производная от 
5.6-2 

— реакция на -внешнюю нагрузку 9.4-2 
— — па единичный импульс $.4-3 
Нормальное сечение 17.3-4 
Нормальные сечения‘ главные 17.3-5 
Нормальный делитель 12.2-5 
— ряд -12.2-6 
Нормирование 18.3-4 
— последовательности функций 
— случайной величины 18.5-3 
— фувкции 15.2-1 
Нормы матриц табл. 13.2-1 
Нули ортогональных миогочленов 21,7-2 

— цилиндрических функций 21.8-3 
Нуль 1.1-2 
— функции 1.6-2, 7.68-1 
— — порядка т 7.6-1 
Нуль-тензор 16.3-2 
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15.2-1, 16.8-1 

17.2-4 

17. 2-4 

скалярной функции 

15.2-5 

Область 4.3-6 
— Дирихле 15.6-2 

допустимых управлений - 11.8-1 
замкнутая 4.3-6 
измеримая по Жордану 4.6-11 
квадрируемая 4.6-11 
многосвязная 4.3-6 
ограниченная 7.2-4. 
односвязная 4.3-6 
определения 4.2-1 
с естественными границами 7.8-1 
отбрасывания 19.9-3 
принятия гипотезы 19.9-3 
функции фундаментальная 7.39-1 
целостности 12.3-1 

Образ модели гомоморфный 12.1-6 
Образующая линейчатой поверхности 3. 1-15 
Обращение матриц 20.3-3, 20.3-4 
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Обращенне преобразования Лапласа 8.2-5, 
8.2-6, 8.2-8 

Обход положительный 7.2-4 
Объединение 4.3-2 
— событий 18.2-1 
Объект абсолютно антисиммстричный по 

всем индексам 16.5-1 
— i симметричный по всем индексам 

5.6-1 
— антисимметричный по паре индексов 

— — по всем индексай 16.5-1 
— кососимметричный по паре индексов 

16.5-1 
— симметричный по паре индексов 16.5-1 
— — по всем индексам 16.5-1 
Объем выборки 19.1-1 
— области 4.6-11 
— параллелепинеда 3.111 
— тетраэдра 3.1-11 
Объемный интеграл векторный 5.4-7 
— —, связь с поверхностным 5.6-1 
— — скалярный 5.4-7 
Овалы Кассини 2.6-1 
Огибающая поверхность 17.3-11 
— семейства интегральных кривых 9.2-2 
— — плоских кривых 17.1-7 
Ограничение-неравенство К-го порядка для 

переменных состояния 11.8-4 
Одночлен 12.8-2 
Окрестность точек --со, --со 4.3-5 
—Тточки 4.3-5, 7.2-2, 12.5-1, 12.5-3 
Окружности концентрические 2.5-1 
—, условие ортогональности 2.5-1 
Окружность 1.10-3, 2.5-1 
— дсвяти точек 1.11-2 
— Фейербаха 1.11-2 
Октаэдр 1.10-6 
Октиполь 15.6-5 
Операнд 12.1-1 
Оператор аитисимметрический 

взаимно сопряженный 15.4-3 
кососимметрический 14.4- 
косоэрмитов 14.4-4 
Лапласа 65.5-5, 16.10-7 
—, правила повторного 

14.4-6 

применения 

линейный 14.3-1 
бесконечно малый 14.4-10 
вполне приводимый 14.8-2 
нсвырожденяый 14.3-5 
несобственный 14.3-5 
ограничеиный 14.4-1 

'дозыскание собственных 

— — значений 14.8-5 
представление в разлнчных бази- 

сах 14.6-2 
—, — диадическое `14.5-4 
—, — матричное 14.5-2 
— приводимый 14.8-2 
разложимый 14.8-2 
—, характеристическое 
14.8-3 
набла (\7) 5.5-2, 5,5-8 
—, свойства 5.5-2 
нормальный 14.4-8 
—, спсктральвое представление 14.8-4 
обратный 14.3-5 
ортогональный 14.4-6 
правила комбинирования 14.4-7 
резольвентный 14.8-3 
самосопряженный 15.4-3 ^ 
— Штурма — Лиувилля 15.4-3 
симметрический . 14.4-6 
смещения 20.4-2 
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Оператор сопряженный 14.4-3, 14.4-9 
—, теоремы о разложении 14.4-8 
— транспонированный 14.4-6 
— унитарный 14.4-5 
— усреднения 20.4-2 

целые степени 14,3-6 
эрмитов 14.4-4, 15.4-3 

неотрицательный 14.4-4 
неположительный 14.4-4 
отрицательно определенный 
— полуопределенный 14.4-4 
положительно определенный 
— Полуопределенный 14.4-4 
самосопряженный 14.4-4 

‚ спектральное представление 14.8-4 

14.4-4 

14.4-4 

Операторы дифференциальные эрмитово 
сопряженные 15.4-3 

—, Последовательное применение 14.5-3 
— разностные 20,4-2 
— — двумерные 20.9-4 
—, соотношения между ннми 20.4-2 
Операции пад векторными функциями 5.5-1 
— — скалярными функциями 5.6-7 
Операция 12.1-1 
— коммутативная 12.2-1 
— корректная 12.1-4 
— линейная 14.3-1 
Опорный план 11.4-1 
Определение аксиоматическое 12.1-1 
— конструктивное 12.1-1 
Определенный интеграл в смысле Римана 

важнейшие свойства 4.6-1 
вычисление с помощью теоремы 

о вычетах 7.7-3 
— — от вектор-функции 5.3-3 
Определитель 1,5-1 
— Вандермонда 1.6-5 
— ПЗронского 9.3-2 
— Грама 5.2-8 
—. изменение порядка 1.5-7 
— Казоратти 20.4-4 
— метрического тензора 17.3-7 
— олератора 14.6-2 
—. Разложепие Лапласа 1.5-4 
—, свойства 1.5-5 
— системы линейных уравнений 
Оптимальное решение 11.4-1 
Оптимальный план 11.4-1 
Ордината 2.1-2 
Оригинал 8.2-1 
—, асимптотическое разложение 8.4-9 
Орт 5.2-5 
Ортогонализация последовательности функ- 

ций 15.2-5 
Ортогональная 

14.2-8 
Ортогональные многочлены 21.7-1, 21.7-3 
Оси координат 2.1-2, 3.1-2 
Основание степени 1.2-1 
Особая точка вырожденная 9.3-10 
— — функцчи 7.6-2 
Особенность функции 7.6-2 
— — изолированная 7.6-2 
— — устранимая 7.6-2 
Остаток 1.71-2 
— ряда 4.7-1 
Остаточный член 20.5-2 

e 

— —, 

1.9-2 

проекция пространства 

.— — ряда Лорана 7.5-3 
— — — Тейлора 7.5-2 
— — формулы Тейлора 4.10-4 

форме Лагранжа 4.10-4 
Ось вращения 14.10-2 
— гиперболы действительная 2.5-2 
— — миимая 2.5-2 
— эллипса большая, Малая 2.5-2 

_---в
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Отклонение вероятное (в.о0.) 18.8-4 
от точки до прямой 2.3-1 
радиальное 18.8-7 
среднее абсолютное (с. а. 0.) 
— квадратическое 18.3-3 
точки от плоскости 3.4-2 

тношение включения логическое 12.8-3, 
18. 2- 

неполной бета-функции 21. 4-5 
порядка 12.6-1 
равенства, симметрия 1.1-3, 
—, транзитивность 1.1-3, 12.1-3 
Стьюдента 19.5-3 
тождества 1.1-4 
эквивалентности 12.1-3 

Отображение взаимио однозначное 12.1-4 
— дробно-линейное 7.9-2 

Жуковского 7.9-3 
нзогональное 7.9-1 
изометрическое 17.3-10 
класса в класс 12.1-4 
конформное 7.9-1, 17.3-10 
— второго рода 7. 9-1 
непрерывное в топологическом прост- 
ранстве 12.5-1 
— в точке 12.5-1 
обратное 12.1-4 
однозначное 12.1-4 
сжатое 12.5-8 
топологическое 12.5-1 
эквиарсальное 17.3-10 

(= -|- =) 7.9-3 

Отражение экстремалей от граничной ли- 
ини 11.6-7 

Отрезок 4.3-4 
Отрицание логнческого события 18.2-1 
Оценка асимптотически эффективная 19.4-1 

достаточная 19.4-1 
несмещенная 19.1-3, 19.4-1 
ошибки приближения 20.2-2 
по Байесу 19.9-2 
по методу наименьших квадратов 19.9-4 

18.3-3 

#1
17

] 
о 

12.1-3 

pr
y 
b
d
 

о
 

П
А
Р
Е
 

= 

совместная асимптотически эффектив- 
ная 19.4-1 

— совместно достаточная 19.4-1 
— — эффективная 19.4-1 
— состоятельная 19.1-3, 19.4-1 

эффективная 19.1-3, 19.4-1 
Ошнбка 20.2-4 
— вероятная круговая 18.8-7 
— второго рода 19.6-2 
— квадратичная средпяя взвешенная 

— пачальных данных 20.1-2 
— округления 20.1-2 
— первого рода 19.6-2 
— радиальная 18.8-7 
— — средняя 18,8-7 
Ошибка, см. также Погрешность 
— усечения 20.1-2, 20.8-1 
— — локальная 20.8-1 

п 

Пара полярно сопряженпых прямых 3.5-8 
Парабола 2.4-8, 2.4-9 

Нейля 2.6-1 
— полукубическая 2.6-1 
—, построение 2.5-4 
—, — касательных в нормалей 2.5-4 
Параболоид гиперболический 3.5-7, 3.5- 10 
— эллиптический 3.5-7, 3.5-10 
Параллелограмм периодов 21.6-1 
Параллельность прямых 2.3-2 

Параллельные геодезические 17.4-6 
Параметр Генеральной совокупности 19.1-2 
— нормального эллиптического интегра- 

Лежандра третьего рода 21.6-6 
Параметрическое задаиие кривой 3.1-13 
— — плоскости 3.2-2 
Параметры Кэли — Клейна 14.10-4 
— Эйлера 14.10-3 
Первообразная 4.6-4 
Переменная зависимая 4.2-1` 
— канонически сопряженная 11.6-8 
— независимая 4.2-1 
— присоединенная 11.6-8 
— состояния 11.8-1, 13.6-1 
— управляющая 11.8-1, 11.9-1 
— фазовая 11.8-1, 13.6-1 
Перемепные сопряженные 11.8-2 

`’Пересечение 4.3-2 
Период примитивный 21.6-1 
— функции 4.2-2 
Перпендикулярность прямых 2.3-2 
Пирамида 1.10-4 
План задачи линейного программирова- 

ния в стандартной форме 11.4-1 
— опорный 11.4-1 
— оптимальный 11.4-1 
Плоскость 3.2-1 
Плотность распределения вероятностей 

18.3-2, 18.4-3 
— — нормального 18.8-4 
— — случайных величин 18.6-4 
— — условипая 18.4-5 
— спектральная взаимная по множеству 

наблюдений 18.10-3, 18.19-6 
— мощности взаимная 18.10-5 
— по времени 18.10-8 
стандартизованной случайной величины 
19.3-3 

11
} 

Площадь области’ 4.6-11 
— параллелограмма 3.1-10 
— поверхности 4.86-11. 
— треугольника 2.1-4, 2.1-8, 3.10-10 
Поверхности второго порядка. классифи- 

кация 3.5-3 
—— —, параметрическое задачие 3.5-19 
Поверхностный интеграл векторный 5.4-6 
— —, связь с объемным 5.6-1 
— — скалярный 5.4-6 . 
Поверхность вращения 3.11-15 

второго порядка 3.5-1 
— — центральная 3.5-5 
как риманово пространство 17.3-7 
линейчатая 3.1-15 
минимальная 17.3-6 
непрерывная 3.1-14 
простая 3.1-14 
регулярная 3.1-14, 
уровня 5.4-2 

Погрешнослъ квадратной формулы Гаусса 
20.7- 

— — — Чебышева 20.7-3 
— максимальная 12.5-4. 
— приближения 12.5-4, 
—, см. также Ошибка 
— средняя квадратическая 12.5-4 
Подвижный трехгранник 17.2-2 
Подгруппа 12.2-2 
— инвариантная 12.2-5 
— несобственная 12.2-2 
— нормальная 12.2-5 
— собственная 12.2-2 = 
— сопряженная 12.2-5 
Подкольцо 12.3-2 
Подматрица 13.2-8 
Подмножество 4.3-2 
Подполе 12.3-2 
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Подпростраиство 14.2-2 
— собственное 14.2-2 
Покрытие множества 12.5-4 
Поле 12.3-1 

векторное 5.4-3 
— безвихревое 5.7-1 
— соленоидальное 5.7-2 
—, теорема единственности 5.7-3 
Галуа 12.3-1 
кватерниопов 12.4-2 
KOMMYTATHBHOe 12.3-f 
липейных элементов 9.2-2 
направлений 9.2-2 
некоммутативное 12,3-1 
отношений 12.3-3 
скалярное 5.4-2. 
упорядоченное 12.6-2 
экстремалей 11.6-10 

Полоса 10.2-1 
— характеристическая 10,2-1 
Полуширота 18.3-3 - 
Полюс 2.1-8, 2.4-10, 17.3-13 
— касательной плоскости к ‚поверхности 

второго порядка 3.5-8 
— функции порядка т 7.6-2 
Поляра точки 2.4-10 
Полярная кривая 17.2-5 
— ось 2.1-8 
— Плоскость точки относительно поверх- 

ности второго порядка 3.5-8 
— Поверхность 17.2-5 
— прямая 17.2-5 
Полярные координаты 2.1-8 
Полярный радиус 2.1-8, 3.1-6 
— угол 2.1-8 
Ггоправка Шеппарда на группировку 19.2-5 
Порядок 12.6-1 
— группы 12.6-1, 18.7-3 
— дифференциального уравнения 9.1-3 

определителя 1.5-1 
разностн 20.4-1 
точки разветвления 7.4-2 
целой функции. 7.6-5 
частной пронзводной 
элемента 12.2-3 
эллиптической функции 21,6-1 

Последовательность 4.2-2 
— двойная сходящаяся 4.4-5 
— квадратично интегрируемых фуикций, 

сходящаяся в среднем 15.2-2 
Коши 12.5-4 
матриц сходящаяся 13.2-11 - 
случайных величин, сходящаяся в 
среднем 18.6-3 

— случайных величин, сходящаяся в сред- 
нем 18.6-3 

‚ — Чо вероятностн 18.6-1 
сходящаяся 4.4-1 

‚ — К пределу 12.5-3 
— фундаментальная 12.5-4 
— функций ортонормированная' 15.2-3 
— — — полная 15.2-4 
— — равномерно сходящаяся 4.4-4 
Постоянная времени 9.4-1 
— затухания 9.,4-1 
— иитегрирования 4.86-1 
— Эйлера — Маскерони 21.3-1, 21.4-1 
Потенциал безвихревого векторного поля 
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4.5-2 
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векторный зекторного поля 5.7-2 
двойного слоя 15.6-5 
диполя 15.6-5 
запаздывающий 15.6-10 
комплексный 15.6-8 . 
погарифмический точечного источника 
5.6- 
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Потенциал мультиполя 15.8-5 
— опережающий 15.8-10 
— простого слоя 15.5-5 
—, Разложение по мультиполям 15.6-8 
— скалярный безвихревого векторного по- 

ля 5.1-1 
— точечного заряда 15.6-5 
ПЛотенциалы распределений зарядов и ди- 

полей объемные, поверхностные 15.8-5$ 
Поток вектора через поверхность 5.4-8 
Почти всюду 4.6-14 
Правила дифференцирования 4.5-4 
— — ковариантного 16.10-5 
— Непера 1.12-3 
Правило Коши умножения рядов 4.8-3 

Крамера 1.9-2 
Лейбница 4.6-1 
ложного положения 20.2-2 
Лопиталя 4.7-2 
параллелограмма 6.2-1 
Симпсона 20.6—2 
соответствия 4.2-1, 12.1-1 
трапеций 20.68-2 
Уэддля 20.6-2 

редел в средием квадратично интегри- 
руемых функций 15.2-2 
вектор-функцин 5.3-Г 
двойной 'последовательности 4,4-5 
матричной функции 13.2-11 
последовательности 4.4-1 
— производящих функций 18.6-2 
— характеристических функций 18.6-2 
суммы функционального ряда 4.8-4 
функции 4.4-1 
— по совокупности переменных 4.4-5 
— распределения 18.6-2 
—. слева 4.4-7 

— — справа 4.4-7 
Пределы интегрирования 4.6-1 
—, операции. над ними 4.4-2 
Предельный ‘цикл 9.5-3 
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— — устойчивый 9.5-3 
Представление алгебры кватернионов 

вращение кватернионов 14.10-4 
групп 12.2-9 
группы вполне приводимое 14.9-2 
— гомоморфизмов 14.9-1 
— истинное 14.9-1 
— конечной регулярное 14.9-1 
— неприводимое 14.9-2, 14.9-3 
—, неприводимые компонеяты 14.3-2 
— ограниченное 14.9-1 
— ортоговальное 14.9-1 
— приводимое 14.9-2. 
— разложимое , 14.9-2 
— размерности 14.9-1 
— степени л 14.9-1 
— точное 14.3-1 
— ‘унитарное 14.9-1 
—, условия приводимости 14,9-2 

Представления группы подобные 14.9-1 
— — эквивалентные 14.9-1 
Преломление экстремалей ` 11.6-7 
Преобразование антисимметрическое 14.4-6 

аффинное 14.10-8 
базисных векторов 4,5-1, 14.6-1 
— —, матричная запись 14.6-2 
Ганкеля конечное табл. 8.7-1 
— — кольцевое табл. 8.7-1 
Гильберта 8.6-1 
допустимое 6.2-1 
инвариантное 12,1-5 
индуцированное 16.1-4 
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Преобразование интегральное см. Интег- 
ральное преобразование. 
к главным осям 14.8-6 
каноническое 10.2-6 
— унивалентное 10.2-6 
квадратичных форм 13.5-4 
класса в класс 12.1-4 
когреднентное 16.6-2 
контрагредиеитное 16.6-2 
— базисных векторов 14.7-6 
координат 14.1-3 
—, активная и пассивиая точки зре- 
ния 14.1-3 
— векторов, активная и 
точки зрепия 14.5-1, 14.6-1 
кососимметрическое 14.4-6 
Куммера 4.8-5 
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нассивная 

—, абсцисса 
8.2-2 
— в форме интеграла Стилтьеса 8.6-3 

реобразоваиие Лапласа дискретное 8.7-3 
— двустороннее 8.6-1, 8.6-2 
— для произведений оригиналов на 
синус или косинус 8.3-2 
—, достаточные условия существова- 
ния 8.2-4 
— импульсных фупкций 8.5-2, 20.4-6 
— Обратиое 8.2-5 
6 > Для рациональных функций 8.4-4, 

— —, достаточные условия существо- 
вания 8.2-7 

—, Приемы вычисления 8.4-3, 8.4-9 
—, Условие единственности 8.2-8 
односторониег 8.2-1, 10.5-2 
периодических функций 8.3-2 

‚ предельные теоремы 8.3-4 
ступенчатой функции 20.4-5 

33 таблица соответствия операций 

—, таблицы 8.4-1 
—, теорема обращения 8.6-2 
33 теоремы соответствия операций 

— условие единственности 8.2-8 
Лапласа — Карсона 8.6-1 
Лежандра л-мерное 10.2-5 
линейное бесконечно малое 
— вполне приводимос 14.8-2 
—, матричное представление 14.5-2 
— невырожденное 14.3-5 
— несобственное 14.3-5 
— ограниченное 14.4-1 
— приводимое 14.8-2 
— разложимое 14.3-2 
Меллина 8.6-1 
нулевое 14.3-3 
обратное 12.1-4, 14.3-5 
ортогональное 3.1-12, 
подобия 13.4-1 
пространства 
14.3 -1 

абсолютной сходимости 
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14.4-10 

14.4-6 

линейное однородное 

симметрическое 14.4-6 
случайной величины 18.5-2 
— — линейное 18.5-3 
соприкосновения 10.2-5 
тождественное 14.3-4 
транспоннированное 14.4-6 
функциональное 8.7-1 
Фурье 8.6-1 
— и целые функции 7.6-5 
— обобщенное 4.11-4, 18.10-10 
Эйлера 4.8-4 
эрмитовых форм 13.5-4 

2- преобразование 8.7-3 

` 

Лапласа, абсолютная сходимость 8,2-8 
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Приближения многочленами Чебышева 
табл. 20.6-4 

— равномерные 20.6-4 
— — функций многочленами Табл. 20,6-2 

и табл. 20,6-3 
рациональными дробями 20.6-7 
см. также Аппроксимация 
функций многочленами по методу наи- 
меньших квадратов на интервале 20.6-2 
= .— — дискретном мно- 

жестве 20.6-3 
Приведение матриц 14.8-6 
Призма 1.10-4 
Признак сходимости, см, Сходимость 
— Устойчивости решений системы линей- 

ных разностных уравнений 20.4-8 
Примитивная 4.6-4 
Принцип аргумента 7.6-9 
— Гамильтона 11.5-7 
— двойственности 3.4-4 
— копсерватизм функциональных урав- 

нений 7.8-1 
максимума Понтрягина 11.8-2 
минимакса Куранта 14.8-8, 
наложения 20.4-4 
оптимальности Беллмана 11.8-6, 11.9-2 
сжатых отображений 11.5-6 
симметрии 7.8-2 
суперпозиции для 
14.3-1 

Приращение функции 11.4-1 
Программа контроля 20.1-2 
Программирование динамическое 11.3-} 
— линейное 11.4-1 
— нелинейное 11.4-3 
Прогрессия арифметическая 1.2-6 
— геометрическая 1.2-7, 21.2-12 
— — бесконечная 4.10-2 
Проективная плоскость 7.2-4 
Проекции направляющего вектора на коор- 

динатные оси 3.3-1 

1 5.4-7 
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класса операции 

Проекция вектора на подиространство 
14.2-7 

— направлениого отрезка `на ось 8.1-9 
— — — на плоскость 3.1-9 
— — — ва прямую 3.1-9 
— пространства ‘ортогональная 14.2-8 
— стереографическая 7.2-4 
Произведение 12.2-{ 
— бесконечное 4.8-7 
— вектора на диадик 16.9-2 
— — на скаляр 5.2-1, 15.2-1 
— векторное 16.8-4 
—— векторов альтернированное 16.5-4 

— скалярное 15,2-1 
внешнее 12.7-2 
внутреннее 16.8-} 
групп вращений прямое 14.10-8 
— прямое 12.7-2 
действительных векторных пространств 
прямое 12.7-3 
диадика на вектор 18.9-2 
диаднков. 16.9-2 
— векторное 16.93-2 
диапное 16.9-1 
интегральных преобразованнй 
классов декартово 12.7-1 
комплексных чисел 1.3-1, 1.3-3 
линейных операторов 14.3-4 
— преобразований 14.3-4 
логическое 4.3-2 
матриц 13.2-2 
— внешнее 13.2-10 
— прямое 13.2-10 
матрицы на скаляр 13.2-2 
подмножеств 12.2-4 
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Произведение представлений кронекеров-. 
ское 14,9-6 
— прямое 14.9-6 
рядов 4.8-3 
скалярное 16.8-1 
смешанное 16.8-4 
событий логическое 18.2-1 
тензора на скаляр 16.3-4 
тензоров внешнее 16.3-6 
— внутреннее 18.3-7. 
топологическое 12.7-4 

роизводная абсолютная истинного тензор 
16.10- 
— относительного тензора 16.10-8 

роизводная в среднем от случайного про- 
цесса 18.9-4 
вектора 16.10-1 
вектор-фупкцин 5.3-2 
импульсной функции 21.9-3, 
ковариантная 16.10-4 
неявной фуикции 4.5-4, 4.5-7 
нормальная от скалярпой функции 5.8-2 
обратной функции 4.5-4 
по дуге, обозначение 17.2-1 
по направлению высшего порядка 5.5-4 
— — от векторной функции точки 5.5-3 
53 от скалярной функции точки 

по нормалн 15.5-4 
полная векторной функции вдоль кри- 
вой 5.5-3 
ть калярной функции вдоль кривой 

случайной функции 18,9-4 
— —, Математическое ожидание 18.9-4 
— —, корреляционные функции 18.9-4 
ступенчатой функции 21.9-3 
тензора по направлению 16.10-8 
функции вторая, третья, ... (второго. 
третьего, ... порядка) 4.5-1 
—, заданной параметрически 4.5-4 
— левая 4.5-1 | 
— Первая (первого порядка) 4.5-1 
— правая 4.5-1 ` 
функция 7.3-1 
частная см. Частная производная 

Производные ковариантные высших пох 
рядков 16.10-6 

Производящая функция 8.7-2 . 
— многочленов Лагерра табл. 21,7-1 
— — Лежандра табл. 21.7-1 
— — Чебышева табл. 21.7-1 
— — Эрмита табл. 21.7-1 
— моментов 18.3-8 
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21.7-7 
— семнинвариантов 18.3-10 
— сочетаний и размещений 18.7-2 
— Факторнальных моментов 18.3-8 

— — экспоненциальная 8.7-2 
Промах 20.1-2 
Промежуток замкнутый 4.3-4 
Прообраз множества полный 12.5-1 
Пропорции производные 1.4-2 
Пропорция 1.4-2 
Пространства гомеоморфные .12.5-2 
— изометричные 12.5-2 
— функций, примеры табл. 12.5-2 
— числовых  Последовательностей, 

меры. табл. 12.5-1 
Лространство банахово 14.2-7 
— бикомпактное 12.5-1 
— векторное линейное 14.2-1 
— — — над кольцом 12.4-1 
— выборок 18.2-7 
— гильбертово 14.2-7 

при- 

— обобщенных многочленов Лагерра 
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Пространство гомеоморфное 12.5-1 
двойственное 14.4-9 
дуальное 14.4-9 
компактное 12.5-1 
локально евклидово 17.4-6 
метрическое 12.5-2 
— вполне ограниченкое 12.5-4 
— компактное 12.5-4 
— ‘локально компактное 12.5-4 
— полное 12.5-4 
представляющее 14.9-1 
псевдоевклидово 17.4-6 
— соприкасающееся 17.4-7 
риманово 16.7-1 
— плоское 17.4-6 
с внутренним произведением с индефи- 
нитной метрикой 14.2-8 
сепарабельное 12.5-1 
собственно евклидово 17.4-6 
сопряженное 14.4-9 
топологическн эквивалентное 12.5-1 
топологическое 12.5-] 

Пространство-носитель 14.9-1 
Процентиль 18.3-3 
Процентильная широта 18.3-3 
Процесс гауссовский 18.11-3, 
— марковский 18.11-4 
— ортогонализации Грама — Шмидта 

14.7-4, 15.2-5 
— переходный 10.4-1 
—, ПОрождаемый пуассоновской выборкой 

18.11-5 
пуассоновский 18.11-4 
—. средняя скорость отсчетов 18.11-4 
распространения возмущений 10.4-1 
случайный 18.9-1 
— дискретный 18.9-1 
— многомерный 18.9-2 
— непрерывный 18.9-1 
— — в среднем 18.9-4 
— общий периодический 18.11-1 
—, Порождаемый периодической вы- 
боркой 18.11-6 
—, — Пуассоновским процессом 18.11-1 
— порядка п 18.11-4 

Процесс случайный. разложение по ортонор- 
мированной системе 18.9-6 
— с дискретным временем 18.9-1 
— с ограниченным спектром 18.11-2 
els периодическими реализациями 

e 1-1 . 

— с постоянной реализацией 18,11-й 
— сииусондальный 18.11-1 
— стационарный 18.10-1 
— — в широком смысле 18.10-2 
стационарный 10.4-1 
чисто случайный 18.11-4 
эргодический 18.10-7 

роцессы случайные, действия над ним 

18.10-1 
18.10-2 
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— — совместно стационарные 
— — — — в широком смысле 
— — — эргодические 18.10-7 
Прямая 3.3-1 
— регрессии 18.4-6 
Прямоугольный треугольник 1,11-1 
Псевдосфера 17.3-13 
Псевдотензор 16.2-1 
Псевдоэкспонента 21,5-1 
Пучок прямых 2.3-2 
Пятиугольник 1.10-1 

Р 

Равенство 12.1-3 
— матриц 13.2-2
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Равенство множеств 4.3-2 
— Парсеваля 14.7-4 ` 
— тензоров 16.3-4 
Радикальная ось двух окружностей 2.5-1 
Радикальный центр 2.5-1 
Радиус кривнзны 17.1-4, 17.2-3 
— кручения 17.2-3 
— сходимости степенного ряда 4,10-2, 

7.5-2 oe 

Радиус-вектор середины отрезка 3.1-7 
— точки 3.1-5 
— —, делящей отрезок в отношении А 

3.1- 

Разбиение класса С 12.1-3 
— матриц 13.2-8 
Размах 18.3-3 
— выборки 19.2-6. 
Размерноеть векторного пространства ли- 

нейная 14.2-4 
— пространства 14.1-2 
— — ортогопальная 14.7-3 
— ядра иннейного преобразования 14.3-2 
Газмещения без повторений 18.7-3, табл. 

8.7-2 .` 
— с повторепиями 18.7-3, табл. 18.7-2 
Разности разделеппые 20.5-2 `` 
Разностпое отношение 20.4-3 
— уравнение линейнсе 20.4-4 
— — — с постоянными коэффициентами 

20.4-5 
— — обыкновенное 20.4-3 
Разкость восходящая 20.4-1 
— нисходящая 20.4-1 
—‘` обратная 20.5-7 
— прогрессин 1.2-6 
— центральная 20.4-1 
Разрез 7.4-2 
Ранг ‘хпадратнчной формы 13.5-4 
— ‘линейного преобразования 14.3-2 
— линейной алгебры 12.4-2 
— матрицы 13.2-7 
— миогомерного 

‚ностей 18.4-8 
представления 14.9-1. 
произведения матриц 13.2-7 
собственного значения 15.3-3, 
суммы матриц 13.2-7 
тензора 16.2-1 
эрмитовой формы 13.5-4 

Раскрытие неопределенностей 4.7-2 
Распределение вероятностей 18.2-7 

асимптотически нормальное. 
биномнальное 18.7-4, 18.8-1 
— Пуассона обобщенное. 18.7-4 
вырожденное (причинное) 18.8-1; 

распределения вероят- 

15.4-5 

t
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18 .6-4 

P
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геометрическое 18.8-1 
ги пергеометрическое 18.8-1 
Коши 18.8-5 
Лапласа 18.8-5 
маргинальное 18.4-7 
многомерное 18.4-7 
непрерывное 18.8-3 
несобственное 18.4-8 
нормальное двумерное 18.8-6 
— круговое 18.8-7 
— усеченное 19,3-4 

‚ опнсание с помошью интеграла 
Стилтьеса 18.3-6 
— Парето 19.3-4 

Паскаля 18.8-1 
Нойа 18.8-1 ° 
1юлиномиальное 18.8-2 
Пуассоиа 18.8-1 . 
— многомерное 18.8-2 
равномерное 18.8-5 

t 
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Распределепие вероятностей 
процесса 18.9-2 

— — случайной величины 18.5-4 
— — собственное 18.4-8 
— — Условьое 18.4-5 
— выборки частотное 19.2-2 
Распределение выборочного коэффициепта 

корреляции 19.7-4 
выборочное. асимптотически 
ное 19.5-2 
генеральной совокупности 19.1-2 
логарифмически нормальное 12.3-2 
нормального отклонения 18.8-4 
нормальное (Гаусса) 18.4-3 
— многомериое 18.8-8 
одпомерное, числовые характеристики 

случайного 

нормаль- 

одпомодальное, 
модальпое 18.3-3 

— отношеиия дисперсий 19.5-3 
— размаха выборки 19.5-4 
— случайпой величины }8.2-8 
— стандартизовапной 

чины 18.4-3 
— статистнкн выборочное 19.1-2 
— Стьюдента 19.5-3, 19.7-4 
— суммы случайных величин 18.5-7, 

18.5-8 

двумодальное, много- 

пормальной вели- 

Фишмера 19.5-3 
эмпирическое 19.2-2 

— г 1%.7- 

— — — прямыми 2.3-2 
— — Прямыми кратчайшее 3.4-2 
— — точками 2.1-4, 2.1-8, 3.1-7 
— от плоскости до параллельной ей пря- 

мой 3.4-2 
— от точки ДО ПЛОСКОСТИ 3.4-2 

до прямой 2.3-1, 3.4-2 
Расходимость ряда, признаки сравнения 

e -1 

Расширение алгебраическое 12.3-3 
Реализация процесса 18.9-1 
`Ребро возврата 17.3-11 
Регрессия 18.4-6, 18.4-9 
— линейная 18.4-6 
— параболическая 18.4-6 
— средняя квадратнческая 18.4-6, 18.4-9 
— — — линейная эмпирическая 18.7-2 
Резольвента 14,8-3 
— Грипа 15.5-2 
— уравнения четвертой степенн 
Резонанс 9.4-2 
Результант 1.6-5 - 
— многочлена 1.7>3 
Результат операции 12.1-1 
Релаксация блочная 20.3-2 
— групповая 20.3-2 

1.8-6 

— координатная 20.3-2 
Рефлексивность 12.1-3 
Решающая функция 19.6-9 
Решение алгебранческого. уравнения 1.6-2 
— — — полное 1.6-3 . 
— — — численное 20.2-4, 20,2-5 
— асимптотически устойчивое в области 

13.6-5 : 
— — — в целом 13.6-5 
— — — глобально 13.6-5 . 
— вполне устойчивое 13.6-5 
— вырожденное 11.4-1 
— Даламбера 10.3-5
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Решение дифференцизльного уравнения 
общее 9.1-2 . 

— — — приближенное, метод Крылова — 
Боголюбова 9.5-5 

— — — с частными производными общее, 
частное 10.1-2 

— — — частное 9.1-2 
Рещение ‘допустимое 11.4-1 

— базисное 11.4-1 
— — вырожденное, 
11.4-1 
игры 11.4-4 
неустойчивое 13.6-5 
оптимальное 11.4-1 
устойчивое по Ляпунову 13.6-5 
разностного уравнения 20,4-3 
системы дифференциальных уравнений 
асимптотически устойчивое, устойчнвое 
в целом 9.5-4 
— — — вполне устойчивое 9.5-4 
— — — неустойчивое 9.5-4 

— — — — периодическое устойчивое, 
неустойчивое 9.5-4 

р} невырожденное 

P
r
y
 

— — — — тривиальное устойчивое. пе- 
устойчивое 9.5-4 

— — — — устойчивое по Ляпунову 9.5-4 
— — Уравнений операторное 13.6-2 
Решения линейного дифференциального 

уравнения линейно независимые 9.3-2 
Риманова поверхность 7.4-3 
Риманово пространство, операции над тен- 

зорами 16.7-4 
Риск 19.9-1. 
— ожидаемый 19.9-1 
— условный 19.9-2 
Ротор вектора 16.10-7 
— векторной функции точки 5,5-1 
— поверхностный 5.6-2 
Ряд 4.8-1 
— асимптотический 4.8-6 

биномиальный 21.2-12 
гипергеометрический 9.3-9 
— вырожденпный 9.3-10 
— обобщепный 9.3-11 
двойной 4.8-3 
импульсных фувкций 20.4-6 
как, функциональное преобразование P

b
d
e
d
d
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композиционный 12.2-6 
Лорана 7.5-3 
—, главная часть 7.5-8 
Маклорена 4.10-4 
Неймана 15.3-8 
нормальный 12.2-6 
обвертывающий 4.8-5 
полусходящийся 4.8-6 
признаки сходимости 4.9-1 
расходящийся 4.8-1 
степенной 4.10-2 
— комплексный 7,2-1 
—, свойства 4.10-2 
Стирлинга 21.4-2 
‘суммируемый по методу Чезаро 4.8-6 
— средними арифметическими 4.8-6 
— С. 4.8- 
— (С: 1) 4.8-6 
сходящийся 4. 8-1 
— абсолютно 4.8-1 
— коммутативно 4.8-3 
—. Перестановка членов 4.8-3 
— равномерно 4.8-2 
— —, свойства 4.8-4 
—, свойства 4.8-3 
— Условно 4.8-3 
Тейлора 4.10-4, 5.5-4, 7.5-2 

— — кратный 4,10-5 
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Ряд. Тейлора, операторное обозначение 
20.4- 
тригонометрический 4.11-2. 
функциональный 4.8-2 
—, признаки сходимости 4.9-2 
—, Условие интегрируемости 4.8-4 
Фурье 4.11-2 
— кратный 4.11-8 
—, операции над ним 4.11-5 
Фурье— Бесселя 21.8-4 (

i
r
r
a
 

С 

Самосопряженность гильбертова простран- 
ства 14.4-9 

Свертка 9.4-3 
— двух  последовательностей 
— — функцяй 4.6-18 
— Стилтьеса 4.6-18 
Свертывание смешанного тензора 16.3-5 
— тензоров 16.3-7 . 
Сверхрелаксационный множитель 20.3-2 
Сверхрелаксация 20.3-2 
— систематическая 20.3-2 
Свободное неизвестное 11.4-1, 11.4-2 
Свободный член мпогочлепна 1.6-3 

Свойства метрически инвариантные 12.5-2 
Сегмент 4.5-4_ 
Седло 9.5-4 
Седловая точка игры 11.4-4 
Семейство интегральных кривых 9.1-2 
Семиинвариант 18.3-9, 18.4-10 
Семнииварианты (инварианты относитель- 

HO Поворота осей) 2.4-3, 3.5-3 
—, связъ с момеитами 18.3-10 
Сигнал, треугольная форма 4.11-4 
— фильтра выходной 19.8-2 
Сигнатура квадратичной формы 13.5-4 
Символ Кронекера обобщенный ранга 27 

4.6-18 

15.5-2 
Симзолы Кристоффеля второго рода16.10-3, 

17.3-7, табл. 6.5-1 
— — первого рода 186.10-3, 6.5-1 
— Леви—Чивита 16.5.3 
Симметрия 18.1-3 
Симплекс-метод, введение искусственных 

переменных 11.4-2 
— решения задачи линейного программи- 

рования 11.4-2 
Синус амплитуды 21.6-7 
Синус — интеграл Фурье 4.11-3 
Синусоида выпрямленная 4.11-4 
— детектированная 4.11-4 
— срезанная. 4.11-4 
Синус—преобразование Фурье 4.11-3 
— — конечное табл. 8.7-1 
Система алгебраических уравнений 1.9-1 

векторов ортонормироваиная 14.7-3 
— — полная 14.7-4 
— —, построение 14.7-4 
геодезических нормальный координат 
17.3-13 
гиперкомплексных чисел 12.4-2 
дифференциальных уравнений 2.1-3 

— автономная 9.5-2, 9.5-4, 13.6-1 
— динамическая 13.6-1 
—, матричные обозначения 13.6-1 

линеаризованная 9.5-4 
неавтономная 13.6-6 
с частными производными `10.1-3 
стационарная 13.6-1 

‚ теорема существования и 
ственности решения 9,2-1 

— инварцантов полная 12.2-8, 14.1-4 
Система кризолипейных координат 6.2-1 
— — — ортогональная 8,4-1 

табл. 
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Система криволинейных координат правая 
6.2-3 
координат 14.1-2, 16.1-4 
— аффипная 2.1-2 
— Дскартова 2.1-2, 3.1-2 

— общая 2.1-2 
— прямоугольная правая 2.1-3л 

.1-3, 3.1-4 
левая 2.1-2, 16.7-1 
ортогональная 16.8-2 
полярная 2.1-8 
правая 2.1-2, 16.7-1 
сферическая 3.6-6 
цилиндрическая 3.1-6 

липейных дифференциальных уравне- 
пий, операторный метод решепия 9.4-4 
— — —., Пернодические внешние на- 
грузэки 9.4-6 
— — — устойчивая 9.4-4 
— однородных дифферепциальных урав- 
Henne с постояиными коэффициентами 
9.4-1 
— уравпений 1.9-2 
— — несовместная 1.9-4 
— —, общая теория 1.9-4 
— — одиородных 1.3-5 
— —, правило Крамера 1.9-2 
мер 14.1-5 
отсчета 14.1-2, 16.1-4 
разностпых уравиений, матричиая за- 
пись 20.4-7 
— — устойчивая 20.4-8 
случайных величин 18.4-1 
уравнений Эйлера каноническая 11.6-8 
физически реализуемая 9.4-3 

Скаляр 5.2-1, 12.4-1, 16.2-1 
— абсолютный 16.2-1 
— диадика первый 16.9-2 
Скалярное поле 5.4-2 
— произведепие векторов 5,2-6 
— — двойное 16.9-2 
СКачок фуикции 4.4-7 
Скобка Пуассона 10,2-6 
Скорость рращения мгновепная 
— — угловая 14.10-7 
— средняя отечетов в процессе Пуассона 

18.11- 
След матрицы 13.2-7, 13.4-3 
— оператора 14.6-2 
Слозкепие абстрактное 12.3-1 

вскторпое 12.4-1 
векторов 5,2-1 
комплексных чисел 1.3-1 
логическое 12.8-1 
рядов 4.8-3, 4.8-4 

‚ тензоров 16.3-3 
Случайная воличина 18.2-8 
— — двумерная дискретная 18.4-3 

— дискретная 18.3-1, 18.4-3 
— многомерная 18.4-1 
—- — дискретная 18.4-7 
— — попрерывная 18.4-7 
— непрерывная 18.3-2, 18.4-3 
— вормнрованная 18.5-8 
— стаидартизоваиная 18.5-3 - 
выборка 19.8-4 
— двумерная 19.8-4 
— объема 19.1-2 
последовательность 18.9-1 
телеграфная волиа 18.11-5 
функция, дифференцирование 18.9-4 
—, интегрирование 18.9-4 

Случайные блоку 19.6-6 
— величипы иезависимые 18.4-11 
— — цекоррелированные 18.4-11 
— —, условие независимости 18.4-11 
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Случайпые координаты 18.4-1 
Случайный ‚вектор многомерный 

— процесс см. Процесс случайный 
Смешанное произведение трех векторов 5 

18.4-1, 

Смещение оценки 19.4-1 
Собственная функция интегрального урав- 

нения 15.3-3 
.— — краевой задачи 10.4-2 
— — линейного дифференциального опе- 

ратора 15.4-5 
— — обобщенная 15.4-5 
— — эрмитова ядра 15.3-3 
— — ядра 15.3-3 
Собственное значение 10.4-2 
— — днадика 16.39-2 
— — интегрального уравнения 15.3-3 
— — линейного дифференциального опе- 

ратора 15.4-5 
— — оператора 14.8-3, 14.8-4 
— — эрмитова ядра 15.3-8 
Собственный вектор днадика 16.9-2 
— — оператора 14.8-3, 14.8-4 
Событие 18,2-1 
— достоверное 18.2-1 
— невозможное 18.2-1 
— противоположное 18.2-1 
События, независимые в совокупности | 

18.2-3 
—, — по вероятности 18.2-3 
— несовместимые 183.2-1 
Совмещение событий 18.2-1 
Соотношение Лежапдра 21,6-6 
Соотношения Винера—Ли 18.12-2, 18.12-3 
— Хинчипа — Винера 18.10-3, 18.10-10 
Соприкасающаяся окружность 17.1-4, 

_— плоскость 17.2-2, 17.2-4 
— сфера 17.2-5 
Состояние консчное 11.8-1 
— начальное 11.8-1 ` 
Сочетания 6¢3 позторений 18.7-3, табл. 

18. 7-2 
— с порторсинями 18.7-3, табл. 18.1-2 
Спектр дифференциального оператора 

15. “a . ° 

— линейного оператора 14.8-3 
— — — дискретпый 14.8-3 
— — — непрерывный 14.8-3 , 
Спектр липейного оператора остаточный 

.3-3 . 
— — — предельный 14.8-3 
— — —_ точечный 14.8-3 
— линейной задачи о собственных значс- 

инях 15.4-5 
матрицы 1#.4-2 
непрерывный 15.4-5 
‚случайной величины дискретной 18.3-1 
— — чепрерывной 18.3-2, 18.4-3, 18.4-7 

— собственных значений 10.4-2 
Спектральная функцкя, см. функция спек- 

тральная 
Спектральное значение 18.3-1 
Спектры действительных случайных про- 

цессов 18.10-4 
Спиновые матрицы Паули 14.10-4 
Спираль Архимеда 2.6-2 
— логарифмическая 2.6-2 
— параболическая 2.6-2 
Спрямляющая плоскость 17.2-2, 17.2-4 
Среднее выборочное 19.8-4 
— значение случайной величины 18.3-3 
— — функции 4.6-3 
— — — от случайной величины 18,3-3, 

18.4-4, 18.4-3 
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Среднее по времени 18.10-7 
— по конечному промежутку времени 

19.8- 
— по множеству наблюдений 18.9-3 
— по параметру 18.10-7 
— по расслоенной выборке 20.10-2 
— эмпирическое -18.10-7 
Статистика 19.1-1 - . 
— объединенных выборок 19.6-6 
— Порядковая 19.2-6 
Статистическая гипотеза 19.6-1 

проверка 19.1-3 
— — простая 19.6-1 
— — сложная 12.6-1 
— Устойчивость 19.1-1 
Стационарное значение 11.2-2, 11.3-3 
Степень многочлена 1.4-3 
— Усечения 19.3-4 
— Целая 12.2-1 
— числа действительного 1.2-1 
— — комплексного 1.3-3 
Столбец колеблющийся 20.2-3 
— матрицы 13.2-1 
— модальный 14.8-5. 
— Правильный 20.2-3 
— — частично 20.2-3 
Стратегия 11.9-1 
— оптимальная 11.4-4, 11.9-1 
— смешанная 11.4-4 
— чистая 11.4-4 
Строка матрицы 13.2-1. 
Строфоида 2.6-1 
Структура 12.6-1 
— полная 12,6-1 
Ступенчатая функция 20.4-6 
Сумма комплексных чисел 1.3-1, 1.3-3 
— логическая 4.3-2 
— — событий 18,2-1 

матриц 13.2-2 ‹ , 
прямая векторных прострапств 12.7-5 
— колец 12.7-5 
— линейных алгебр 12.7-5 
ряда 4.8-1 
1. из обратных степеней целых чисел 
.8-5 

степеней натуральных чисел 1.2-8, 4.8-5 
тензоров 16.3-3 - 

‚ сокращенная запнсь 16.1-3 
уммирование по частям 20.4-3 

рядов, применение вычетов 7.7-4 
—, связь с решением разностного урав- 
нения 20.4-3 ‘ 
— средними арифметнческими 4.8-6 
—, формула Пуассона 4.8-5 
—, — Эйлера — Маклорена 4.8-5 

Сфера 1.10-5, 3.5-9 
Сферические гармоники 21.8-12 
— — зональные 21.8-12 
— — поверхностные 21.8-12 
— — секториальные 21.8-12 
— — Тессеральные 21.8-12 
Сферический дефект 1.12-2 
— сегмент 1.10-5 
— треугольник, см. 

ческий 
— эксцесс (избыток) 1.12-2 
Сфероид 1.10-5 
Схема Горнера 20.2-3 
— — для комплексного аргумента 20.2-3 
— исключения компактная. 20.3-1 
Сходимость в среднем в пространстве [5 

.2-2 
— — — Последовательности случайных 

пеличии. 18.6-3 
— перавномерная вблизи. точки разрыва 

‚11-7 
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Треугольник сфери- 

823 УКАЗАТЕЛЬ 

Сходимость  несобственных интегралов, 
признак Абеля 4.9-3 

— — —, — Дирихле 4.9-3 
— — —, — сравнения 4,9-3 
— — -— равномерная, признак Вейер- 

щтрасса 4.9-4 
— — —, — Дирихле 4.9-4 
по вероятности 18.6-1 
тоследовательности 12.5-3 
последовательных приближений 20.2-2 
ряда. 4. 8-1 
—, признак Абеля 4.9-1 
—, — Даламбера 4.9-1 
—, — Дирихле 4,9-1 
—, — Коши интегральный «радикаль- 
ный» 4.9-1 
—, — Лейбница 4.9-1 
—, — Раабе 4.9-1 
—. — сравнения 4.9-1 
— равномерлая, признак Абеля 4.9-2 
— —, — Вейерштрасса 4.9-2 
функцпи 12.5-3 
— равномерная 4.4-4 
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Таблица истинностная 12.8-7 
— отображений 7.9-5 
— сопряженности признаков 19.7-5 
Тела вращения 1.10-5 
Тело 12.3-1 
Теизор 16.1-4 
— абсолютный ковариантный ранга 1 

16.2-1 
— — контравариантный ранга | 16.2-1 
— — rf раз контравариантный и $ раз 

ковариантный 16.2-1 
—, аналитическке представления 16.7-3 
— ассоциированный данному 16.7-2 
— выражение через векторы локального 
-p0asnca 16.6-1 
—` истинный 16.2-1 
— кривизны 17.4-5 

метрический 16.7-1 
— ассоциированный 16.7-1 
относительный веса \, г раз контра- 
вариантный и $ раз ковариантный 16.2-1 
постоянный вдоль кривой 16.10-9 
ранга 0 16.2-1 
— 2 16.9-1 
— — антисимметричный 16.9-1 
— —, дивергенция 16.10-11 
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fe —, дифференциальные инварианты 
6.10-11 

— —, интегральные теоремы 16.10-11 
— — симметричный 186.9-2 
Римана — Кристоффеля 17.4-5 
риманова пространства фундаменталь- 
ный 16.7-1 

— Риччи 17.4-5 
— смешанный 16.2-1 
— Эйнштейна -17.4-5 
Тензорная емкость 16.2-1 
— плотность 16.2-1 
Тензорные уравнения, инвариантность 

16.4-1 
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Тензоры, равные в точке 16.3-1 
Теорема Абеля для степенных рядов 

4.10-3 
Банаха о сжатых отображениях 12.5-6 
Безу 1.7-2 , 
Бендиксона первая, вторая 9.5-3 
Берисайда 14.9-3 
Бернулли 18.6-5' 
Больцано — Вейерштрасса 12.5-4 
Брианшона 2.4-11 Г
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Теорема Бюдана 1.6-6 
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андермонда биномиальная 21.5-1 
Вейерштрасса 7.3-3, 7.34, 7.6-4, 7.6-6 
Винера о квадратичном отклонении 
18.10-10 
Винера — Пзли 4.11-4, 7.6-5 
Гаусса 5.6-1, 15.6-5 . 
умножения гамма-функций 21.4-1 
аусса — Бонне 17.3-14 

Гаусса — Остроградского 5.6-1 
Гейне — Босреля о выделении 
ного покрытия '12.5-4 

конеч- 

двойственности в линейном программи-_ 
ровании 11.4-1 
Джона 11.4-3 
Дюбуа — Реймона 11.5-2 
единственности векторного поля 5,7-3 
— для стопениого ряда 4.10-2 
— преобразования Фурье 4.11-5 
— ряда Фурье 4.11-5 
— сходимости в среднем 15.2-4 
Жордана 7.2-4 
Жордапа — Гсльдера 12.2-6 
Каиторовича о сходимости решенпя си- 
стемы алгебраических уравиений 
20.2-8 
Карунсна — Лоэва 18.9-6 
Кельвина об инверсии 15,6-3 
косинусов 1.11-3 
— для сторон сферического треуголь- 
ника 1.12-4 
— для углов сферического треуголь- 
ника 1.12-4 
Котельникова 18.11-2 
Коши 4.7- 
— интегральная 7.5-1 
Куна — Такера 11.4-3 
Кэли 12.2-9, 14.9-1 
Kann — Гамильтона 13.4-7 
Лагранжа 4.7-1 . 
— о порядке подгруппы 12.2-2 
Лассаля об асимптотической устойчи- 
вости 13.6-6 
Лебега о сходимости. 4.6-16 
Лерха 8.2-8 
Линдеберга — Леви 18.6-5 
Лиувилля 7.6-5 
Ляпунова о неустойчивости 13.6-6 
— о 
13.6-6 
— 06 устойчивости 13.6-6 
Менье 17.3-4 
Мерсера 15.3-4 
Миндинга 17.3-13 
мипимакса для конечной игры двух 
партнеров с нулевой суммой выигрыша 
11.4-4 
Миттаг— Леффлера 7.6-8 
Mopepa 7.5-17 
непрерывности для производящих функ- 
ций 18.6-2 
= для характеристических функций 
8.6-2 

о выборе 18.10-6 
о вычетах 7.7-2 
о градиенте 5.6-1 

о дивергенции 5.6-1 
о дополнительном аргументе многочле- 
нов Бернулли 21.5-2. 
о конечном приращении 4.7-1 
о максимуме модуля 7.3-5 
— — — рля гармонических функций 
15.6-4 °. 
о непрерывности определенного инте- 
грала, зависящего от параметра 4.6-2 
о проекциях 1.11-3, 14.2-8 

ПРЕДМЕТНЫЙ 

асимптотической устойчивости. 

УКАЗАТЕЛЬ 

Теорема о "разложении . многочлена ва 

— 

множители 1.7-1 
о роторе 5.6-1 

— о свертке преобразования произведе- 
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Theorema 

ния 8.3-3 
о среднем для гармонических функций 

обращения Ганкеля 8.6-4 
— для одностороннего преобразования 
Лапласа 8.6-2 
— преобразования Лапласа 8.2-6 
основная алгебры 7.6-1 
— интегрального исчисления 4.6-5 
— теория поверхностей 17.3-9 
Парсеваля 4.11-4 
— для преобразования Ганкеля 8.6-4 
Паскаля 2.4-11 
Никара 7.6-4. 
Лойа о подсчете 18.7-3 
Прайса 18.12-6 
предельная Муавра — Лапласа 18.8-1 
— центральная 18.6-5 
Прингсгейма о суммировании по столб- 
цам и стпокам 4.8-3 
разложеиия 19.5-3 
— Гельмгольца 5.7-3 
Рауса — Гурвица 1.6-6 
Римапа об отображении 7.9-6 - 
— 06 условно сходящихся рядах 4.8-3 
Римана — Лебега 4.11-2 
hie о тригонометрических рядах 
‚11-2 " 

Рисса — Фишера 15.2-4 
— — 0 свойстве полноты 15.2-2 
Риччи 16.10-5 
Ролля 1.6-6, 4.7-1 
Руше 7.6-1 
Сильвестра 13.4-7 
сннусов 1.11-3, 1.12-4 
сложения 19.5-3 
— для биномиальных коэффициентов 
21.5-1 
— для многочленов Лежандра 21.8-3 . 
— для сферических функций 21.8-3 
— для цилиндрических функций 21.8-13 
Стокса 5.6-2_ 
существования неявных функций 4.5-7 
— функции Гривна 15.6-6 
Таубера для степенных рядов 4.16-3 
Умножения для многочленов Бернулли 
21.5-2 
Фейера 4.11-7 
Фишера обобщенная 19.7-4 
Фредгольма` об альтернативе 15.4-4 
Хинчина 18.6-5 
Чебышева 18.6-5 
Четаева`о неустойчивости 13.6-6 
Эйлера 17.3-5 
— о козффициентах тригонометрического 
ряда 4.11-2 
— о тригонометрических рядах 4.11-2 
— 0б однородных функциях 4.5-5 

Egreginm Гаусса 17.3-8 
Теоремы Байеса 18.2-6 

ейерштрасса о приближении 4.7-2 
Гарнака о гармонических функциях 
15.6-4 | 
Грина 5.6-1 , 
Лиувилля об эллиптических фуикциях 
21.6-1 
о непрерывности 4.6-16 
о иормальном распределении суммы слу- 
чайных величин 18.8-9 . 
о полюсах и полярах 2.4-16 
о разложении операторов 14.4-8 
о среднем 4.7-1



ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 

Теоремы о суперпозиции 15.4-2 
о сходимости `4.6-16 
предельные теории вероятностей -18.6-5 
разложения для эрмитовых ядер 15.3-4 
сложения для эллиптических функций 
Якобн 21.6-7 - 
соответствия операций над оригиналами 
и их изображениями 8.3-1 - 
сравнения для уравнений Штурма — 
‚Лиувилля 15.4-10 

Теория вероятностей 18.1-1 
— возмущений 10.2-7 
— Потенциала 15.6-1 
— — двумерная 15.6-7 
— распределений Лорана Шварца 21.3-2 
Тета-функцины см. Тэта-функции 
Тэтраэдр 1.10-6 
Тип целой функции 7.6-5 
Тождества Бианки 17.4-5 
Тождество Пуассона 10.2-6 
— Риччи 17.4-5 
Топология 12.5-1 
— дискретная 12.5-1 
— Простраиства 12.5-1 

— 

— 

=e 

— 

_— 

— — относительная 12.5-1 
— — тривиальная 12.5-1 
Тор 1.10-5 
Точка, 16.1-2 

бесконечио удаленная 7.2-2 
внутренняя 4.3-6 
возврата 17.1-3 
гипёрболическая 17.3-5 
грапичная 4.3-6 
двойная 17.1-3 
дифференциального уравнения особая 
изолированная 9.3- 
— — — правильная 9.3-6 
— — слабо особая 9.3-6 
— — существенпо особая 9.3 -:6 
изолированвая 4.3-6, 17.1-3 
инварнантная 7.9-2 
конденсация 4,3-6 
накоплепия 4.3-6 
омбилическая. 17.3-5 
особая 17.1-3, 17.3-1 
— многозначного характера 7.6-3 
отображевия критическая 7.9-1 
параболическая 17.3-5 
пзрегиба 17.1-5 
поресечения кривых 2,1-9 
— прямых 2.3-2 
покоя 9.5-3, 13.6-6 
предельная 4.3-6 
равновесия 9.5-3 
разветвления (ветвления) 9,4-2; 21.6-4 
— алгебраическая 7.6-2 

бесконечного порядка 7.4-2 
конечного порядка 7.4-2 
логарифмическая 7.4-2 
трансцендентная конечного поряд- 

ка 7.6-2 
фуикции 7.6-2 

Разрыва первого рода 4.4-7 
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— регулярная 3.1-13, 3.1-14, 17.1-1 
— Ссамоприкосновения 17.1-3 
— седловая 17,3-5 
— существенно особая 7.6-2 
— угловая 11.6-7 
— — свободная 11.6-7 . 
— фазовой плоскости обыкновенная 

9.5-3 
— — особая 6.5-3. 

— эллиптическая 17.3-5 
Точки конгрузитные 21.6-1 
Я]рзектория изоговальная семейства кри- 

вых 17.1-8 
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Трасктория ортогональная семейства ири- 
вых 17.1-8 

Трактриса 2.6-2 
Транзитивность 12.1-3 
Трансформирование элемеита 12.2-5 
Трапеция 1.10-1 
Треугольник 1.10-1 

квадратный 1.12-3. 
плоский, свойства 1.11-2 
—, формулы для решения 1.11-3 
полярный 1.12-2 
сферический, вершины, стороны; 
1.12-1 

— — прямоугольный 1.12-3 
—, свойства 1.12-2 
—, формулы для решения 1.12-4 

Трехграниик Френе 17.2-3 
Тригонометрия па плоскости 1,11=1 
— сферическая 1.12-1 
Трисектриса 2.6-1 
Тэта-функции Якоби 21.6-8 

УРЛЫ 

У 

Угловая точка свободная 11.6-7 
Угловой коэффициепт 2.2-1 
Углы Эйлера 14.10-6 
— —, Геометрическая 

14.10-6 
Угол между асимптотами гиперболы 2.5-2 
— между гекторами 16.8-1 

между дугами 17.4-2 
между координатпымн линиями 17.4-2 
между кривымн на поверхиости 17.3-3 
между направленными отрезками 2.1=4и 
3.1-8 

интерпретация 

между плоскостями 3.4-1 
между прямой н плоскостью 
между прямымн 2.3-2, 3.1-7, 3. 

— поворота 17.10-2 
Узел 17. 1-3 
— нитерполяции 20.5-1 
— неустойчивый, устойчивый 9.5-4 
Улитка Паскаля 2,6-1 
Умпожение абстрактное 12.2-1, 12.3-1 
— вектора на скаляр 5.2-1, 12.4-1 
— вероятностей 15.2-2 

комплексных чисел 1.3-1 
логическое 12.8-1 
операторов 12.2-8 
определителей 1.5-6 . 
преобразований 12.2-8 
ряда на чиело или ограниченную 
цию 4.8-3, 4.8-4 
тензора на скаляр 16.3-4 
тензоров внешнее 16.3-6 

— — внутреннее 16.3-7 
Управление оптимальное 11.8-1 
— шаговое 11.9-] 
Управления 11.8-1 
Управляющая переменная 11.8-1 
Уравнение элгебраическое действительное 

1.6-6 
— —, отделение корней 1.6-6 
— —, свойства корней 1.6-6 
— степени п 1.6-3 

численные методы решения 30.2-4% 
20.2-5 
асимптотической линии 17.3-6 
бинормали 17.2-4 
в полных дифференциалах 9.2-4 
вековое матрицы 13.4-5 
векторлое лилейное неоднородное 
14. 8-10 
волновое двумерное, застные решения 
10.4-8 

3.4-1 

3.4-1 
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Уравнение волновое одномерное 10.3-5 
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— — затухающее, частные решения 
10.4-8 
— —, частные решения 10,4-8 
— трехмерное, частные решения 10.4-8 © 
пторой степени общее 2.4-1; 8.5-1 
Гамильтона — Якоби 10.2-7, 11.6-8 
Гельмгольца двумернос, частиые ре- 
шения 10.4-5 
— трехмерное 10.4-4 
— —, Прямоугольные декартовы ко- 
ординаты 10.4-4 
— —, сферические координаты 10.4-4 
— — цилиндрические координаты 
10.4-4 
геодезической линии 17.4-3 
главной нормали 17.2-4 
днаметра конического сечения, 
женного хордам 2,4-86 
— поверхности второго порядка, сопря- 
женного семейству плоскостей 3.5-5 
диаметральной плоскости поверхности 
второго порядка 3.5-5 
директрисы 2.4-9 
дифференциальное см. Дифференциаль- 
ное уравиение 
диффузии 10.4-1 
— двумерное, частные решения 10.4-7 
— обобщениое 15.5-3 
— одиомерное, частные решения 10.4-7 
— трехмерное, частные решения 10.4-7 
Дуффинга 13.6-7 
интегральное см. Иптегральное урав- 
нение ‘ 
касательной к кривой второго порядка 
2.4-10 

сопря* 

— — — плоской 17.1-1 
— — — пространствевиой 17.2-2, 
17.2-4 
— плоскости 17.3-2 

— 3 к поверхностн второго порядка 
3.5- 
квадратное 1.8-2 
Клейна — Гордона 10.4-4 
конического сечения в полярных ко- 
ординатах 2,4-11 
— —, проходящего через пять точек 
2.4-11 
кривой 2.1-9 
— второго порядка, приведение к кано- 
пическому виду 2.4-8 
кубическое 1.8-3 
— неполное 1.8-3 
—, неприводимый случай 
—, решение Кардана 1.8-3 

1.8-4 

—, — тригонометрическое 1.8-4 
Лапласа двумерное 15.6-7 
— —, частные решения 10.4-5 
— трехмерное, прямоугольные декар- 
товы координаты 10.4-3 
— —, сферические координаты 10.4-3 
— —, цилиндрические координаты 
10.4-3 ` 
линейное 1.8-1 
= однородное, матричное обозначение 

e -3 ‘ 

линии кривизны 17.3-6 
Люилье 1.12-4 
нормали к кривой второго порядка 
2.4- 0 

— — — плоской 17.1-2 
— к поверхности 17.3-2 
— к прямой 2.3-2 = 
нормальной плоскости 17.2-4 
огибающей семейства плоских кривых 

ПРЕДМОТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 

Урзвнецие. окружности в полярных каоре 
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динатах 2.5-1 
— общее 2.5-1 
—; проходящей через точки пересече- 
ния двух окружностей 2.5-1 
—, — через три точки’ 2.5-1 
— с центром в начале координат 2.5-1 
определяющее 9.3-6 
плоскости в отрезках 8,2-1 
— нормальное 3.2-1 
— общее 3,2-1 

3.2 a проходящей через данную точку 

—, — через три точки, 
одной прямой 3.2-1 
поверхности второго порядка, приве- 
дение к каноническому виду 3.5-7 
—, проходящей через линию пересече- 
ния поверхностей: 3.1-16 
проекции кривой на 
плоскость 3.1-16 
прямой в отрезках 2.2-1 
— в Полярных координатах 8.2-2 
— нормальное 2.2-1 
— общее 2.2-1 . 
—, параллельной данной 2.3-2 
—, проходящей через данную точку 
перпендикулярно плоскости 3.4-5 
—, — через две точки 2.2-1 
—, — через точку пересечения прямых 
2.3-2 
—, — — — под углом к прямой 2.3-2 
— с угловым коэффициентом 2.2-1 
Пуассона двумерное 15.6-7 
пучка плоскостей 3.4-5 
— прямых 2.2-1 
с частными производными 10.1-2 
— — — Гиперболическое 10.3-Ё -— 
10.3-3, 10.3-6, 10.3-7 
— — — квазилинейное 10.2-1, 
— — — линейное 10.1-2 
— — —, метод разделения перемен- 
ных 10.1-3 . 
— — — однородное 10.1-2 
— — — параболическое 10.3-1, 10.3-31 
10.3-7 
— — — первого порядка 10.2-1 
— — — эллиптическое 10.3-1, 103-3, 
10.3-7 
— — разностями 20.4-3 
связи 11,3-4 
соприкасающейся плоскости 17.2-4 
спрямляющей плоскости 17.2-4 
сферы 3.5-9 
renerpamuHoe 10.4-1 
—, частные решения 10.4-8 
теплопроводности 10.4-1 
— одномерное, преобразование 
ласа 10.5-3 
— —, синус- и косинус-преобразования 
Фурье 10.5-3 
функциональное 20.4-6 
характеристики 17.3-11 
характеристическое 10.2-2, 10.2-4 
— квадратичной формы 2.4-5, 3.5-4 
— матрицы 13.4-5 
четвертой степени 1.8-5 
— — неполное 1.8-5 . 
— —. решение Декарта — Эйлера 1.3-5 
— —; — Феррори 1.8-6 7 
Шредингера, частные решения 10,4-6 
Эйлера 11.6-1 
Якоби 11.6-10 

не лежащие ина 

координатную 

10.3-1 

JT atr- 

Уравнения асимптот гиперболы 2.5-2 
— в варнациях по параметрам 13.6-4 

Вейнгартеца 17.3-8
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Уравпения Гаусса 17.3-8 
— геодезической линии 17.3-12 
— канонические 10.2-6 
— канонических поверхностей второго ло- 

рядка 3.5-7 
— Колмогорова — 

Чепмена 18.11-4 
Коши — Римана 7.3-2 
кривой естественные 17.2-3 
—, Проходящей через’ точки пересе- 
чения. кривой с поверхностью 3.1-16 
кривых второго порядка канонические 
2.4-8, 2.4-9 
линейно зависимые 1.9-3 
— независимые 1.9-3 
Майнарди — Кодацци 17.3-8 
нормали к поверхности второго порядка 
.5- 
параллелизма 16.19-9 
Петерсона — Кодацци 17.3-8 
плоскостей, проектирующих прямую на 
координатные плоскости 3.3-1 
преобразования 4.5-6 
прямой как пересечения двух плоско- 
стей 2.3-1 
— канонические 3.3-1 
— Параметрические 2.2-2, 3.3-2 
—, Проходящей через данную точку в 
данном направлении 3.3- 
—, — через две точки 3.3-1 
ребра возврата 17.3-11 
сопряженные 11.8-2, 11-8-4 
состояния 11.8-1, 11.8-4 
— конечно-разностные 11.9-1 
чувствительности 13.6-4 
эвользент 17.2-5 
Эйлера 11.6-1 

Уровень значимости 
19.6-3 

Ускорение движущейся точки, разложение 
на тангенциальную и нормальную со- 
ставляюццие 12.2-3 

Условие грапичное естественное 11.6-5 
— Лежандра усиленное 11.8-10 
— Липшица 9.2-1 | 
— необходимое максимума Функции при 

условиях-неравенствах 11 
— Нараллельности плоскостей 3. 4-1 
— — прямой и плоскости 8.4-1 
— — прямых 2.3-2 
— пересечения трех прямых в одпой точке 

.3-2 
— перпендикулярности прямой и 

кости 3.4-1 
— — прямых 4.3-2, 3.4-1 
— представления 14. 9-1 
Условие того, что две прямые лежат в 

плоскости 3.4-3 
— —. — три плоскости проходят через 

одну прямую 3.4- 
— — точки лежат на одной пря- 

мой 2.3-1, 3.4-3 
— —, — четыре плоскости проходят че- 

рез одну точку 3.4-3 
— — точки лежат в одной плос- 

кости 3.4-3 
— трансверсальности 11.6-5,. 11. 6-8 
— — общее 11.6-5 
Условия Вейерштрасса — Эрдмана для эк- 

стремалей 11.6-7 
граничные тина Коши 10.2-4. 
Дирихле 4.4-8, 4.11-4 
митегрирусмости 19.1-2 
краевые 9.1-2 
Линдоберга 18.6-5 ` 
Ляпунова 18,6-5 

Смолуховского -— 
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критерия 19.1-3 

плос- 

— —. 

Условия начальные 9.1-2, 10.2-1 
параллельности прямых 3.4-1 
периодичности 15,4-8 
полосы 10.2-1 
скачка 11.8-5 
совместности 10.1-2 
трансверсальности 11.8-2 
угловые 11.6-7, 11.6-8, 11.8-5 

— Якоби 11.6-8 
Устойчивость дифференциального уравне- 

ния 9.4-4 
— — асимптотическая 9.5-4 
периодических решений системы диф- 
ференициальных уравнений 9.5-4 

— по Ляпунову решений системы диффе- 
ренциальных уравненнй 9.5-4, 13.8-5 

— равновесия автономных систем 13.6-6 
— равновесного решения системы диффе- 

ренциальных уравнений 9.5-4 
— решений автономной системы 9.5-4 
— — системы линейных разностных урав- 

нений 20.4-8 
— статистическая 19.1-1 
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Ф 

Фаза 4.11-4 
Фазовая переменная 11.8-1 
— плоскость 9,5-2 
— траектория 9.5-2 
Фактор композиционный 12.2-6 
Фактор—группа группы по нормальному 

делител!ио 12.2-6 
Факториал 1.2-4 
Факториальный многочлен степени п 

21.5-1, 21.5-3 
«Фильтры усредняющие 19.8-2 
Фокальная ось 2.4-9 
— хорда 2.4-9 
Фокальный параметр 2.4-9 
Фокус 2.4-9, -11 
— устойчивый, ‘неустойчивый 9.5-4 
Форма билинейная 13.5-1 
— квадратичная 13.5-2 
— однородная 13.5-2 
— проетраиства основная относительно 

базиса 14.7-1 
— эрмитова см. Эрмитова форма 
Формула Адамса 20.8-3 
— Адамса — Башфорта четвертого поряд- 

ка 20.8-3, табл. 20.8-2 
Бессели интегральная 21.8-2 
Гильберта — Шмидта для резольвенлт- 
ного ядра 15.3-8 
Грина для окружности с условиями 
Дирихле 15.6-9 
— обобщенная 15.4-3 
Дюамеля 10.5-4 
интегральная Гейпе. 21.8-11 
— Дирихле 21.9-4 
— Коши 7.5-1 
— Пуассона 15.6-6, 15.6-9, 21.8-2 
интерполяционная см. Интерполяциои- 
ная формула 
квадратурная, см. квадратурная формула 
Лапласа для чисел Бернулли 21.5-2 
Муавра 1.3-3 
обращения 10.5-1 
Родрига обобщелная 21.7-5, табл. 21.7-2 
Стирлинга 21.4-2 
Тейлора 4.10-4, 4.10-5 
— локальная 11. 3-2 
третьего порядка 20.8-3 
Штермера 29.8-7..:... 
Эйлера для выпуклых миогограиииков 
1, 10-3 
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Формула Байеса 18.2-6, 18.4-5 
Грина 4.6-12 
дифференцирования 4.5-1 
для уничтожения иррациональности в 

. знаменателе 1.2-2 
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квадратурные см. Квадратурные фор-^ 
мул 
 Кемибелла 18.11-5 
Ньютона 1.4-3, 16-3 
параболической интерполяции 20.5- 2 
половинных углов 1.12-4 
приведения Гаусса для гипергеометри- 
ческих функций табл. 9.3-2 
разложепия Хевисайда 8.4-4 
чередгольма для резольвентного ядра 
5.3-8 

Френе — Серре 17.2-3 
Эйлера — Фурье 4,11-2 
„инкции аснмитотически пропорциональ- 

ные 4.4-3 
— равные 4.4-3 
асимптотические соотношения 4.4-3 
бесконечно большие порядка 1, 2, 

14 — экспонеициального порядка 
. -3 

— малые порядка 1,2, ... 4.4-3 
Бэсселя сферические 21.8-8 
— —, асимптотическне разложения 
21.8-9 
— —, теорема слозкения 21.8-3 
—.условия ортогональностн 21.8-4 
= цилиидрические, асимптотические 
разложения 21.8-9 
— — второго рода 21.8-1 - 
— —, интегральные представления 
21.8-2 
— —, — формулы 21.8-2 

— модифицированные 21.8-6 
— нецелого порядка 21.8-1 
— первого рода 21.8-1 

— 

— 

—‘— целого порядка 21.8-1, 21.8-4 
Вебера 21.8-1 
Зейерштрасса 21.6-2, 21.6-3, 21,6-9 
взанмно ортогональные 15.2-3 . 
Ганкеля, асимптотические разложения 
21.8-9 
— оторого рода 21.8-1 
— модифицированные 21.8-6 
— первого рода 21.8-1 
гармонически сопряженные 15.6-8 
гиперболические 21.2-5, 21.2-6, 21.2-7, 

—, геометрическая интерпретация 21.2-5 
‚ разложение в степенной ряд 21.2-12 

единичные асимметричные 21.9-1 
импульспые асимметричные 21.9-6 
канонически сопряженные 10.2-6 
корреляционные действительных слу- 
чайных ‘процессов 18.10-4 
— для линейной комбинации случай- 
кых процессов 18.12-1 
Лагерра присоединенные 21.7-5 
Лежандра второго рода 21.7-3 
— первого рода 21.7-3 
— присоединенные 21.8-10` 
— —, интегральные свойства 21.8-11 
— — Первого рода 21.8-10 
якнейно зависимые 1.9-3 
— независимые 1.9-3 
Неймана -21.8-1 
—, асимптотические разложения 21.8-9 
яекоррелироваиные 18.10-9 
неявные, теорема существования 4.5-7 
обратные гиперболнческис 21.2-8, 
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Функции обратные гиперболические, 

‚симметрические элементарные 

аз- 
ложение в степенной ряд 21.2-12 р 
— тригонометрические 21.2-4,. 21.2-11 
— —. Главные значения 21.2-4 
— —, разложение в степенной ряд 
21.2-12 
одинакового порядка 4.4-3 
от многих радиусов-векторов 5,5-8 
отображающие специальные области на 
единичный круг 7.9-6 4 

1.4-3 
случайные величины одномерной 18.5-2 
случайпых величин многомерных 18.5-4 
тригонометрические 21.2-1, 21.2-2, 
21.2-3, 21.2-9 
—, разложение в бесконечные произве- 
дения’ 21.2-13 

— в степенпой ряд 21.2-12 
функционально зависимые 4.5-6 
цнлиндрические, теорема сложения 
21.8-13 
Чебышева второго рода 21.7-4 
эквивалентные 4.4-3 
элементарные, выражепие через 
пергеометрические табл. 9.3-2 
эллиптическне см. Эллиптические функ- 
ЦИИ 
Эрмита 21.4-6 
bery,,2, Бел, 

ГИ» 

her,,2, Ве иг, ker y,2. 

@MyHKuWHNOWaA 12,1-4 
— линейный 14.4-9 
Функциональное уравнение 20.4-6 
Функциональный анализ 15.1-1 

определитель 4.5-6 
Функция автокорреляционная 18.9-3и 

0-8 

в
 

| 
br

n 
dt
dd
d 

алгебраическая 4.2-2 
аналитическая 4.10-4 
— в бесконечности 7.3-3 
— в открытой области 7.3-3 
— в точке 7.3-3 

интегральные теоремы 7.5 
— мопогениая 7.4-2 
— — с естественными границами 7.8-1 
—, разложение в ряд 7.5-2, 7.5-3 
—, свойства 7.3-4 
антипериодичсская 4.2-2, 8, 3- 2 
аппроксимирующая 20.8-4 
аргумента х 4.2-1 
бесконечно большая 4.4-1 
— малая 4.4-1 
бесконечного порядка 7.6-5 
— типа 7.6-5 
Вейерштрасса 11.6-10 
векторная линейная 14.3-1 
— точки 5.4-3 
вероятностная 18.2-7 
весовая 15.2-1 
взаимная корреляционная 18.9-3З; 
18.10-8 
влияния 19.3-2 
возрастающая 4-.4-8 
выпрямление 8.3-2 
Гамильтона 11.6-8 
гармоническая 15.6-4 
гипергеометрическая 9.3-9 

второго рода 9.3-8 
вырожденная второго рода 9.3-10 

33° дополнительные формулы табл. 
9.3 -3 ° о 
— — Куммера 9.3-10 

‚ формулы приведения Гаусса табл, 
9. 9.3- -2 
голоморфная 7.3-3
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Функция Грина 9:3-3 
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— асимметрическая 9.4-3 
— второго рода 15.5-4 
— для краевой задачи с одиородными 
краевыми условиями 15.5-1 
— для линейных краевых задач 9.3-3 
— для плоскости 15.6-9 
— для полуплоскости с 
Дирихле 15.6-9` 
— для полупространства с условиями 
Дирихле 15.6-6 , 
— для сферы с условиями Дирихле 
15.6-6 
— модифицированная 15.5-1 
— обобщенная 9.3-3 
— разложение по собственным функ- 
WHAM 15.5-2 
— симметрическая 9.4-3 
двоякопериодическая 21.6-1 
—, детектирование 8.3-2 
— целая 21.6-1 
Дирихле 6 (х) 21.9-2 
лифференцируемая 7.3-1 
— в точке 4.5 4.5-3 
— на ев 4.5-3 
дробная рациональная 4.2-2 
единичная симметричная 21.3-1 
измеримая 4.6-14 
—, свойства 4.6-14 
импульсная, аппроксимация непрерыв- 
HO дифференцируемыми функциями 

— Разрывными функциями 21.9-4 

— единичная симметричная 21.9-2 

—, Представления интегралом Фурье 

интегральный синус, интегральный ко- 
синус и т. д. см. Иитегральный синус 
HT. J. 
интегрируемая в смысле Римана 4.6-1 

— по Лебету 4.6-15 
квадратически интегрируемая 15.2-1 
комплексная 7.2-1 
конечного порядка 7,6-5 
— типа 7.6-5 
координат, инвариантная относительно 
преобразований координат 14.1-4 
корреляционная 18.9-3 
— нормированная 18.10-2 
— по времени 18.10-8 
— по. множеству наблюдений 
кусочно-гладкая 4.5-1, 
кусочно-непрерывная 4.4-7 
линейная 11.4-1 
логарифмическая 21.2-10, 21.2-11 
—, разложение в степенной ряд 21.2-12 
Ляпунова 13.6-6 
матрицы 13.2-12 
мероморфная 7.6-7 
76 разложение на простейшие дроби 

минимального типа 7.6-5 
многих переменных `4.2-1 
— — аналитическая 4.19-5 
— —, разложение в кратный ряд 
Тейлора 4.10-5 
млогозначная 4.2-2 
монотонная строго 4.4-8 
— nectporo 4.4-8 
нелозрастающая 4.4-8 
Неймана 15.5-7 
неограничевно возрастающая 4.4-1 
непрерывная в точке 4.4-6 
— — — слева 4.4-7 
— — — справа 4,4-7 

18.10-2 

условиями 
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Функция непрерыяная па множестве 4.4-6 
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непрерывно дифференцируемая 4.5-3 
неубывающая 4.4-8 
нечетная 4.4-2 
пормального типа 7.6-5 
нормируемая 15.2-1 
обратная 4.2-2 
ограниченная 4.3-3 
ограниченной вариации 4.4-8 
однозначиая 4.2-2, 12.1-4 
однородная степени г 4:5-5 
опзибок 18,8-3 
передаточвая 9.4-7 
периодическая 4.2-2, 8.3-2 
подынтегральная 4.6-1 
показательная 21.2-9 

‚ разложение в степенной pan 21.2-12 
полигональная 11.7-3 
правдоподобня 19.1-2 
представление интегрвлом 4.10-1 
— — Фурье 4.11-4 
производящая см. Производящая функ- 
ЦИЯ 
рапиомерно непрерывная на множестве 

— 

— ограниченная 4.3-3 
— сходящаяся 4.4-4 
разложение в. иепрерывпую дробь 

— в ряд 15.2-6 
— — — степеиной 4.10-1 
— — — Тейлора 4.10-4 
— — — Фурье 4.11-4 
распределения 18.2-9 
ie вероятностей случайного процесса 

8.9-2 
— двумерного 
18.4-2 
— маргинальпая 18.4-7 
— многомерная 18.4-7 
— нормальная 18.3-3 
— эмпирическая 19.2-2 
рациональная 4.2-2 
т разложение на элементарные дроби 
ode 

регулярная 7.3-3 
результирующая 15.3-1 
решающая 19.9-1 
Римана — Грина 10.3-6 
с зеркально сдвинутыми полуволнами 

3-2 
скалярная точки 5.4-2 
случайная, см. Случайная функция 
собственная краевой задачи 10.4-2 
спектральная обобщенная 18.10-10 
среднее значение 4.11-4 
стремящаяся к пределу 4.4-1 
— K +o, — o 4.4-1 
ступенчатая 21.9-1 
—, аппроксимация непрерывными функ- 
циями 21.9-1 

случайного вектора 

.—, представления интегралом’ Фурье 
21.9-1 
суммируемая 4.6-15 
сходящаяся к пределу 

точек 16.1-3 
убывающая 4.4-8 
условие аналитичности в точке 7.3-8 
условие Дифференцируемости 7.3-2 
характеристическая 18.3-8, 18.4-10 
— п-мерная 18.9-3 
— совместная 18.9-3 
целая 7.6-5. 
—, разложение в произведение 7.6-6 
— рациональная 1.4-3, 4.2-2, 7,6-5 
— траинсцеядентная 7. 6-5 

12.5-3
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Функция целевая 11.4-1 
цилиидрическая 21.8-1 
— круговая 21.8-1 
четная 4.2-2 
экспоненциального типа 7.6-5 
эллиптическая см. Эллиптическая 
функция 

Фуякция-объект 15.3-1 

PL
 

dd
l 

x 

Характер представления 14.9-4 
— — примитивный 14.9-4 
— — простой 14.9-4 
— — составной 14.9-4 
Характеристика 10.2-1, 

17.3-11 
— области целостности 12.3-1 
— оперативная критерия 19.6-2 
— частотная 9.4-7, 20.8-8 
Х арактернстическая функция 18.3-8, 

18.4-10 
— — иптегрального уравнения 15.3-3 
— — лннейного дифференциального. опе- 

ратора 15.4-5 
— — ядра 15.3-3 
Характеристнческий вектор оператора 

14.8-4, 14.8-7 
Характеристическое знанепие оператора 

10.3-1; 10.3-7; 

-3, 8- 

— уравнение оператора 14.8-3 
— число линейного диффереициального 

оператора 15.4-5 

Ц 

Целевая функция \11.4-1 
Цена действия системы 19.9-1 
— игры 11.4-4 
ентр выборочного распределения 19.7-2 
группы 12.2-7 
кривизны 17.1-4, 17.2-5 
кривой второго порядка 2.4-6 
окружности 2.5-1 . 
позерхности второго порядка 3.5-5 
пучка 2.3-2 
аспределепия вероятностей 18.3-3,` 
8.4-4, 18.4-8 

рассеивания 18.4-4 
соприкасающейся сферы 17.2-5 

епная линия 2.6-2 
— дробь 4.8-8 
Цель 12.6-2 
— Маркова 18.11-4 
Цикл 18.7-3 
Циклоида 2.6-2 
— удлиненная 2.6-2 
— укороченная 2.6-2 
Цилиндр 1.10-4, 8.1-15 
— гилерболический 3.5-7 
— Параболическнй 3.5-7 
— эллиптический 3.5-7 
Цилиндрическая функция см. 

цилиндрическая 
Цилиндрические гармоникн 21.8-1 
Циркуляцня вектора 5.7-1 
Циссоида Диоклесса 2.6-1 

Г 
= 

Функция 

Ч 

Частичная сумма .ряда 4.8-1 
Частная производная вектор-функции 5.3-2 
— — функции 4.5-2 
— — — более высокого порядка 4.5-2 
Частное 1.7-2 
— комплексных чисел 1.3-3 

Частяое Релея 14.8-8, 15.4-7 - 
— — для обобщенной задачи о собстпен- 
` ных значаниях 14.8-8 
Частота круговая 4.11-4 

. — — собственная 49.4-1 
осиовная 4. 11-4 
— гармоническая вторая, третья 4.11-4 
попадания относительная в }-Й классо- 
вый интервал 19.2-2 
события 19.2-1 
— групповая 19.2-2 
— накопленная 19.2-2 
— относительная 19.2-1 

— — — Накопленная 19.2-2 
Частотная характеристика 9.4-7 
Числа алгебраические 1.1-2 
— Бернулли 21.5-2, 21.5-3 

— порядка п 21.5-2 
—, рекуррентиая формула 21.5-2 
—, формула Лапласа 21.5-2- 
иррацпопальные 1.1-2 
натуральные 1.1-2 
—, полная упорядоченность 1.1-2 
—, свойства 1.1-2 
—, упорядоченность 1.1-2 
Стирлинга 21.5-1 
трансцендентные 1.1-2 
Фибоначчи 8.7-2 
целые 1.1-2 
—, сравнимые по модулю 12.2-10 

численное дифференцирование 20.7-1 
интегрирование диффереициальных 
уравнений 20.8-2 
— — — второго порядка 29.8-7 
— — — высших порядков 20.8-6 
— для равноотстоящих узлов 20.7-2 
— систем дифференциальных уравне- 
ний 20.8-6 a 

— — уравнений с частными производ- 
ными 20.9-1, 20.9-4 

Численное решение алгебраических урав- 
нений 20.2-4 
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— — двухточечной краевой задачи для 
дифференциальных уравнений 20.9-2 

— —. краевых задач, методы аппроксими- 
рующих функций 20.9-9 

— — интегральных уравнений 20.9-10 
Число алгебраическое 1.6-3 
— действительное 1.1-2, 1.3-1 
— комплексное 1.3-1 
— мнимое 1.3-1 
— обратное 1.1-2 
— противоположное 1.1-8 
— чнсто мнимое 1.3-1 
— Эйлера е 1.2-3 
Числовые ряды 4.8-5 
— суммы 1.2-8 

Ш 

Щар конечного раднуса замкнутый 19.5-8 
— — — открытый 12.5-3 
Шестиугольник 1.10-1 
Ширина спектра случайиого процесса 

18.11-2 
Шнрота 3.1-6 

Эвольвеита 17.2-5 
Эволюта 17.2-5 
Экстремаль 11.6-1 
— ломаная 11.6-7 
— с угловымч точками 11.6-7 
Экстремум, достаточные условия 11,2-2, 

11.3-3 .
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Зкстремум, необходимые услозия 11.2-2, 

— односторонний 11.6-7 - 
— определенного интеграла, необходимое 

условие 11.6-1 
— — — условный 11.6-2 
— условный, необходимое условие 11.3-4 
Эксцентриситет 2.4-9 
Эксцесс 19.2-4 
Элемент булевой алгебры дизъюнктивный 

18.4-3, 18.4-7 — вероятности 18.3-2, 
— группы 12.2-1 
— — обратный левый 12.2-1 
— дуги 4.6-9` 
Элемеит кольца с единицей левый обрат- 

ный, правый обратный 12.3-1 
липейной алгебры идемпотентный 12.4-2 
— — нильпотентный 12.4-2 
матрицы 13.2-1 
множества 4.3-2 
объема 6.2-3, 16.10-10 
плоский 10.2-1 
площади 17.3-3 
— векторный 17.3-3 
— поверхности 5.4-6 
расстояния 17.4-2 

Элементы группы перестановочные 12.2-1 
— — сопряженные 12.2-5 
— —, сравпимые по модулю 12.2-10 
— ОПределителя 1.5-1 
—, Эквивалентные относительно подгруп- 

пы 12.2-8 
Эллипс 2.4-8, 2.4-9 
—, „построение касательных и нормалей 

Г
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—, — По осям 2.5-3 
Эллипсоид вращения вытянутый 1.10-5 
— — сплюснутый 1.10-5 
— действительный 3.5-7, 3.5-18 
— рассеяния 18.4-8 
Эллипсы равной вероятности 18.8-6 
Эллиптическая функция 21.6-1, 21.6-2 
Эллиптические функции Якоби 21.6-7, 

2 .6-9 

— — —, Диффереицирование 21.6-7 
— — —, разложения в ряды 21.6-7 
— — —. Теорема сложения 21.6-7 
Эллиптический интеграл 4.6-7, 21.6-4 
—- —, алгебраическое ириведение 21.6-5 
— — Вейсрштрасса нормальпыьй второго 

рода 21.6-3 
— — — — Первого рода 21.6-2 
— 1 Лежаидра нормальный — неполпый 

— — — — Полный 21.6-6 
— a1 пормальная форма Вейерштрасса 

.6-5 
— —, — — Римана 21.6-5 
— — нормальный первого, второго, треть- 

его рода 21.6-5 

Эллиптический интеграл первого, второго, 
третьего рода 21.6-4, 21.6-5 

— —, приведение к нормальной форме 
Лежандра 21.6-5 

— — связанный 21.6-6 
Эидоморфизм 21.1-6 
Эптропия распределения вероятностей 9 

— условная 18.4-12 
Энумератор 18.7-3 
Эпициклоида 2.6-2 
Эргодический: процесс 18.10-7 
Эргоднческое свойство 18.10-7 
Эрмитова матрица неопределепная 13.5-3 

— неположительная 13.5-3 
неотрицательная 13.5-3 
отрицательно определенная 13.5-3 
— полуопределениая 13.8-3 
положнтельно определениая 13.5-3 
— полуопределенная 13.5-3 

форма 13.5-3 
—, линейная подстановка 13.5-4 
— неопределениая 13.5-9 
— пеотрицательная 13.5-3 
— неположнтельная 13.5-3 
— отрицательно определеипая 13.5-3 
— — полуопределенная 13.5-3 
— положительно определенная 13.5-3 
— — полуопределенпая 13.5-3 

Эффект дробовой 18.11-5 
)ффективность оценки 19.4-1 
— — асимптотическая 19.4-1 
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Явление Гиббса 4.11-7 
Ядро взаимное 15.3-7, 15.3-9 
— вырождениое разделяющееся 15.3-1 
— гомоморфизма 12.2-9 

интегрального преобразования 
итерированпое 15.3-5 
линейного преобразования 14.3-2 
непрерывное в среднем 15.3-1 
нормируемое 15,8-] 
резольвентиое 15.3-7 
симметричное 195.3-1 
сингулярное 15.3-8 
сопряженное 15.3-1 
транспоиированиое 15.3-1 
эрмитово 15.3-1, 15.3-2 
— вспомогательное 15.3-4 
— неотрицательное 15.3-6 
— неположительное 15.3-8 
— отрицательно определенное 15.3-8 
— полное 15.3-4 
— положительно определепное 15.3-6 
—. разложение в ряд 15.3-6 . 
— сопряженное 15.3-1 
—, теоремы разложения 15.3-4 

Якобиан 4.5-6 

15.3 -1 
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